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Abstract

There are several different methods for finding roots of polynomials. This essay
provides an overview of various methods that can be used to find the roots of a po-
lynomial. Those methods include formulas for degrees 2-4, the rational root theorem,
techniques for managing multiple roots, the Newton-Raphson method, the bisection
method, Descartes’ rule of signs, and Sturm’s theorem for determining the number of
real roots within a given interval. The essay will highlight the methods background,
development, and examples of how these methods are applied. The aim is to offer
an overview of the different methods that exist, as well as the actual origins and
backgrounds of these methods.

Abstrakt

Det finns flera olika metoder for att hitta rotter till polynom. Denna uppsats kom-
mer att ge en Gverblick over olika metoder som kan anvandas for att hitta rotter
till polynom. Fokus ligger pa formler for grad 2-4, rationella rotsatsen, hantering
av multipelrotter, Newton-Raphson metoden, bisektor-metoden, Descartes tecken-
regel samt Sturms sats for att rdkna antal reella rotter pa ett intervall. Uppsatsen
kommer lyfta metodens bakgrund, uppvéixt samt nutida exempel pa hur dessa me-
toder anvands. Syftet ar att ge en 6verblick pa nagra av de olika metoder som finns,
grundarna samt bakgrunderna till metoderna.
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1 Inledning

Idén med begrepp ér att skapa enkla modeller for en komplicerad verklighet. Verklig-
heten &r komplex och férdnderlig. Tar man ett vardagligt exempel som ménniskans
langd, ser vi att langden egentligen varierar mellan morgon och kvéll. Det finns allt-
sa inget fixt tal for en ménniskas lingd, utan flera. Manga faktorer kan paverka
langden, till exempel dagens tidpunkt, dagens frisyr, hojd pa skor och sa vidare.
Hade man skapat en funktion for langden hade det kravts flera dagar av intensivt
arbete for till exempel en skolskoterska att fylla i en anteckning kring en elevs lagd
[2]. T fall som denna kommer det dven forekomma funktioner som vi inte kan expli-
cit beskriva eller berdkna, men som vi genom en forenklad modell av verkligheten
kan komma at. Om vi applicerar detta pa vart exempel ar méanniskans langd en
komplicerad funktion dar langden varierar beroende pa flera faktorer. For att for-
enkla vekligheten, bestimmer man ett systematiskt siatt for att méata langden och
darigenom approximerar man langden med ett enda tal, genom en konstant funk-
tion. Vi behover ett forrad av funktioner som ar tillrdackligt enkla for att vi ska
kunna anvinda dem, men som &aven ar tillrackligt komplicerade for att vara néra
verkligheten. Polynomer dr matematikens enklaste funktioner da deras varden be-
raknas genom tre elementéra riknesétt: addition, subtraktion och multiplikation [2].

Under flera arhundranden har flera matematiker forsokt hitta metoder for att be-
stamma polynomets nollstéllen, vilket har lett till att det idag finns flera olika meto-
der for att hitta rotter till polynom. Denna uppsats kommer at ge en 6verblick Gver
olika metoder som kan anvéindas for att hitta reella rotter till polynom. Uppsatsen
kommer ta upp olika metoder som téacker tre huvudomraden:

1. Metoder som ger de exakta nollstallena
2. Metoder som approximerar nollstéllet
3. Metoder som bestammer antalet reella nollstallen.

Da flera metoder endast kan berdkna enkla rotter kommer uppsatsen dven ta upp en
metod som omskriver polynom med multipelrotter till polynom med endast enkla
rotter. Denna metod, som jag kommer kalla for hantering av multipelrétter, ar till
for att underlédtta berdkning av nollstéllen i polynom med multipelrétter.

Forsta delen i uppsatsen behandlar metoder som ger exakta nollstéllen. Denna del in-
kluderar formeln for andragradsekvationer, formeln for tredjegradsekvationer, form-
lerna for fjardegradsekvationer och sist rationella rotsatsen. Andra delen fokuserar pa
metoder som approximerar nollstéllet och inkluderar metoderna Bisektor-metoden
och Newton-Raphson metoden. Sist, dr delen som lyfter metoder som bestadmmer
antalet reella nollstéllen och den innehéller Descartes teckenregel och Sturms sats
for att bestaimma antal reella rotter i ett givet intervall.



Varje formel och metod kommer att inledas med dess historia dér det beskrivs vem
uppfann metoden och hur den utvecklades. Syftet med uppsatsen ar att ge en 6ver-
blick pa nagra av de olika metoder som existerar. Uppsatsen kommer aven ta upp de
egentliga grundarna samt bakgrunderna till metoderna, i hopp om att tillkdnnage
de ursprungliga upptéckarna.

2 Andragradsekvationer

Andragradsekvationer dyker upp i en méngd olika sammanhang i vardagen. Exem-
pelvis anvinds andragradsekvationer for att berdkna banan for ett kastat foremal.
I ekonomin kan till exempel kvadratiska modeller anvindas for att berdkna optimal
prissattning i foretag for att maximera vinsten [4]. Ytterligare, kan man anvinda
andragradsekvationer i fysik for att berdkna hur mycket tid det tar for ett foremal
att falla till marken fran en viss hojd [21].

2.1 Historia

Varje forntida civilisation utvecklade en samling av matematiska kunskaper. Deras
matematik var i huvudsak fokuserad pa problemlosning inom omraden som handel,
jordbruk och konstruktion. Det antika Greklands arbete ar en av de mest bekanta,
tack vare Euklides, men viktiga bidrag gjordes ocksa av de Mesopotamiska, Egyp-
tiska, Indiska och Kinesiska civilisationerna [12]. Vi kommer endast fokusera pa
Mesopotamierna och matematikern Al-Khwarizmai.

Lat oss borja med Mesopotamierna, 1900-1600 f.Kr. anviande de sig av bland annat
geometriska forestallningar for att 16sa matematiska problem. De anvinde en metod
som kallas "klippa-och-klistra-geometri” for att bland annat l6sa andragradsekvatio-
ner. Denna metod innebar att man visualiserade ekvationerna genom geometriska
former och manipulerade dem for att hitta losningar. Under denna tid hade man inte
formler, istallet hade man detaljerade steg-for-steg instruktioner for att losa olika
problem [I2]. De hade dven inte negativa virden och darfér behévdes flera former
av ett av dagens problem. Med hjalp av "klippa-och-klistra” utvecklade Mesopota-
mierna det vi idag kallar for kvadratkomplettering. De anviande sig av kvadratkom-
plettering for att 1osa andragradsekvationer pa formerna z? +bx = ¢, 2? — bx = ¢
och az? + bx = ¢ [12].

Hér ar ett exempel pa hur de 16ste ekvationer pa formen z? + bx = c:

For ekvationen 2 + %x = 1—72 borjade Mesopotamierna med att ta hélften av koef-

2
ficienten till z-termen, ? = % . % = % = %, och kvadrerade den (%) = %. Sedan



adderade de det kvadrerade vérdet till bade véanster- och hogersidan av ekvationen
for att skapa en fullstandig kvadrat:

x2+2x—|—1—7+1<:>x2+2x+1—25<:><x+1>2—25

3 9 12 9 3 9 36 3/ 36
= +1— §<:> +1—§<:> o 11
T3\ 36 TT3T% YT 37 2

Runt ar 825 publicerade matematikern Al-Khwarizmi hans detaljerade steg-for-
steg instruktioner for hur man loser sex olika typer av andragradsekvationer. Al-
Khwarizmis méal var att skapa en manual for hur man loser kvadratiska ekvationer.
Under den tiden tog sig matematikern inte an de negativa talen, det vill sdga ba-
de koefficienter och rotter behovde vara positiva. Al-Khwarizmis sex olika typer av
andragradsekvationer var:

1. ax? = bx (kvadrat lika med rot)

2. az® = ¢ (kvadrat lika med tal)

3. bx = ¢ (rot lika med tal)

4. azx® + bx = c (kvadrat och rot lika med tal)
5. az? + ¢ = bz (kvadrat och tal lika med rot)
6. bx + ¢ = az? (rot och tal lika med kvadrat).

Al-Khwarizmis arbete oversattes till latin och hade foljaktligen en stor inverkan pa
Europa. Idéerna spreds och paverkade forskare som Fibonacci, som tog sig an me-
toderna, spred dem vidare genom Europa och integrerade dem med hindu-arabiska
siffror [I1]. Detta banade vag till aterupplivningen av matematiken i medeltidens
Europa. Senare byggde italienska matematiker, sasom Luca Pacioli, vidare pa dessa
grunder och bidddade for studierna av kubiska ekvationer [11].

2.2 Formel

Andragradsekvationen
P +pr+q=0

har rotterna



2.3 Bevis

Formel och bevis kommer fran Bogvad et al. [2].

Vi vet att ) ) )
ot) = oen s () =2eme ()

2 2

2 _ Py"_ p)

v <x+2> (2 '
0=2a+pr+q

- (o (o

Alltsa ar

Detta leder till

2 2
p p\?
= 44/ (Z) -
T (2) 1
O
2.4 Exempel
1. Lés ekvationen x?> — 5z + 6 = 0.
Losning:
2
Vi anvinder oss av formeln » = —% + (g) —q, dar p = —5 och ¢ = 6, for att

hitta rotterna till ekvationen 22 — 5z + 6 = 0. Detta ger

-5 5\ 2 5 [25
— (=) —e=2 2
. 2 ( 2> 6=5%\y7 0

Svar: Rotterna till ekvationen 22 — 5z +6 = 0 ér 2; = 3 och x4 = 2.

2. Los ekvationen x° + 4x +7 = 0.
Losning:



Vi anvéinder oss av formeln z = \/ , dar p =4 och ¢ = 7, for att hitta
rotterna till ekvationen 2 + 4z + 7 = 0. Detta ger

4 2
—fi R Sy O
&) 725
1 /1 —12
=-2+ 46— 6 -2+ I =2+

:x1:—2+\/§z’, T = —2 — /3.

Svar: Rotterna till ekvationen 22 +4x+7 = 0 ar 1 = —2+/3i och 25 = —2 — /3.

3 'Tredjegradsekvationer

Tredjegradsekvationer har fascinerat matematiker i arhundraden och spelar en cen-
tral roll inom bade teori och tillampningar. Losningen av tredjegradsekvationer mar-
kerar en viktig milstolpe i algebrans historia. Metoderna for deras 16sning utveckla-
des under rendssansen av italienska matematiker sasom Scipione del Ferro, Niccolo
Fontana och Gerolamo Cardano. Dessa metoder ledde till upptéckten av komplexa
tal och 6ppnade dorren for ett nytt era av matematiskt tankande [I1]. I praktiska
tillimpningar forekommer tredjegradsekvationer ofta inom fysik, teknik och ekono-
mi. Till exempel anviands tredjegradsekvationer i hydraulik for att modellera flodet
av vatskor genom ror [25].

3.1 Historia

Notera att de flesta matematikerna som kommer namnas nedan aldrig skrev ned en
formel. De beskrev istéllet sina metoder med ord och visade exempel. Notera aven
att man under 1500-talet bestdmde den béasta matematikern genom téavlingar och
darfor ville matematiker inte publicera sina metoder [11].

Matematikern Scipione del Ferro var den forsta personen som uppfann en formel
for att 1osa tredjegradsekvationer i formen 2% + pxr = ¢ samt studerade ekvationer-
na 3 = pr + q och z® + ¢ = pz [I1]. Del Ferro riknade rétterna for de tre olika
formerna da han endast rdknade med positiva koefficienter och 16sningar. Del Ferro
publicerade aldrig sin lésningsmetod men han forklarade den till sin svarson och
sin kollega Antonio Maria Fiore. Ar 1535 tévlade Fiore och matematikern Nioccold
Fontana, aven kand som Tartaglia, om vem som kan lésa den andre spelarens 30
fragor snabbast [I1]. Fior stéllde alla hans 30 fragor om tredjegradsekvationer pa
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formen 2® + pxr = ¢. I slutet av utmaningen vann Fontana tdvlingen inte minst det,
han kom dven pa en metod for att 16sa tredjegradsekvationer pa formen 23+ pxr = ¢
[11].

Ar 1539 fragade Girolamo Cardano vinnaren Fontana om hans metod. Cardano
behévde anstranga sig for att overtyga Fontana att delge metoden, den 29 mars
1539 fick Cardano metoden och svor en ed om att aldrig publicera den [I1]. Efter
Fonstanas forklaring kom Cardano pa en metod for att losa ekvationer pa formerna
23 = pr + q och z3 + q = px. Efter flera r och mycket tinkande bestamde sig Car-
dano att bryta loftet, da metoden ursprungligen kom fran Ferro. Han publicerade
metoden 1545 i den latinska boken Ars Magna, i vilket han ndmner att metoden
for att 16sa ekvationer pa formen 2 + pr = ¢ uppfanns forst av Ferro och sedan
ateruppfanns av Fontana. I hans bok beskriver Cardano att det kan finnas negativa
kvadratrotter och icke-reella kubrotter, har var dock osdker pa hur man ska hantera
dem [11].

I boken L’Algebra, 1572, forsoker Rafael Bombelli hantera de komplexa rétterna.
Bombelli lyfter ekvationen 2® = 15z + 4 som, enligt Cardano, har 16sning z =

\3/2 +/—121+ €/2 — v/—121. Han beskrev metoden som sofistikerad, och ville klura
ut hur man raknar ut 16sningen da han vet att x = 4 ar en rot. Han klurade ut
en metod for att ridkna rotterna vid negativa kvadratrotter. I slutet av 1500-talet
utvecklade den franska matematikern Frangois Viete ett trigonometrsikt liknande
metod for att 10sa tredjegradsekvationer med negativa kvadratrotter, for att undvika
komplexa tal [11].

3.2 Formel

Om man har ekvationen x® 4 bx? + cx + d = 0, d& har ekvationen reella rotterna:

L4 P b d (OB ke A\ e 1Y
N 27 6 2 27 6 2 3 9
LA b be d B be d\ (e BT b

20 6 2 27 6 2 3 9 3

3.3 Bevis

Formel och bevis kommer fran Irving [I1]. Beviset bestar av foljande delar:

1. Reduktion

2. Berikning av y* + py +q =0



21 Sitty =2 — £

2.2 Skapandet av formeln y = 21 + 2,

2.3 Uppfyller var z; och 2z villkoren fér « och v som ndmns i (2.2)

3. Losning av ekvationen 23 + bx? + cx +d =0 dir z = y — %

3.1 Satt tillbaka ursprungstermerna p = ¢ — % och ¢ = % + % —d

3.2 Rakna ut z :y—g

(1) Reduktion

Vi borjar med var funktion 3 + ba? + cx + d och sitter v = y — % Detta ger:

AN b\’ b
<y—3> +b<y—3> +c<y—3>+d—0

b > b3 b b b

voo20? oo ob
<:>y3+y2(—b+b)—|—y<3—3+c>+<—27+9—3€+d>20

b? 26> b
< y3+y<c—3>+<27—3c+d> = 0.

Sedan substituerar vi p = ¢ — % och ¢ = % — % + d, vilket leder till:

b? 20 be
3 v —Z4d)l=0 «— 3 = 0.
y+y<c 3>+<27 3+ ) Y~ +py+q

(2) Berikning av y* +py +¢q =10
(2.1) Sitt y =2 — =

Sitt y = z — £ i ekvationen y3 + py + ¢ = 0. Detta ger:
SRIC
_ = _ =0
<Z 32) A

2 3 2
3 2o D p p p

= 32 43z = - T —
‘ N 3z +oz 922 2723 tpz 3z

+q=0
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2 3 2
3 p p

<= — B e ——
S 3z 2723 N 3z

p
— — =0
“ T 978 +a
Vi multiplicerar bada sidorna med z
3
23 P +q=0

6 P
= 2 - = = 0.
z 27—|—qz

Detta ér en andragradsekvation for 23, vilken vi kan identifiera med hjilp av pq-
formeln:

|
|
DO [

H_
w\@
NS
+
S
|

3 q @ 3 q @
=2 =—= —+ = = =4\|—= =+
AT\ g 1 5 T\ o
3 q ¢ 3 q @ p?
S = = = =A== — /= + =.
2= 7y 1 To7 =2 5 V13

(2.2) Skapandet av formeln y = z; + 25
Just nu vet vi att y® + py + ¢ = 0 och att:

(u+v)* = u® + 3uv + 3uv® +v*

— (u+v)* = 3uv(u+v) + (u + )
< (u+v)® = 3uv(u+v) — (v’ +v*) =0.

Om vi hittar ett v och v virde sd att y = u + v, p = —3uv och ¢ = —(u?® + v3), s&
ar y® + py + ¢ = 0 en perfekt kub och pa si sitt kan man losa ekvationen. Det vill
saga om uv = —% och w3 +v3 = —q ar y = u +v.

(2.3) Uppfyller var z; och z villkoren for u och v som namns i (2.2)
Villkor 1: uv = —£ dir u = 2z, = f’/—g—l—v‘f—i—gi och v =2y = \?’/—g—\/‘f—l—g;:
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Nu kontrollerar vi villkor 2: u? + 0% = —¢ dir v® = 2} = —% + /< +

q ¢ q ¢  p
u3+v3:zi’+zgz(—2+ 4+2)+<—2— Z+?

_ e e g e P 29
R AR T T A N

Eftersom z; och z9 uppfyller bade villkoren vet vi att y ar en kub och att y = 21 + 2
vilket ger:

(3) Losning av ekvationen 2° + bz? + cx +d=0dér x =y — &

(3.1) Satt tillbaka ursprungstermerna p = ¢ — % och ¢ = % + % —d

% och ¢ = % — % + d. Detta ger:

_ e, |2 <p>‘°’ 1_q_ |2 (p)3
y‘d > Va3 TN 2 VT T
b3 be b3 be 2 b2\ 3

(Eosrd) (s td)) (=%

2 2 3

3 c 3 c 2 2\ 3
L FoSrd\ | (F-5+d N c— L

2 2 3

Satt tillbaka ursprungstermerna p = ¢ —

NS
I
_— W




(3.2) Rikna ut z =y — &
Vi vet att © = y — 2 och virdet pa y frén (3.1). Detta ger att

3.4 Exempel

1. Los ekvationen x° + 1222 + 422 4+ 36 = 0.
Losning:

Vi anvéinder oss av tredjegradsformeln:

gt B be d B e A\ (e B
N 27 6 2 27 6 2 3

13



LA W be d B e d\T (e b2\ b
20 6 2 217 6 2 3 9/ 3

dar b = 12, ¢ = 42 och d = 36. Detta ger foljande:
_g 120 12:42 36 120 12-42 36 2+ 42 122\’
TN T2 T e 2 21 76 2 39

L 123+12-42 36 123+12-42 36’2+ 42 122\ 12
27 6 2 27 6 2 39 3

Lat oss fokusera pa:

123 12-42 36 (3-4)° 6-2-42
e e — 18 =—64+84— 18 =2.
7 T 6 2 27 6 -

o .. .. 2\3
Lat oss aven rakna ut (% — %) :

@2 - 1922>3 = (14 _ @ '94)2>3 = (14 —16)* = (—=2)® = —8.

Nu 1at oss atervanda till formeln:
_ 12 124236 (/120 1242 36)° (42 122)]
YT 07 6 9 27 6 9 39

L 123+12-42 36 123+12-42 362+ 42 122\ 12
27 6 2 27 6 2 39 3
3 3
<:>x:\/2+\/22—8+\/2—\/22—8—4

= a={2+va+i2-v_i-4
— =242+ V2—2i—4.
Vi kan skriva om detta till:

x = \?/\/g (cos (Z + 21<:7r> + ¢sin (Z + 2k7r>>—i—\?’/\/§ (cos (Z + 2k7r> — 4sin (Z + 2k:7r>>—4.

Lat oss fokusera pa berkéningen av folajnde del:

\3/\/§ (cos (Z + 2k7r) + 7 sin (Z + 2k7r)>+\3/\/§ (COS (Z + ZkW) — isin (Z + 2]‘77))

14




wl=

<\/§ (cos (W + 2k7r> + 7sin (Z + 2k7r> 3+(\/§ (cos (Z + 2k7r) —1sin (Z + 2km ))

)
+2kw>__i$n<2—ifkw>>
[

N—— ~——
+
w
>
/N
@)
o
n
VR
e

T+ 2km
3

= IV (cos (557 s

2k 2k 2k 2k
—\/_<COS<12+37T>—|—2'5111<17T2+;))—i—\@(cos(lﬂ?—%;)—zsm ;;—1—;))
— 2 T2 ain (T T eos (o 2T i (o 2R
VAN e Ty T e T ) T 2 T ) TP 12 T

2
i lm) for k=0,1,2.

Det vill saga:

T = C/\/g oS (Z +2k7r) + 4 sin (Z +2k7r>>+\3/\/§ (COS (Z +2/€7T> — isin (Z +2k”>>

_2\/§cos<7T +2]§T> 4, fork=0,1,2.

Vi berdknar k£ = 0:
”) 4

T = 2v/2 cos (;;) +4 =2v2cos (Z ~ %
=2V2 (cos <Z> cos (g) + sin (Z) sin (g)) —14

:2ﬂ<?-?+?-;>—4:2ﬁ<w>—4

:M<ﬂ<{f+1>>_4:2<2<¢;3+1»_4
=V34+1-4=+3-3.

Nu raknar vi kK = 1:
o
3) 4—2fcos< 2) 4—2\/_cos< ) 4= -2 4— 6.

s
Ty = 2v/2 cos <12
Slutligen k = 2:
T3 = 2v/2 cos (W 1 ) — 4 =2v2cos <17 ) — 4 =22 (cos (W 5W)) — 4.
12 6 4
T 7r L /m\ . [bm
os () eos (7) —sin () s <4)> -

_’_7
6 4

2 3
2V2 (¢
o () () -

15
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Sammanfattningsvis ir rotterna till ekvationen x® + 1222 + 42z + 36 = 0:

x1:\/§—3, I2:—6, Igz—\/g—S

2. Los ekvationen j° + 652 + 1295 — 676 = 0.

Losning:

Vi ska anvianda oss av formeln for tredjegradsekvationer for att hitta reella rotter. Vi
vet att b =6, ¢ = 129 och d = —676 i tredjegradsformeln. For att gora det enklare,
lat oss rikna foljande delar:

¥ be d 6 6129 676 216
c_4_ —(—) — 22 1294338 = —8 4+ 467 = 459,

Twte T2 T e

2 27
B be  d\’
—— +— ——| =(459)* = 210681
(27+6 2) (459) 0681,
c ¥\’ (129 6%\’
- — =|— —— ] =39=59319
59) = (%) ,
b 6

Nu beradknar vi:

B be d\° A
J ( + X ) + (C - ) = /210681 + 59319 = /270000 = 300v/3.

27 6 2 3 9

Nu séatter vi allting i formeln:

j= \3/459 — 300V/3 + \?/459 1+ 300V3 —2 =4,

Fran formeln fick vi fram att ekvationen j2 + 652 + 1295 — 676 = 0 har den reella
roten 4. Genom polynomdivision far vi veta att

32 4652 + 1297 — 676 = (52 + 105 + 169)(j — 4).

Nér vi loser andragradsekvationen 52 + 105 + 169 = 0 med hjélp av pg-formeln far
Vi

2 2
Det vill sdga rotterna till ekvationen j2 + 105 4+ 169 = 0 &r:

ji1=—5+12i, jy=—5—12i.

1 102
j:——oi <0> —169=-5++v25—-169 = -5 £ v—144 = —5 £ 124,

Detta ger att rotterna till ekvationen 52 + 652 + 1295 — 676 = 0 ar:
J1=-5+12s, jo=-5-12i, j3=4.

16



4 Fjardegradsekvationer

Fjardegradsekvationer tillimpas i bland annat fysik och ekonomi. Till exempel an-
vander finansiella modeller fjardegradsekvationer for att utvirdera investeringsal-
ternativ och analysera risk [4]. Fjardegradsekvationer anvénds dven i Alhazens pro-
blemet [9]. Alhazens problemet handlar om att forutsidga hur ljus beter sig nér det
reflekteras fran en spegel. Denna typ av berdkning &r central for att forsta hur ljus
kan kontrolleras och dirigeras i optiska system. Detta ar viktigt for att designa och
optimera speglar och andra optiska enheter som anviands i allt fran teleskop och
mikroskop till kameror och laserutrustning [9].

4.1 Historia

Lodovico Ferrari var den forsta matematikern som utvecklade en metod for att
16sa fjardegradsekvationer [I1]. Hans metod publicerades i hans mentors, Girolamo
Cardano, bok Ars Magna 1545. Hans metod gick ut pa att skriva om den reducerade
fiardegradsekvationen y* + py? + qy + r = 0 till ekvationen

o2 o 2= (52 -

genom att introducera \y? — \y? till ekvationen y*+ py? +qy +r = 0. Sedan tar man

2 2 2
vansterledet av ekvationen (y2 + M) —A (y — %) = ((Wg—’\)) —r— % och séatter

2
. . . (p+X) ) 2 ¢ . . .
det till 0. Det vill sdga (—2 ) r — 45 = 0. Detta ger en tredjegradsekvation vid

l6sningen av parametern A. Efter losningen av tredjegradsekvationen far man reda

2 2 2

pa A och satter in det i ekvationen (y2 + @) - A (y — %) = (@) —r— %.
. 2, (p+N))2 g \2 . . . .

Detta reulterar i (y + T) — )\( — ﬁ) = 0, dar X\ ar ett kdnt virde. Sedan

loser man ekvationen som vanligt, genom att l6sa andragradsekvationerna, och ta

reda pa rotterna till ekvationen.

Senare ar 1637 publicerade Descartes en ny metod for 16sning av fjardegradsekva-
tioner i hans verk La Géométrie |[I1]. Hans metod gick ut pa att man omskriver den
reducerade fjirdegradsekvationen y*+py?+qy+r = 0 till (2% +kz+1)(22—k'z+m) = 0
dir y = z. Efter flera steg far man reda pa virdet pa k genom att 16sa en tredje-
gradsekvation, som han kallade hjilpande tredjegradsekvation [II]. Efter man tar
reda pa vardet pa k, ar alla variabler kéinda. Darfor blir sista steget att losa ekva-
tionen (2% + kz +1)(2* — k2 + m) = 0, genom att 16sa andragradsekvationerna. Pa
det sdttet far man veta rétterna till den reducerade fjardegradsekvationen.

Pa 1700-talet byggde Leonhard Euler vidare pa Ferraris metod och utvecklade en ny
metod for att 16sa fjardegradsekvationer, genom att uttrycka en rot som en summa
av tre kvadratrotter [I1]. Dessa kvadratrotter ar 16sningarna till den hjalpande tred-
jegradsekvationen fran Ferraris metod. Eulers metod utgar fran Cardanos formel for
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kubiska ekvationer och innefattar en mer strukturerad vag till att bestimma alla
rotter, inklusive negativa och komplexa rotter [11].

Bade Descartes och Ferrari hjélpande tredjegradsekvation dr samma tredjegradsekva-
tion. Descartes anvinder sig av den hjalpande tredjegradsekvation j2 + 2qj + (¢ —
4s)j —r? medan Ferrari anvinder sig av A* +2¢\ + (¢* — 4s)\ — 2. I bade Descartes
och Ferraris tredjegradsekvation kommer ¢, s och r fran den reducerade fjérde-
gradsekvationen z* 4+ qz2 + rz + s = 0. Skillnaden &r att Descartes metod anvinde
tredjegradsekvationen for att hitta k virdet i (22 + kz + 1)(2®2 — K’z + m) = 0
d& k% = j. Medan Ferraris metod anvinde tredjegradsekvationen for att hitta \ i

2 2
(y2 + @) —A ( — %) = 0. Det jag vill komma fram till 4r att man kan hérleda

Eulers metod fran Descartes fastan Eulers metod hérleds fran Ferris metod [I1]. Det
ar aven det vi ska gora i vart bevis, harleda Eulers metod fran Descartes.

4.2 Sats

Fjardegradsekvationen z* + ax® + bx? + cx + d = 0 har rétterna
b () -
e (iR -
(i ) -
o)

dar v/j1j2j3 = —q och j;, for ¢ = 1,2, 3, ar rotterna till tredjegradsekvationen

3a? 302\ > 3a*  a*b  ac a®  ab 2
S (N IV (. NI (R N I O e 0.
I g )/t 8 256 T 16 4 g 2 °°¢

4.3 Bevis

Sats, formel och bevis kommer fran Irving [I1] och Nickalls [17].
Beviset bestar av tre huvuddelar:

1. Beskrivning av Vieta’s formel [13]
2. Lemma och dess bevis

3. Beviset {0r satsen
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3.1 Reducering
3.2 Omskrivning sd y* + py? + qy+r = (2> + kz + 1) (2> + K’z + m)
3.3 Noteringar: Om 7 och att det inte spelar roll om vi véljer +£k; eller —k;

3.4 Losning till fjairdegradekvationen y* + py? + qy +r = (2% + kz + 1) (2% +
k'z+m)

3.5 Sammanstéllning

Lat oss borja.
(1) Vieta’s formel [13]

Lat p(z) = apz™ + ap12™ ' + -+ + a1z + ag dir ag # 0 och dess rotter vara
ri1,7,+ ,Ty. Da kommer
Ay
Ty, = —— L
Qp,

(2) Lemma och dess bevis

(2.1) Lemma
L&t den reducerade fjardegradekvationen z(z) = az* + px? + gz + r = 0 och z; dér
j =1,2,3,4 vara rotterna till ekvationen. Lat

23+ 24 = 2g1
23+ 21 = 292
23+ 29 = 2g3

Da kan vi uttrycka rotterna som féljande:

21=—g1+92— 93

Z9=—01— 92+ g3

z3=¢g1+ g2+ 93

24 =0G1 — g2 — g3.
(2.2) Bevis av lemma

L&t den reducerade fjardegradekvationen z(z) = az* 4+ pz* + gz +r = 0 och z; dér
j =1,2,3,4 vara rotterna till ekvationen. Fran Vieta’s formel vet vi att

e koefficienten for x3 0 0
21+ 204+ 23+24=— = ——=0.
! 2 3 4 koefficienten for x4 a

Lat 28 = z4 — z3 och 20 = z5 — 2z;. Lat dven ¢ vara mittpunkten mellan zq, 25 och
23, z4. Se Figur 1 for fortydligande.
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Enligt Vieta’s formel géller att summan av rotterna ar noll [I3]. Eftersom summan
av rotterna ar noll, innebar detta att rotterna maste balansera varandra symmet-
risk runt origo. Det vill sédga, den reducerade fjardegradsekvationen har rotsymmetri
[11, [17].

Rotsymmetri innebér att rotterna till en ekvation &r symmetriskt fordelade kring
en axel (vanligtvis x-axeln) eller en punkt (vanligtvis origo). Detta ar ofta en kon-
sekvens av ekvationens struktur och koefficienternas egenskaper, sisom att summan
av rotterna ar noll [I1, I7]. Punkten g representerar symmetripunkten mellan tva
grupper av rotter: z; och zs pa den vénstra sidan (negativa sidan av x-axeln) samt
z3 och z4 pa den hogra sidan (positiva sidan av x-axeln). Symmetripunkten g repre-
senterar mittpunkten mellan rétterna, dar rotterna z; och zo har samma avstand
fran —g (avstand §) och rétterna z3 och z4 har samma avstand fran g (avstand f3)
[17]. Se Figur 1.

Termerna i den reducerade fjardegradsekvationen bidrar till rotsymmetri. Fjarde-
gradstermen, x4, dr en jamn funktion, vilket innebér att rotterna kommer att vara
symmetriskt fordelade kring origo. Likasa dr andragradstermen, 22, en jamn funktion
och kommer déarfor att paverka rotterna symmetriskt [IT], [I7]. Den linjira termen,
qx, kan 7skifta” rotterna langs x-axeln, men den fordndrar inte den grundldggande
symmetrin for rotterna. Vare sig det finns reella eller komplexa rotter, kommer sum-
man av alla rotter anda att vara noll i enlighet med Vieta’s formel, vilket tvingar
rotterna att balansera sig sa att den totala summan &r noll. Sist paverkar konstant-
termen, r, ocksd rotterna men inte symmetrin i sig. Eftersom fjardegradstermen
och andragradstermen &r de huvudsakliga faktorerna som styr symmetrin, kommer
rotterna fortfarande att fordela sig symmetriskt, d&ven om r paverkar den exakta
fordelningen och storleken pa rétterna [IT), [17].

Y
U AN R 9. ___
5§ 16 g p .
—_—¢—————————————
Z1 —q ) Z3 g Z4
Figur 1

Fran Figur 1 far vi

271=—g—0, 2Zp=—g+0, 23=9g—0 och zy=g+p.
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Detta leder till foljande:

23+ 2= (1 — B) + (91 +8) =2
zmtz=(—B)+ (=91 —6)=—F—65=2g
23+ 20=(1 —B)+ (—g1+6) = —F+ 0 = 2g3,

dar g = g1. Vilket i sin tur leder till:
2002 +93) =zm+tatzmtrn=2utntn=2u+tntn+u—xu

:(21+Zz—|—23—|—24)—|—213—24:O—|—23—Z4223—24.

Da
20 =24 — 23 <= 23— z4=—20

kommer
2092 tgs)=m—2a <<= 2gptg)=-20 <<= g@tg=-0
Detta stammer dven 6verens med
20924+ 93) =—-B—-0+(-B+d)=-28 <= g+g=-0
Liknande galler
2002 —93) =+ —(3+2n)=2n—2=-20

=  2(g2—g3) =20 <= go—g3=—9,

ty 20 = 29 — 21 <= 21 — 290 = —20. Detta stdmmer dven 6verens med
2(ga—g3) =—pP—0—(—f+)=-20 <= go—g3=—0.
Detta resulterar i

n=—q—0=—q+(9—9)=—qn+39 —gs
ZH=—g1—0=—g1— (92— 93) = —91 — G2 + g3
=g —B=g+(92+93) =0+ g2+ 93
u=n+B=91—(92+9) =91 — 92— g5

(3) Beviset for satsen

(3.1) Reducering
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Lat
ot +ax® +bx® + cr +d = 0.
Satt x =y — §. Detta ger

a\? a\? a\?2 a
(v=5) +elv=3) +o(v-7) +elv—7) +a=o

3 a’ a’y
_ 4,229 G 3 OY 3
=y —|—8ay+256 ay 16 +ay

3a%y?* 3a*y ot aby a?b ac
— by ——+d
I TR s R TR A I

8 4 16 16 2 256 64 16 4

4 3 , (3a®  3a? a®  3a® ab at  at d® ac
=y (—ata)ty? [ = T by (e o~ Do) o b S

= y'+y p 30 + a—s—a—b+c + —3—a4+a—2b—%+d =0
oy g ) U\" 2 256 ' 16 4 -

Séittp:b—%,q:%:—%b—i-cochr:—%—i-%—%—l—d.Dettager

3a? a® ab 3a*  a®’b  ac
Y- - = - 4 4d] =0
y+y< 3 A I T R G R T

= v+t +qu+r=0,

vilket ar vart reducerade fjardegradsekvation.
(3.2) Omskrivning sd y* +py®> +qy+r = 22+ kz+ 1)(2* + K2 +m)

Nu ska vi forsoka skriva om uttrycket y* + py* + qy + r i formen (22 + kz +1)(2% +
k'z +m). Det vill sidga

(P +kz+ D)2+ Kz+m) =y +p?+qu+r
= A4 B+ Pm B+ PR+ zkm A+ 24 2K Im =yt pyt Fqu
— A+ Bhk+E)+2m+ kK D)+ z2(km+ K1) +ml =y +py* +qy + .
Detta ger foljande ekvationssystem:
k4K =0
m+kk'+1=p
km+ Kl =q

ml=r.
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Fran forsta ekvationen far vi att
k+k =0 +<— Kk =—-k.
Vilket resulterar i

m+k*+1l=p
(2 + ke + 0 —kz+m) =y ' +p* +qu+r dir Sk(m—1)=g¢q

ml=r

Fran detta ekvationssystem skapar vi tva nya ekvationssystem. Ena ekvationssyste-
met for att rakna ut 2m och det andra for att rdkna ut 2/. Vi borjar med att rakna
2m:

{m—k2+l:p — {m:p+k2—l

q
= 2m=p+k+- -1+l
k(m—1)=q mep

m=71+1 k

— 2m:p—|—k2—|—g.

k
Nu for 2(:
-k +1= l=p+ k2 —
k(m—1)=gq l=m—1 k

= 2=p+k®— %
For att bestamma k anvander vi 2m och 2[ i ekvationen ml = r:
ml=r <= 4dml = 4r <— 2m - 2l = 4r

= prR+ e+ - D=4

k k
(kp+ K +q)(kp + £* — q) _4
;2 -
k*p* + k'p — kpg + k'p+ k° — EPq+ kqp+ kg — ¢* 4
k2 B

k}G + 2pk‘4 + k2p2 _ q2 B
k? B
= Kkt + K (p? —4r) — ¢ =0.

dr = kS 2pkt 4+ KPP — ¢® = Ark?

Satt k% = j for att tydligt visa att detta ar en tredjegradsekvation:
K+ 2pk* + K2 (p* —dr) — > =0 <= (K +2p(k*)* + K*(p* —4r) — ¢* =0
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= P +2pi7+j(p* —4r)—¢* =0.

Loser vi tredjegradsekvationen j3+2pj?+j(p* —4r) —¢* = 0 far vi svaret pa k2. Fran
tredjegradsekvationen kommer vi maximalt fa tre rotter. For att gora det enklare
att folja argumenten, anta att ekvationen ;2 + 2pj? + j(p? — 4r) — ¢*> = 0 har de
tre rotterna jp,jo och j3. Vart mal ar att kunna uttrycka l6sningen till ekvationen
y* + py? + qy + 7 = 0 med termerna j;, j, och js.

(3.3) Noteringar: Om j och att det inte spelar roll om vi véljer +k; eller
—k;.
(3.3.1) Om j
Eftersom 7y, jo och j3 ar rotter till ekvationen 53 + 2pj? + j(p* — 4r) — ¢* = 0 vet vi
att

(7 =30 = 2)(G = js) = 3° + 2ps* +j(p* — 4r) — ¢*

= (* —jjo— i+ e (G — j3) = 7° + 2057 + i (p® — 4r) — ¢
= =% — 2 —dgije— i2Js+ G ieds+ s — jijeds = 50+ 2pit+j(p° —4r) — ¢

= 53— 321+ ja+gs) +5(—jrja+jajs+irds) — jijads = 52 +205% +5(p* —4r) — .

Fran detta far vi foljande ekvationssystem:

—(J1+j2+73) =2p Jit+Ja+Jjs=—2p
—J1je + Jojs + Jijs = p* — 4r — —J1je + Jojs + jijs = p* — 4r
—J1j2ds = —¢* Jijeds = ¢*

Vi vet dven att k? = j; dir i = 1,2, 3. Detta ger:
Jujeds = Kik3k; = ¢ = kikoks = %q
och
Ji+J2+ s = ki + kS + k3 = —2p.
(3.3.2) Det spelar ingen roll om vi viljer +k; eller —k;.

LAt oss atervianda till

m+k*+1l=p
(2 +kz+ D) —kz+m)=y' +py’ +qy+r dir (k(m—1)=g¢

ml=r
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Vi vet att

2m:p+k2+% och 2l:p—|—k:2—%

Detta ger

1 1
(2 +kz+0) (2 —kz+m) = (z2 +kz+ 3 (p +k? — Z)) <z2 — k2t g (p + k% + Z))
D& k? = j; dir i = 1,2, 3, &r k; = £+/j; men for enkelhetens skull skriver vi om det
till att v/7; = +k;. Det vill sdga /j; ger k; och —k;. Detta gor att det inte spelar
nagon roll om vi jobbar med +k; eller —k; eftersom bada kommer leda till samma
svar. Ett fortydligande:

1 1
+k; <z2+kiz+(p+ki2—q)> (22—kiz+<p+ki2+q)),

2 k; 2 ki
—k; : (zz—kz-z+1<p+k:-2—|—q>>(22+k-z+1<p+k’«2—q))-
) (3 2 7 kz 1 2 ) kl

Sa nér vi 1oser k; spelar det ingen roll vilken +k; vi véljer.

(3.4) Losning till fjairdegradekvationen (2% +kz+1)(2> +kz+m) = y* +py? +
qy+r
Man kan 16sa fjardegradekvationen

y4+py2+qy+r:(22+kz+l)(z2+k"2+m):(22+kz+l)(22—k:z+m)
1

1
= y'4py’teyt+r = (22 +kiz + 5 (p + k7 — ;j)) (22 —kiz+ 5 (p + k2 + g))

genom att 1osa

ko1 2% ko1
= Ut okt och =T 2ok -
T 2\/’ Pkt g o 2= 2\/ P

diri=1,2,3.

Vi vet att kI + k3 + k2 = —2p och att kikgks = +q. LAt oss borja med

dar 7 = 1:

k 1 2
Z:—21:|:2\/k:%—2p—2k%+q

ki1
——;iz\/k%+k%+k§+k§—2k%+2
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1 1
- k;i VKR + K + 2ok = —l;i2 (ko + k) = S (= k£ ko £ ko).

Alltsa, for ekvationen (22 + kiz + % (p +k? — k%)) = 0 dar ¢ = 1 och kikoks = +q,
ar

1
—kl + k'g + ]€3) och Z9 = 5(—]%’1 — kQ — kg)

21 = =

5

Nu for ekvationen (2 — kiz + 5(p + k7 + 1)) = 0, déir i = 1 och kikgks = +¢

2
kg \/k2 op — ok — 24

2 k1
k 1 kykok
zzli\/k%+k%+k§+k§—2k%—2 L2
2 kl
L SV + 13 i
5 + —2k2k3 Eii (k)g k?g) (]{?1:':]{?2:':]63)

Detta ger
1 1
z3 = 5(161-1—/62—]93) och z = §(k1_k2+k3)'

Pa liknade sétt rdknar vi rotterna for varje fall. Detta resulterar i:
Fall 1: kl och klk’zkg =+

1 1 1 1
2= 5(—]€1+7€2+k3), Zy = 5(—k1—k2—k53), z3 = §(k1+k52—k3), 24 = §(k1—/€2+/€3)-
Fall 2: kQ och klkgkg = +q

1 1 1 1
2 = §(k1—k2+k3), Zp = 5(—k1—]€2—k3), 23 = §(k31+k2—k3), 24 = 5(—k1+k2+k3)-
Fall 3: ]{?3 och ]{?1]{?21{?3 =+

1 1 1 1
Z1 = §(k1+k2—k3), Z9 = 5(—k1—k2—k‘3>, Z3 = i(kl—kg‘i‘kg), Z4 = 5(—]€1+k2+]€3)
Fall 4: k?l och klk'gk?g = —

1 1 1 1
21 = 5(-k’1+k’2—k’3), 9 = §<—k1—k2+k3>, Z3 = §(k1+k2+/{73), Z4 = i(kl_]@_k?))-
Fall 5: k’z och klk‘zk‘g = —

1 1 1 1
21 = 5(1{71—]62—]{?3), 9 = §<—k1—k2+k}3), Z3 = §(k31+k32+k33), Z4 = 5(—]{714—]{72—]63).
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Fall 6: ]{Zg och klkgkg = —q
1 1 1 1
21 = 5(]{‘1—]{32—]{33), Z9 = 5(—]{?14-]{72—]{53), z3 = i(kil—l-k?z—l-k‘g), Z4 = 5(—]{1—k2+]{33).

Lagg marke till att for kikoks = +q repeteras foljande formler for ki, ks och k3, €j
skrivna i ordning:

1
21 = 5(1(31 — kg —|— kg),

1
29 = §(k1 + ko — k3),

1
Z3 = 5(—/{31 — kg — kg),

1
Zy = 5(—]4?1 + ko + k3).

Medan for ki1kqoks = —q repeteras foljande 4 formler, ej skrivna i ordning:

1
2 = 5(—11’1 + ko — ks),

1
Z9 = 5(—]{1 — kQ + kg),

1
z3 = 5(]{1 + k’g + ]i]g),

1
Z4 = 5([61 — k'Q — k'3)
Enligt vart lemma kan man uttrycka
21 = =011t 9g2— g3
2= =01 — g2+ 93

z3=0g1+g2+93
24 =01 — 092 — g3

och vi ser att ki koks = —q uttrycker sig likt vart lemma, darfor kommer ki koks = —q
ge oss rotterna till var fjardegradsekvation.

(3.5) Sammanstillning
Vi vet ju att y = z och att k? = j; dir i = 1,2, 3, darfor kan vi skriva ekvationerna
som skapades av ki1koks = —¢q, fran sektion 3.4, till:

n=3( Ve VE)
=y (VR )
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=3 (i )
y4:;(\/j7_\/j;_\/£>'

Detta gor att var reducerade fjirdegradsekvation y* 4 py? + gy +r = 0 har rétterna

ey (BB me (B ),
n= 3 (o ) w= b (- ).

dér /J1jojs = —q och j;, for i = 1,2,3, ar rotterna till tredjegradsekvationen 52 +

2pj® + 4 (p* —4r) — ¢ = 0.

S e — gy @ o p_3a® o a® _ ab — _3a* | a® _ ac
Da x = p==0b q=5 5 +cochr=—3+ + d, kommer

16 4
rotterna till fjardegradsekvationen x* + az® + bx? + cx + d = 0 att vara

= (i)
= (i )

o= ()

dar \/j1j2J3 = —q och j;, for « = 1,2, 3, ar rotterna till tredjegradsekvationen

3a? 302\ > 3a*  a*b  ac a® ab
‘7+< 5 )/ 8 256 16 4 s 2"

4.4 Exempel

1. Los ekvationen
51 , 317 12159

a2t +32° + —a? -

8 6% 356

Losning:

Forsta steget ar att 1osa ekvationen

2
c) = 0.

O

3a? 302\’ 3a*  a*h ac a® ab 2
Sro(b— 2 ) 2 (b—22) —a{ -2t 2 ) ) (LoD =
j+< 8>J+j(< 8 256 16 4 g g e =0
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s — _ 51 ._ _ 317 _ 12159
dara=3,b= %, c= —5¢, och d = -2

For att gora det enklare att folja raknar vi foljande delar forst:

342 51 3.32 51 — 27 24
2(b— ) =2(=— =2 —2(=)=2.3=
%) =2(5 5 ) =2 () =2 (F) ~2ae

(3133 _3-34+32.5g_3-(—?31g)+(_12159>
8 8 256 16 1 256

3° 459 951 12159
=3 4| — | =9 —4(-30) =129
( 25 128 © 64 256 ) (=30) ’

@ ab  \® (3% 3.3 317\\* /27 153 317\2
_— e _ E— = e —— = —2 2: .
(8 2 +C> <8 2 +( 16)) (8 16 16) (726)" = 676

Detta ger foljande tredjegradsekvation:

3a? 3a? 2 3a*  a?b  ac a® ab 2
Brolb— — )2+ |lo——=—| —4|——4+"——-Z=+d]||-[—-—-= =0
]+< 8>J+‘7(< 8) (256+16 4+>> (8 2“)

— 3 +652+ 1295 — 676 = 0.

Med hjélp av tredjegrads formeln kan vi rdkna ut reella rotterna till tredjegraden och
fran det veta de komplexa rotterna. Nar man loser ekvationen j34+652+1295—676 = 0
far man rotterna j; = —5 + 124, jo = —5 — 127 och j3 = 4. Se exempel 2 i kapitlet
tredjegradsekvationer for folja l6sningen steg for steg.

Nu anvéander vi j; , jo och j3 for att berdkna rotterna till fjardegradsekvationen:

xlzi(—ﬁ+\/j§—\/j§>—Z:;(—\/—5+12¢+¢—5—12¢—\/Z)—i,

IQZ;(—\/ﬂ—@ﬂ/fg)—Z:;(—\/—5+12¢—\/—5—12¢+\/Z)—i,
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(V=5 +12i + V=5 —12i + V1) —

L\D\»—l w\»—t

=5 (Vi + v Vis) = =
=5 (Vi = is) = § =

=~ w H>\OJ

1
2
;(\/ 5+ 120 — /=5 — 12i — V1) -

LAt oss fokusera pa rikningen av /—5 + 124. Vi vill skriva det pa formeln (a + bi)?.
Vi vet att
(a4 bi)? = (a® — b*) + 2abi

dir (a® — b?) ér realdelen —5 medan 2abi &r den imaginéra delen 12i. Det vill siga

6
2abi =121 < ab=6 < a=- och a%—"b =-5b.

b
Vi satter ina:%ia2—62:—5:
6 2 36 2 4 2 4 2
(b> S = 5 e TR m b = 36— = 51 = 0= b — 52— 36,

Vi satter t = b2
0=0*—5b>—36 < 0=1t>—>5t—36.

Vi anvénder pg-formeln for att 16sa andragraden:

5 1 5i13

t:§j:§ (5)2+4- 36——j: \/25 14 =3
vilket ger
5+ 13 5—13
t]_: z :90Cht2:T:—4.

Vilket i sin tur ger

by = ++v/t1 = £3 och by = £/t = +2i.
Vilket innebér att vi har virdena pa a och b:

by =3, by= -3, by=2, ©by=—21,

ay = 2, g — —2, as = 32, ay = —31.

Som némnt tidigare vill vi skriva det i formeln (a + b7)? sd att (a + bi)? = —5 + 124.
Lat oss undersoka vilka rotter som ger oss svaret —5 + 12::

bi,a;: (2+3i)2=4-9+2-2-3i = -5+ 12i,

by, ag : (—2 — 3i)* = (—1(2 + 3i))* = (2 + 3i)?,
bs,az: (3i+2i-i)?=3i—2)*=4-9-2-2-2-3i = -5 — 124,
bi,ag: (=3i—2i-i) =(-3i+2)?=4-9-2-2.2-3i = -5 — 12.
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Som vi ser ar by, a; och by, as samma uttryck och dérfor racker det med att endast
vélja en av dem. Medan b3, az och by, ay inte ger svaret vi soker. Darfor ar

—5412i = (2 + 3i)%

Eftersom —5—12i ér konjugatet till —5+12i kommer éven dess (a+bi)? vara konjuga-
tet till (2437)?. Dérfor kan man skriva —5—12¢ = (2—34)? och vi ser att detta stimmer fran by, ay.

Sammanfattningsvis,—5—12i = (2—3i)? och —5+12i = (2+43i)%. Lat oss atervinda
till berdkningarna av rotterna x,,xs, x3 och xy4:

_;(—\/ﬂju\/ﬂ—\/fg)—Z:;(—\/—5+127;+\/—5—127;—\/21)—i
;( (24 3i) + (2—3@')—2)—3:;(—2—3¢+2—3¢—2)—Z:—3¢—1—i:—3@'—1,
—;<—ﬁ—@+@>—Z:;<—\/—5+12i—\/—5—12i+\/4_1)—2
;( (24 3i) — (2—3¢)+2)—2:;(—2—3¢—2+3¢+2)—Z:—1—i:—z,

v3 = ;<f+\f+\f> = ;(\/ 5 12+ V=5 — 12 + V) - 2

- (@) (2 -3)+2) - = (24242 -0 =3-0=7,
vy = ;(\f Vs — \/>> % ;(\/ 5+ 12 — /=5 — 121 — V1) - i
;((2—1—32) (2—3¢)—2)—i:3¢—1—i:3¢—2

Det vill siga, rotterna till ekvationen z* 4 323 + 51 x? 311671: - % =0 ar:

7 2 7+3. 9 7
T = —— — 1 To —= —— VA Lo = — T, = ——.
1 4 ) 2 4 ) 3 47 4 4
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5 Rationella rotsatsen

Rationella rotsatsen identifierar moéjliga rationella 16sningar till en polynomekvation
med heltalskoefficienter av formen p(z) = 0 [2]. Satsen ér sérskilt anvindbar nér
man soker efter 16sningar till polynom med hogre grad eller nar man vill faktorisera
polynom.

Rationella rotsatsen saknar en tydlig ursprungshistoria. Flera matematiker har an-
vant metoden, men ingen har fullstindigt formulerat satsen, och ingen har heller
havdat sig att ha uppfunnit metoden.

Vi kan dock spara metoden tillbaka till René Descartes, som anvinder metoden i
sitt verk La Géométrie 1637 [6]. Descartes varken definierar eller forklarar satsen,
istallet anvinder han det i sina l6sningar. Till exempel analyserar Descartes ekvatio-
nen y® — 8y* — 124y% — 64 = 0. Han noterar att den konstanta termen, 64, ir delbar
med 1, 2, 4, 8, 16, 32 och 64. Utifran detta foreslar matematikern att man testar om
polynomet y% — 8y* — 124y? — 64 ér delbar med ndgon/ndgra av faktorerna y? — 1,
v+ 1,y — 2, y* + 2, y* — 4 och sé vidare [6].

En mer formell och tydlig forklaring av satsen dyker upp senare, ar 1748, i Maria
Gaetana Agnesis tvabandsbok Instituzioni analitiche ad uso della gioventu italiana.
Agnesis mal var att gora avancerad matematik mer tillgédnglig. I sin bok férklarar hon
faktorisering av polynom med hjalp av rationella rotsatsen. Hon ger en detaljerad
forklaring som liknar det som finns i moderna larobocker [16].

5.1 Sats

Lat p(z) = apa™+a,_ 12" '+ - -+a;x+ag vara ett polynom med heltalskoefficienter,
a; € Z, och ag,a, # 0. Om 7 ér en av polynomets rationella rotter pa slutférkortad
form, det vill siga SGD(s,t) = 1, galler att

slay och t]ay.

Polynomet p(x) har endast heltalsrotter om polynomet ar ett moniskt polynom, det
vill sédga a, = 1.

5.2 Bevis

Sats och bevis kommer fran Bggvad et al. [2].
Om r = % &r en rot till p(x) = 0 ar



s\"™ s\" 1 S
= a(;) raa(G) +ora(()ra=o

n n—1
ans Ap—1S a8
+ 4o+ "4y =0
tn fn—1 t 0

1
— m (ans” +p 18" 4 Fagst"T 4 aot”) =0

= a,8"+a, 18"+ Fagst"  agt" =0

= apS" Ay 18"+ - Fagst™T = —apt™.

D& vénsterledet, a,s" + a,_15" ' + --- + a;st" 1, ar delbart med s ar hogerledet
aven delbart med s, det vill sdga s | —aopt. Eftersom s och ¢ &r relativt prima,
SGD(s,t) = 1, har de inga gemensamma primfaktorer. Déarfor delar s endast den
konstanta termen ag. S& s | ag.

Ekvationen p (%) =0 a,5" +a,_15" H+--+a;st" ! +apt™ = 0 kan dven skrivas
om till féljande ekvation:

18" 4+ ast™ T 4 apt™ = —a,s™.

D& vénsterledet, a,_18" 't + --- + a;st™ ! + agt™, ar delbart med t dr hogerledet
aven delbart med ¢, det vill sdga t | —a,s™. Eftersom s och ¢ ar relativt prima,
SGD(s,t) = 1, har de inga gemensamma primfaktorer. Darfor delar ¢ endast den
konstanta termen a,. Sa t | a,.
Slutligen, om p(x) ar moniskt, innebér ¢ | a, = 1 att ¢ = &1, och déarfor ar ; = +s
ett heltal.

O

5.3 Exempel

1. Vilka rationella rotter har ekvationen 93 + 62> + 152 +10 =072

Losning:
Da s |10 ar s = £1,£2,£5,£10 och da t | 9 ar t = £1, £3, £9. Detta leder till att
2 ar
1 2 5 10 1 2 5 10
+1, +2, 45, +£10, +=-, +-, +=, +*+—, +-, £= += £+—.
3 3 3 3 9 9 9 9
Ekvationen 923 + 622 + 152 4+ 10 = 0 kan inte anta positiva reella rotter, da vinster-
ledet endast har positiva termer kommer det inte leda till noll. Darfor kan vi hoppa
over de mojliga positiva rotterna och endast rdkna de negativa. Nu testar vi dem:
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Berikning

Resultat

9(—1)3 + 6(—1)% + 15(—1) + 10 = —8

Nej

9(—2)% 4 6(—2)% + 15(—2) + 10 = —68

Nej

9(—5)% + 6(—5)% + 15(—5) + 10 = —1040

Nej

9(—10)3 + 6(—10)2 + 15(—10) + 10 = —8540

Nej

Nej

Nej
/|\
[SSI1 )
~——

w

_|_

(=

|
[SSI] )
N—

)

_.I_

—_

ot
/T\

[SSI] )
~——
_|_

—

o

Il

o

Ja

Nej

Nej

Nej

Nej

Nej

Nej

6 Hantering av multipelrotter
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Det finns manga metoder som rdknar ut rotterna till ett polynom och endast han-
terar enkla rotter dar multipliciteten ar 1. Nagra exempel pa sddana metoder ar
Sturms sats for att rdkna antal reella rotter pa ett intervall och numeriska metoder
sasom Newton-Raphson metoden och Bisektor-metoden. Sadana metoder kan missa
rotter eller fa felaktiga resultat da de har svart att konvergera eller producera exakta
l6sningar nér rotterna har hogre multiplicitet an 1 [22) [10]. For att undvika fel kan
man ta hjalp av en metod som hanterar multipelrdtter for att reducera polynomet.




Man far enkla rétter nar polynomet f(z) delas med den storsta gemensamma dela-
ren (SGD) mellan polynomet f(z) och dess derivata f'(x).

James Joseph Sylvester har en viktig roll, i mitten av 1800-talet gjorde han stora
markvirdiga framsteg inom teorin om gemensamma rétter och deras multiplicitet
mellan tva polynom. Sylvester tydliggjorde hur SGD mellan ett polynom och dess
derivata bestar av de gemensamma faktorerna dar multipliciteten ar férminskad med
1, se satsen for fortydligande [23].

Vidare forslog Sylvester en generalisering av processen genom att berdkna storsta
gemensamma delaren mellan f*)(z) (den k-te derivatan av f(z)) och f*+V (), for
k € N, tills man nar SGD(f®(z), f&+1(x)) = 1. I SGD(f®(z), f**V(z)) = 1 har
f®)(x) endast enkla rétter, de rotter som hade multiplicitet k411 f(x). Foljaktligen,
utvecklades metoden att dela f(z) med SGD(f(z), f'(x)) [23].

6.1 Sats

For funktionen

dér p(z) ar en funktion med endast enkla rotter, géller att den storsta gemensamma
delen av f(z) och dess derivata f'(x) ar

k

SGD(f(x), f'(x)) = [[(z — x)™ ",

i=1

och att kvoten mellan funktionen f(x) och stérsta gemensamma delaren &r ett po-
lynom med endast enkla rétter. Med andra ord

@) b
SGD( ), Py P =2,

6.2 Bevis

Sats och bevis bygger pa fakta fran Yan [26]. Beviset bestar av foljande delar:
1. Bestdmning av derivatan

2. Bevis av SGD(f(x), f'(x))

) _ f@
3. Bevis av kvoten SGD(f(z),f'(x))
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(1) Bestimning av derivatan
Lat f(x) = o(z) [T (x — A\;)™. Enligt produktregeln, om y = f(z) - g(x), &r dess
derivata

y'=f(z)-g(z) + fx) - §'(2).

Dérfor kommer funktionen f(z) = ¢(z) [I¥,(z — A\;)™ att ha derivatan:
k d k
P = ) Tl =2+ oto)- o (= A ).
i=1 i=1

L&t oss rikna L (Hle(x — )\Z»)mi). Produktregeln for flera faktorer sager att:

I vart fall ar

gi(x) = (x=A)™ och  gj(x) = ch (2 = A)™) = my(z=X;)"™ 11 = my(z=A;)™

enligt kedjeregeln (om y = f(g(z)) &r derivatan y' = f'(g(z))-¢'(z)). Detta resulterar
i att derivatan

d (& _ u 1 T -
dx(H(ZE—)\i)m’> = | mie =)™ [ (@ =)™
i=1 j=1 i=1
i#j

Sammanstéller vi informationen far vi féljande:

P = ) T =2+ ol (Tl =20
= 1) =) T =20 (o) 3 [yl =0 TG = A

=1
]

Exempelvis nér i = 1, observerar vi att i forsta termen ¢ (x) - [T%_,(x — \;)™ fore-
kommer (z — A1) med multipliciteten m;. I den andra termen

o(z) - ?:1 mj(z — N)™ T (= \)™ |, kommer (x — ;) att forekomma i
i#]

tva delar. Forst forekommer (z — A;) med multipliciteten m; —1 1 delen (z — X))

dér j = 1. Medan néar ¢ = 1 och j # 1 forekommer (z — A1) med multipliciteten m; i

den andra delen [[%_ (2 — \;)™. Darfér kan vi notera att den ligsta forekommande
i#j

mj;—1
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multipliciteten for (z — A;) r m; — 1. Vilket innebér att (z — A;)™ ™! dr en gemen-
sam faktor som vi kan bryta ut. Genom att anvinda samma resonemang for varje
faktor (x — \;), dar ¢ = 1,2,...,k, kan vi se att varje term i derivatan innehaller
(x — \)™~! som en gemensam faktor. Detta géller eftersom i den forsta termen
¢ () - TIF (x — )™, forekommer (z — );) med multipliciteten m;. Medan i den

andra termen ¢(x) - Z;?:l my(r — A" T (2 — \)™ |, forekommer (z — ;)
G

med multipliciteten m; — 1 nir j = ¢ och med multipliciteten m; nar ¢ # j. Vilket
innebar att den minsta multipliciteten ar m; — 1, som leder till att vi kan bryta ut
(x — X\)™~ ! for varje 1 = 1,2,... k. Eftersom vi bryter ut faktorer kan vi alltsd
bryta ut [T%_,(x — A;)™ 1. Detta resulterar i foljande:

fi@) == )™ ¢ (@) - TT(@ = ) + () Z m; [[(z = \)

i=1 i=1 =1
#J

S

(2) Bevis av SGD(f(z), f'(x))

Nu har vi funktionen i

f@) =¢(z) [z = x)™,

i=1
déar p(x) ar ett polynom med endast enkla rotter, och dess derivata

k k k
fla) =TI =2)™"" @) [T@ =) + @) > | my [T —N)
i=1 =1 i=1
’ i
Eftersom ¢(x) &r ett polynom med endast enkla rotter, har ¢(x) och ¢'(x) inga ge-
mensamma faktorer. Darfor kan inga ytterligare faktorer brytas ut fran derivatan.
Vidare ar SGD av tva polynom det storsta polynomet som exakt delar bada poly-
nomerna utan att limna nagon rest. Med andra ord, om vi har polynomerna P(x)

och Q(z) och SGD(P(x),Q(z)) = D(z) &r
D(z) | P(x) och D(z)|Q(x).

Detta innebér att D(z) ar storsta faktorn som finns i bade P(z) och Q(x).
Lat oss kolla pa den storsta faktorn som finns i bade var f(z) och dess derivata

f'(x):

Som vi ser har f(z) faktorn

medan f'(x) har faktorn



som ar samma som faktorn i f(x) fast en grad mindre. Det innebér att den stérsta
gemensamma delen for bade f(x) och f'(x) ar

SGD(/(x), f'(2)) = [[(x = 2™,

O
(3) Bevis av kvoten %
Nu for att bevisa ( \
flz B B
SGD( (), iy~ F@ e =2
Vi vet att )
f(@) = o) [Tz —x)™
i=1
och att )
SGD(f(x), f'(x)) = [ (x — A)™ !
i=1
Detta ger:
f(x) _ (@) Tl (x = X)™ _ o(x) - TIF (z — )™ - TIE (2 — \)
SGD(/(@), @)~ Ty — At F (o= At '
Genom att forenkla far vi:
fa) ko
SGD(f(2), f'(x)) ¢<x>g<x Ai).
O

6.3 Exempel

1. Fortydligande exempel pa hur metoden fungerar.
Lat funktionen

f(z) = 22 =42 +132"° 3227 4-522° — 642" +342°4-722° 2072 +3242° —3512°+2162—54
och dess derivata
f(z) = 122" 44241302 — 2882 +41627 — 44825 +2042° +3602* —82823+97222 —7022+216.
Detta ger

SGD(f(x), f'(x)) = 27 — 32° + 92° — 192* + 272% — 3322 + 272 — 9.
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Fran detta vet vi att

f(z)
SGD(f(x), f'(x))

Lat oss ta en titt pa hur faktoriseringen i de olika delarna ser ut:

=2 -2t + 2% — 2% —6x+6.
fz) = (2 +3)*(z — 1)*(a? - 2),

fl(z) = 3(x*+3)* 22 (x— 1) (2® = 2) + (22 +3)*-4(z—1)3(2? —2) + (2*+3)*(z—1)*- 22
=2(2” +3)*(z — 1)* (3x(z — 1)(2* = 2) + 2(2” + 3) (2 — 2) + 2(z” + 3) (v — 1)),

SGD(f(2), f'(x)) = (2* + 3)*(z — 1),

f(z) _ (@43 - 1)} - 2)

SGD(f(z), f'(x))  (@2+3)2(xz—13 (22 + 3)(z — 1) (2 — 2).

2. Om funktionen f(z) = x* — 223 + 42% — 62 + 3 har multipelrétter, skriv
om funktionen sd att den endast har enkla rotter.

Losning:

Forst undersoker vi om f(x) och f’(x) har gemensamma faktorer, genom att rdkna

SGD(f(x), f'(z)). Fran
f(z) =a* — 22° + 42® — 62+ 3

far vi
f'(x) = 42 — 62° + 8z — 6.

Nu berdknar vi SGD(f(z), f'(z)):
SGD(f(z), f'(z)) = SGD(z* — 22° + 42® — 62 + 3,42 — 62° + 8z — 6).

Genom att anvanda polynomdivision far vi:

1 1 1
ot — 22°% + 42® — 62 + 3 = 2(22° — 32° + 42 — 3) <4x— 8> —1—1(5302 — 14z +9),

2 13 192
223 — 322 + 4z — 3 = (52> — 14 9( ) o1
x x° + 4x (5x x+9) 5x+25 + 5% (x ),
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572 — 14z +9 = (z — 1)(5z — 9) + 0.
Detta ger att

SCD(f(x), f'(x)) = SGD(a* — 24® + 42% — 62 + 3,42° — 62° 4 8z — 6) = (z — 1),

det vill siga f(z) har roten (z — 1)%. For att fa funktionen med endast enkla rotter
anvander vi formeln
/()

SGD(f(x), f'(x))

Lat oss berdkna det:
f(x) ot =22 + 42 — 6243
SGD(f(2), f'()) (e—1)

Svar: 22 — 2% + 3z — 3.

=23 — 22 +3x—3.

7 Bisektor-metoden

Bisektor-metoden saknar en tydlig ursprungshistoria. Det vi vet ar att metoden
ar en av de forsta och dldsta numeriska metoderna som anvénds. Vid 16sning av
icke-linjara ekvationer ar Bisektor-metoden den enklaste numeriska metoden. Vi-
dare garanterar Bisektor-metoden konvergens till en enkel rot, om och endast om,
funktionen ar kontinuerlig i ett givet intervall [10].

Jamfort med andra numeriska metoder konvergerar Bisektor-metoden mycket lang-
samt, vilket leder till att det behovs betydligt manga fler iterationer for att na samma
precision som en annan numerisk metod. Metoden &r sillan anvand vid handréik-
ning pa grund av det stora antalet iterationer som kravs for hog precision, men
den implementeras ofta i datorprogram [I0]. Se koden i Bilaga 1. Enligt det ame-
rikanska universitet Brown University ateruppfann matematikern Bernard Bolzano
(1781-1848) metoden [7]. Hans verk publicerades inte forrdn 1862. Hans verk upp-
marksammades éven inte och darfor paverkade inte heller metodens utveckling.

7.1 Sats

Lat f(x) vara ett polynom som &r kontinuerligt och [a,b] vara ett intervall dar
f(a) < 0 och f(b) > 0. D& har polynomet f(z) minst en rot i intervallet [a,b].
Undersok intervallets mittpunkt och kolla om

/()=
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ar mindre, lika med eller storre &n noll. Om ¢ < 0 &r roten i intervallet [c,b]. Om
¢ > 0 ar roten i intervallet [a, ¢]. Om ¢ = 0 ar det roten i sig. Notera att metoden inte
fungerar pa rotter med jamn multiplicitet [10]. Notera &dven att metoden fungerar
for f(a) > 0 och f(b) < 0, da om ¢ < 0 &r roten i intervallet [a,c] och om ¢ > 0 ar
roten i intervallet [c, b].

7.2 Forklaring

Denna metod tar inte hénsyn till rotter med jamn multiplicitet, det vill sdga rot-
ter dar grafen for f(x) tangerar x-axeln men ej korsar den. Metoden funkar endast
for att fa fram rotter med udda multiplicitet men den kommer inte ge mulipliciteten.

Rotter med udda multiplicitet kommer korsa x-axeln. Detta leder till att en rot
maste finnas bland tva punkter i grafen darav ar ena véirdet av intervallet positivt
och det andra negativt. Tanken ar att gora intervallet mindre genom att ersétta
intervallets mittpunkt ¢ med samma teckenvérde fran a eller b. Genom att anvanda
mittpunkten minskar vi intervallet och pa sa sétt kommer nérmre rotens vérde.

7.3 Exempel

1. Hitta en rot till funktionen f(x) = 42* + 3z — 3.
Losning:
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f(x) Storre eller mindre Intervall
£(0)=—3 £(0) <0 [0,..]
f(1) =4 f(1)>0 [0, 1]
£(0.5) =—05 £(0.5) <0 [0.5,1]
F0.75) =15 £(0.75) > 0 [0.5,0.75]
£(0.625) = 0.4375 £(0.625) > 0 [0.5,0.625]
£(0.5625) = —0.046875 £(0.5625) < 0 [0.5625, 0.625]

£(0.59375) = 0.191406

£(0.59375) > 0

[0.5625, 0.59375]

£(0.578125) = 0.071289

£(0.578125) > 0

[0.5625, 0.578125]

£(0.5703125) = 0.011962

£(0.5703125) > 0

[0.5625, 0.5703125]

£(0.56640625) = —0.017517

£(0.56640625) < 0

[0.56640625, 0.5703125]

£(0.568359375) = —0.002792

£(0.568359375) < 0

[0.568359375, 0.5703125]

£(0.5693359375) = 0.004581

£(0.5693359375

[0.568359375, 0.5693359375]

£(0.5688476562) = 0.000893

£(0.5688476562

[0.568359375, 0.5688476562]

£(0.5686035156) = —0.000949

£(0.5686035156

0.5686035156, 0.5688476562

£(0.5687255859) = —0.000028

£(0.5687255859

0.5687255859, 0.5688476562

£(0.5687332153) = 0.000029

£(0.5687332153

£(0.5687866210) = 0.000432 | f(0.5687866210 0.5687255859, 0.5687866210

£(0.5687561035) = 0.000202 | f 0.5687255859, 0.5687561035

£(0.5687408447) = 0.000087 | f(0.5687408447 0.5687255859, 0.5687408447
)

0.5687255859, 0.5687332153

£(0.5687294006) = 7.26 x 1077

£(0.5687294006

0.5687255859, 0.5687294006

£(0.5687265396) = —0.000020

( ) >0
( ) >0
( ) <0
( ) <0
( ) >0
(0.5687561035) > 0
( ) >0
( ) >0
( ) >0
( ) <0

£(0.5687265396

[
[
[
[
[
[
[
[

0.5687265396, 0.5687294006

Fran tabellen far vi foljande:

[0.5687265396, 0.5687294006] = [0.56873,0.58673] = = = 0.56873

= £(0.56872) = 0.0000052516 ~ 0,

vilket ar en god approximation till en av polynomets rotter.
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8 Newton-Raphson metoden

Figur 2: Illustrativ fraktalbild som visualiserar Newton-Raphson-metoden

Newton-Raphson-metoden ér en av de mest anvinda numeriska metoderna for att
16sa icke-linjara ekvationer och konvergerar effektivt till enkla rotter [10]. Den an-
vands inom bland annat ingenjors- och vetenskapsfilt, exempelvis anviandes den
inom elkraftsystem for att berdkna spanningar och strommar i stora nétverk. Den
anviands dven i spelutveckling for att 16sa matematiska problem snabbt. Ett kant
exempel ar algoritmen Fast Inverse Square Root, som utnyttjar Newton-Raphson
for att effektivt berakna \/LE, dar x € R, i realtid. Detta ar avgorande for 3D-grafik i
spel som Quake IIT Arena [15]. Det tar lang tid for en dator att rakna /z och i ett
spel vill man att saker ska ga snabbt; darfor anvinder sig algoritmen av Newton-

Raphson for att berdkna \/LE

Metoden ar sillan anvind vid handrédkning eftersom iterationerna &ar tidskravande
och kraver hog precision, men genom algoritmer blir berdkningarna extremt snabba
och exakta [I0]. Se algoritmen i Bilaga 2. Metoden ar dven en av de snabbaste i
att konvergera till en rot [10]. Newton-Raphson kan visualiseras med hjalp av frak-
talbilder, dar varje firg representerar en rot till en specifik funktion f(z) [10]. I
Figur 2 ser vi att om startgissningen hamnar i den grona fargen kommer metoden
konvergera till den grona roten. Grénserna mellan fargerna visar komplexa och ore-
gelbundna monster. Dessa indikerar punkter dir sma variationer i startgissningen
kan leda konvergens till olika rotter eller ingen rot alls da metoden divergerar. Darfor
rekommenderar matematikern Darboux att man ska vélja a, b eller ¢ sa ldnge man
vet att en rot finns néra véirdet a eller ligger inom intervallet [b, ¢] och sa lange f(z)
och f”(z) har samma tecken vid den valde gransen. Det vill siga om till exempel
f(a) >0 och f”(a) > 0 sa ska a anvindas som startgissning, och metoden kommer
da konvergera till den narliggande roten [§].

43



8.1 Historia

Newton introducerade sin metod for rot-approximation i De analysi per aequationes
numero terminorum infinitas. Boken skrevs och metoden spreds bland narstaende,
boken publicerades dock forst 1704 [5]. Senare publicerade Newton en detaljerad
forklaring av sin metod i Methodus fluzionum et serierum infinitarum, skriven 1671
och publicerades 1736. Hans bok var dock inte den forsta som forklarade metoden.
Forsta forklaringen for Newtons metod var skriven i Wallis Algebra, 1685, dér han
aven gav ett konkret exempel om hur metoden 16ser ekvationen y* — 2y —5 = 0 [5].

Senare anvinde sig Joseph Raphson av Newtons metods underlaggande teori for
att skapa metoden som vi idag kallar for Newton-Raphson. Raphson publicerade
sin metod 1690 i sitt verk Analysis aequationum universalis. Notera att Raphson
inte skrev derivator f/(x) pa vart nutida sitt, utan han uttryckte f(z) och f'(x)
helt algebraiskt [5]. Till skillnad fran Newton, som skapade nya ekvationer vid varje
steg, arbetade Raphson med en och samma grundekvation hela tiden [5]. Aven fast
metoderna inte anvinder samma tillvigagangssétt, har Raphsons metod accepterats
som en forbéttring av Newtons metod och darfor kallas Newton-Raphson metod for
Newtons metod [5].

8.2 Sats

Satsen kommer fran Gander et al. [10].

Man kan numeriskt hitta en rot for ekvationen f(x) = 0 med hjalp av foljande
formel:

f(xx)

Tg+1 = Tk — f/(xk)’

ddr man borjar med ett gissningsvérde xg.

8.3 Bevis

Beviset bestar av tre delar:
1. Repetition
2. Skapandet av formeln

3. Att metoden konvergerar

(1) Repetition
Taylorserie [18]:
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W2 f"(a) W fO() (=h)"f"(a)

f(m—h):f(l’)—hf’(l')—l— o1 3 +"'+T+O(hn+l),
Fla=h) = fa)=hpa)+ O TR0 T | g,

1—w)t'=1+ut+u*+u®+--+ 0.

(2) Beviset for formeln

Idén bakom Newton-Raphson metoden ar att man boérjar med en gissning xy och
kollar funktions virde i den punkten f(zg). Sedan kollar man tangentens lutning i
punkten (zq, f(zo)), det vill sdga kollar pa f’(x¢). Efter detta kollar man nér lut-
ningen i den punkten skar x-axeln och den punkten blir x;. Sedan upprepar man
samma process tills x; konvergerar och nar en god approximation, se Figur 3 for
fortydligande.

Lat oss se hur forklaringen leder till en formel, se Figur 4 for fortydligande:
Vi vill hitta viardet pa z;. Om vi kallar avstandet mellan zy och z; for Az. Detta
ger

r1 = 29 — Ax.

Vi vet aven att lutningen i punkten zy ar k£ = % och om vi anvander punkten

(20, f(x0)) och punkten (zy,0) far vi k = 3% = [0 _ %. Ett enklare satt att

Ax To—T1

utrycka lutningen i punkten zy ar genom derivatan. Detta leder till:
fwo) =k = fzg) = fl(w) = fﬁ) = Az f(z0) = f(xo)
— Azxr= f (o) .
(o)
Om vi sitter in detta i var tidigare ekvation x; = o — Ax far vi:
f (o)
T =x9— Ar <= $1:$0_f’(x0)'

Eftersom samma resonemang anvandes, vet vi att:

Tg+1 = Tk — J@) .

f'(xk)

45



1
. T
Ty X3 b T

Figur 3: Newton-Raphsons iterationer Figur 4: Newton-Raphsons iteration

(3) Bevisa formelns konvergens

Malet med Newton-Raphson metoden ar att formeln ska konvergera mot roten. Det
vill sdga, om vi har felet € som skillnaden mellan funktionens rot r och nérmevardet
Tp, € =T — Tp, ju mer € gar mot noll, desto storre n i x,,. Ett enklare siatt att visa
att ¢ minskar ar genom ¢,.1 < ¢,, alltsa att resten €,41 = r — z,41 a4r mindre an
resten € =r — x,.

f(@n)
f'(zn)

Vi vet att z,41 = 2, — och att felet ¢, = r — x,,. Vi vill visa att ,.1 < &,.

Vi borjar med att skriva om g,,4:

— —r— |z _f(mn) — f(@n) _ f(@n)
Entl = n+1 ( n f’(%)) n+f’($n) €"+f’(xn)‘

Eftersom ¢, = r — z,, & x,, = r — g, kan vi skriva uttrycket ytterligare till:

f(zn) . f(r—en)
flan) TP e

Nu anvénder vi Taylorserie [I8] for att utveckla funktionerna:

En+l = En +

- f(’f’—{-fn)
Ent1 = En T m
Fr) —enf (1) + 2" () +O(E3)  —ef'(r) + 2 1"(r) + O(<3)

TE TSR e i) 106 ) - el () + OE)

Notera att r ar en rot for funktionen f(x) sa f(r) = 0. Nu bryter vi ut f'(r) fran
bade taljaren och ndmnaren:
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! ’n,f//(r) n g1
ﬂ)<€W*?w‘”X)> —%+3%”+m¢)
Ent1 = En T 770 e 770) 2y
£1(r) (1= 252 + 0(e2)) 1= 25507 +0(e3)
Nu anvénder vi taylorsserie for (1 —u)™! pa W delen av ekvationen:
1- 2f’(r) +O(£%)

62

—&, + 2f’r —|—O( )

1 — =0+ 0(e2)

—en+ (—sn + euf"(r) + O(ei)) (1 L oS O(e ))

En+l = En +

2f(r) f'(r)

e B o EPE) BT o
—evt (e BT 0t + 705 + T o +oed)

_ sif”(r) 3
=&, + (—an TIe + O(an)>

_ _@%f”(r) 3
~apm OB

Detta betyder att

")
S )

Eftersom felet méts som ett absolutvarde kan vi strunta i tecknet framfor konstant-

f7(r)

termen 5z Nar e, ar litet kommer &2 att bli betydligt mycket mindre och dérfér ar
Ent1 < En, vilket i sin tur generellt tyder pa att Newton-Raphson metoden kommer

att konvergera.

Fran detta bevis och formel ser vi att om en rot har en hogre multiplicitet kommer

f'(r) = 0 och detta kommer skapa problem, metoden kan till exempel divergera.

8.4 Exempel
1. Hitta en rot for foljande funktion:

f(z) = 2° 4 x.
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Losning:

Lat oss se hur Newton-Raphson l6ser det. Vi vill antingen fa z ~ 0 eller x ~ —1,
da f(x) = 2* + x = z(z + 1). Fran funktionen f(z) = 2® + z vet vi att derivatan ar
f'(x) = 2x 4+ 1. Vi borjar med gissningen xy = 1. Detta ger f6ljande:

T f (k) [ (k) L1

1 1241=2 2-1+1=3 1-2=:~033

! (§)2+§=g~o.444 2.141=3 L4 = L~ 0.0667

+ (%)2+%:%z0.0711 2. L41=10 = TP = 55 ~ 0.0044

. (ﬁ)ﬂ% = 26~ 0.00446 | 2+ b+ 1 =20 | L 205005 _ L~ 0.00001958

Som vi ser ar (225) = 0.00446 ... =~ 0 och zy4; konvergerar mot 0. Darfor ar 0 en
rot och x = ar en god approxmlatlon

2 5
Svar: Da f (%) =0.00446... ~0ar xz = 55 en god rotapproximation.

9 Descartes teckenregel

Descartes teckenregel ar ett kraftfullt verktyg inom matematiken som ger en upp-
skattning av antalet positiva och negativa reella rétter genom att analysera tec-
kenvixlingar i f(x) och f(—x). Aven om metoden inte ger ett exakt antal rotter,
beskriver den olika méjliga scenarion for moéjliga antal rotter. Detta gor den sér-
skilt anvandbar inom omraden dar preliminédra analyser eller scenarier ar viktigare
an direkta losningar. Metoden har anvants i flera praktiska tillimpningar, sasom
inom kontrollteori och signalbehandling. Ett konkret exempel ar stabilitetsanalys i
ingenjorsarbete, diar Descartes regel snabbt kan uppskatta om ett system har po-
sitiva reella rotter, vilket skulle indikera instabilitet [3]. Detta gor metoden till ett
vardefullt verktyg for att snabbt bedéma stabilitet innan man gar vidare till mer
detaljerade tekniker, som Sturms sats eller numeriska metoder.

9.1 Historia

Descartes teckenregel formulerades av den franske filosofen René Descartes i 1637
[6]. Descartes uttryckte, utan bevis, att man kan hitta antalet positiva och negativa
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rotter for en polynomekvation. Detta da vi vet att en polynomekvation har roten
a om och endast om den polynomen &r dividerbar med x — a. Filosofen papekade
att antalet positiva rotter ar maximalt lika med antalet teckenvéxlingar, det vill
sdga hur manga vaxlingar som sker mellan + och —, i polynomet. Vidare papekade
han att antalet negativa rotter maximalt kan motsvara antalet pa varandra foljande
identiska tecken, det vill sdga tva efterfoljande + eller — i polynomet. I boken, La
Géométrie, beskrev han dven metoden for att transformera en funktions positiva
rotter till negativa och negativa rotter till positiva. Om vi har funktionen p(z) sa
byter man tecken pa rotterna genom att rakna p(—z) [6].

Manga matematiker under den tiden tyckte inte om Descartes pastaenden [I]. Ma-
tematikerna argumenterade da, om hans pastéaende ar korrekt for polynomet p(z) =
2?2 — 1 bor det bara finnas en positiv rot och ingen negativ rot, dd det finns en
tva pa varandra foljande teckenvéxlingar, men inte tva pa varandra foljande iden-
tiska tecken. Detta &r s& klart inte sant d& p(x) = 22 — 1 = (v — 1)(z + 1), det
finns alltsa en positiv rot och en negativ rot. Detta ar dock inget motbevis da
plr) =22 -1 =240 -2 — 1, s& det finns en pd varandra foljande teckenvix-
lingar och en pa varandra féljande identiska tecken. Anmérkningen resulterade i
att tilldela tecken till de saknade koefficienterna pa ett sidtt som minimerar anta-
let teckenforvixlingar for att optimera tillampningen [I]. Ett fortydligande exempel,
plx) =23+ 22+ 1 =2+ 22+ 0 -2 + 1 hir satte vi +0 -  d& det resulterar i
minimal teckenviixling, eftersom termen innan ér +22 och termen efter ar +1. Det-
ta resulterar i att p(x) inte har positiva rotter, ingen teckenvéxling, och maximalt
tre negativa rotter, tre stycken pa varandra foljande identiska tecken. Polynomet
p(z) = 2® + 2% + 1 har en negativ rot och inga positiva rotter.

Ar 1828 forklarade den tyska matematikern Carl Friedrich Gauss hur man raknar ett
polynoms teckenvéixlingar och forklarade att man kan strunta i de saknade koeffici-
enterna (koefficienter som ar 0) [I]. Enligt Gauss sker en teckenvéixling mellan tva pa
varandra foljande koefficienter i polynomet [I]. For fortydligande, om talet framfor
och efter nollkoefficienterna har samma tecken kommer koefficienten att anta deras
tecken. Om talet framfor och efter ar olika spelar det ingen roll vilket tecken koef-
ficienten antar. Sa det vi verkligen gor ar att forskjuta teckenvaxlingen och darfor
spelar nollkoefficienterna ingen roll. Istéllet for att rdkna antalet pa varandra foljan-
de identiska tecken anvinde Gauss sig av Descartes metod for dndring av negativa
till positiva rotter och fran positiva till negativa rotter, genom att rakna p(—zx), for
att rdkna det maximala antalet negativa rotter i ett polynom. I funktionen p(—z)
ar maximala antalet negativa rétter antalet pa varandra féljande teckenvéxlingar.
Gauss var den forsta matematikern som gav ett fullstindigt och korrekt bevis for
Descartes teckenregel [I]. Han modifierade &ven teckenregeln ytterligare genom att
bevisa att antalet positiva och negativa rétter dr antingen lika med det maximala
antalet eller mindre an det med ett jamnt heltal, notera att reduceringen inte far
gora antalet till mindre &n 0. I det tidigare exemplet skulle det fungera som foljande:
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p(r) = 2% — 1 har en teckenvixling och dirfor finns det en positiv rot,
medan p(—z) = 22 — 1 har en teckenvixling och dérfor finns det en
negativ rot. Eftersom bade de negativa och positiva rotterna dr maximalt
ett, kan man inte reducera dem med ett jamnt heltal och darfér har
polynomet p(z) = x? — 1 en negativ och en positiv rot.

I det andra exemplet skulle det fungera som féljande:

p(x) = 23 + 2% + 1 har ingen teckenvixling och dérfor ingen positiv rot.
Medan p(—z) = (—z)3+ (—x)?*+1 = —2® + 2% + 1 har en teckenvixling,
sa en negativ rot. Med detta foljer att vi har tva icke-reella rotter, vilket

ar sant.
9.2 Sats
Du har polynomekvationen p(x) = a,2" + a,_12" ' + ... + a1z + a9 = 0, dar

a; € R. Ekvationen har lika manga nollstiallen som graden pa polynomet. Man har
maximalt lika manga positiva reella rotter som pa varandra féljande teckenvéxlingar
i p(x). Man har maximalt lika manga negativa reella rotter som pa varandra foljande
teckenvaxlingar i p(—z). Antalet positiva och negativa reella rotter kan minska med
jamna heltal, det vill saga att antalet kan minska med 2, 4 eller andra jamna heltal.

9.3 Bevis

Sats, bevis och lemma kommer fran Wang [24] och Levin [14].
Beviset bestar av tre huvuddelar:

1. Rolle’s sats [19]
2. Lemma och dess bevis

2.1. Lemma

2.2. Bevis av lemma
3. Alternativ sats till Descartes teckenregel och dess bevis

3.1. Sats
3.2. Bevis av sats

3.2.1. Beviset for Descartes teckenregel géllande p(x)
3.2.1.1. Basfall
3.2.1.2. Induktion

3.2.1.2.1. Fall 1 aga; > 0
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3.2.1.2.2. Fall 2 aga; <0
3.2.1.3. Sammanfattning
3.2.2. Beviset for Descartes teckenregel gillade p(—x)
3.2.2.1. Basfall
3.2.2.2. Induktion
3.2.2.2.1. Fall 1 apa; >0
3.2.2.2.2. Fall 2 qpa; < 0
3.2.2.3. Sammanfattning
3.2.3. Avslutning

(1) Rolle’s sats

Rolle’s sats siger att mellan varje par av rotter i p(x) maste det finnas en rot i p'(z).
Detta innebér att om p(z) har z(p) positva rotter, da maste dess derivata p/(x) ha
minst z(p) — 1 positiva rotter, med andra ord z(p’) > z(p) — 1 [19].

(2) Lemma och dess bevis

(2.1) Lemma

Lat p(z) = apz®™ + a12® + ... + a2’ vara ett polynom dir a; € R\ {0} och
0<by<b <by<...<b, Lat dven antalet positiva rotter for p betecknas med
z(p). Om apa,, > 0 da ar z(p) jamn. Om aga, < 0 da ar z(p) udda.

(2.2) Bevis av lemma
Innan beviset vill vi paminna om att positiva nollstallen innebér nollstallen déar
x> 0.

Lat ag > 0 och a, > 0. For ett polynom p(z) = agz® + a2 + ... + a,xb" dir
0<by<b <by<...<b,, kommer for sma x, nira 0, apx? dominera funktionen
och for stora x kommer a,2"" att dominera. Detta leder till att

p(0) >0 och att mh_}rgop(x) = 0.
Vilket i och for sig betyder att funktionens graf borjar och slutar i koordinatsystemets
forsta kvadrat, det vill sdga positiva sidan av x- och y-axeln. Eftersom funktionen
p(z) borjar och slutar pa samma sida av y-axeln, kommer grafen korsa x-axeln ett
jamnt antal ganger, utan hiansyn till rotter med jamn multiplicitet. Detta bygger pa,
om grafen borjar i den ena sidan av y-axeln och korsar x-axeln sa gar den over till
den andra sidan av y-axeln for att komma tillbaka till den forsta sidan behéver man
korsa x-axeln en gang till. Se Figur 5 for fortydligande. Alltsa, for varje korsning
behover det goras ytterligare en korsning till for komma tillbaka till samma sida,
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saledes ett jadmnt antal korsningar [24], [14].

Om x = a ar en rot med jaimn multiplicitet, antal faktorer (r — a) som ingar i
polynomet p(x), tangerar grafen endast x-axeln utan att korsa den. Om x = a ar
en rot med udda multiplicitet, korsar grafen x-axeln. Som tidigare namnt har vi
jamnt antal korsningar, det vill saga jaimnt antal rotter med udda multiplicitet, det-
ta leder till att vi har jaimnt antal rotter i z(p). Vid tillagg av rotterna med jamn
muliplicietet, laggs ytterligare ett jamnt antal rotter till z(p). Déarfor ar z(p) jamn
nar ag, a, > 0. Samma argument galler fér ay < 0 och a,, < 0, dar p(0) < 0 och
lim, . p(z) = —00, som borjar och slutar vid samma sida. Darfor ar z(p) jamn nér
ag, a, < 0. Eftersom z(p) ar jamn for bade ag, a,, > 0 och ag,a, < 0, &r z(p) jamn
nar agpa, > 0.

Lat ag > 0 och a,, < 0, da &r p(0) > 0 och lim,_,., p(z) = —oo. Eftersom den borjar
vid positiva sidan av y-axeln och slutar vid negativa sidan, kommer grafen p(z)
korsa x-axeln ett udda antal ganger, det vill sdga ett udda antal rétter med udda
multiplicitet. Vid tillaggningen av rotterna med jamn multiplicitet, laggs ytterligare
ett jamnt antal korsningar i z(p). Se Figur 6 for fortydligande. Da jamn + udda =
udda leder det till att z(p) ar udda. Samma argument géller for ap < 0 och a, > 0,
déar p(0) < 0 och lim, . p(x) = oco. Eftersom z(p) ar udda for ay > 0 och a,, < 0
samt ag < 0 och a,, > 0 géller att z(p) ar udda nér apa, < 0.

OJ
4 5 4 .
) Y
2 2
It x It
2 4 6
-9 —2
4! g4l
Figur 5: Exempel pa graf som borjar Figur 6: Exempel pa graf som borja
och slutar pa samma sida av y-axeln och slutar pa olika sidor av y-axeln

(3) Alternativ sats till Descartes teckenregel och dess bevis
(3.1) Sats
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Lat p(x) = apr® + ayz® + ... + apab dir a; € R\ {0} och 0 < by < by < by <
... < by,. Da ar antal positiva reella rétter av p(z) antingen antalet teckenvéxlingar i
koefficientsekvensen ay, . .., a, eller sa ar det fiarre an teckenvixlingarna med jamnt
heltal. Antal negativa reella rotter av p(z) &r antingen antalet teckenvéxlingar i
koefficientsekvensen for p(—x) eller &r mindre &n teckenvixlingarna med jaimnt heltal
[24, [14].

(3.2) Bevis av sats
Genom induktion ska vi bevisa att denna sats galler for alla polynomer, oavsett
grad. Lat by = 0 och n vara graden pa polynomet.

(3.2.1) Beviset for Descartes teckenregel gillande p(x)
Lat antalet teckenvéxlingar for koefficientsekvensen av p(x) betecknas med v(p(x))
och antalet positiva rotter for p(x) betecknas med z(p(x)).

(3.2.1.1) Basfall

Nér n = 1 har vi polynomet p(z) = ayx + ag. Eftersom det endast finns tva termer
kan man maximalt ha en teckenvéxling, och polynomet p(z) har endast en rot. Vi
har fyra fall:

1. Dar aj,a9 > 0: aqx + a9 = 0 <= aqx = —ag <= 1z = —Z—‘;, ingen
teckenvaxling, en negativ rot.

2. Diar a; > 0och ay < 0: a1z —ap = 0 <= ax = a9y < x:Z—?,en
teckenvaxling, en positiv rot.

3. Dara; < 0ochag > 0: —a1x+a9g =0 <= ax = ay < ng—?,en
teckenvéxling, en positiv rot.

4. Dar a,a9 < 0: —a1z —ag = 0 <= ar = —ag << x = —Z—(l’, ingen
teckenvéxling, en negativ rot.

I fallen far vi en positiv rot nér en teckenvéixling sker, det vill siga v(p(z)) = z(p(x)).
Eftersom v(p(z)) = z(p(z)) kommer z(p(x)) = v(p(x)) (mod 2), det vill sdga bada
z(p(z)) och v(p(x)) kommer ge samma rest vid division med 2.

(3.2.1.2) Induktion

Anta att satsen géller for n = k—1 dar k € N, det vill siga att for n = k—1 géller att
v(p(z)) > z(p(z)) och z(p(x)) = v(p(x)) (mod 2). Vivill bevisa att v(p(z)) > z(p(z))
och z(p(x)) = v(p(z)) (mod 2) géller nar n = k.

Lat p(x) vara ett polynom med grad n = k. Nar man deriverar p(z) kommer kon-
stanten ay att forsvinna och polynomet kommer att ha grad n = k — 1. Eftersom
0=0by < by < by <...<b, kommer inte polynomets koefficienter att &ndra tecknen
vid deriveringen, det vill sdga polynomet p’(x) kommer inte ha nagra forandringar i
tecken. Vid borttagningen av konstanten ay kan tva fall uppsta:
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(3.2.1.2.1) Fall 1 aga; > 0

Nar apa; > 0 ar teckenvixlingarna antingen + + £...4 eller — — +...£. Som
vi ser finns det ingen teckenvéxling mellan forsta termen och andra termen. Vid
borttagelsen av forsta termen péaverkas inte antalet teckenédndringar i p(x) och darfor
inte i dess derivata p'(z). Detta leder till att v(p(x)) = v(p'(z)). Eftersom p(z) och
p'(x) borjar och slutar med samma tecken, innebér det att z(p) = z(p') (mod 2),
enligt lemmat. Fran vart antagande vet vi att z(p'(z)) = v(p/(x)) (mod 2) och att
z(p/(x)) <o(p/(x)), da p/(x) ar av grad n = k — 1. Detta leder till:

2(p(x)) = 2(p'(x)) = v(p'(x)) = v(p(z)) (mod 2) <= 2(p(x))

Enligt Rolle’s sats leder detta till:

v(p(x)) (mod 2).

v(p(x)) = v/ (z)) = 2(p'(z)) = 2(p(x)) — 1 = 2(p(x)) < v(p(z)),

—1iwv(p(z)) > z(p(x)) — 1 maste tas bort for att z(p(z)) = v(p(r)) (mod 2) ska
uppfyllas, da bade z(p(x)) och v(p(x)) bor antigen vara jamna eller udda. Darfor &r
2(p(z)) = v(p(x)) (mod 2) och z(p(z)) < v(p(x)) for aga; > 0.

(3.2.1.2.2) Fall 2 aga; < 0

Nar apa; < 0 ar teckenvaxlingarna antingen + — ...+ eller — + £... 4. Hér ser
vi att borttagningen av konstanten ag leder till borttagningen av en teckenvaxling.
Det vill séga v(p(x)) = v(p'(x)) + 1. Eftersom p(z) och p/(z) borjar pa olika tecken
men slutar pa samma tecken, kommer det att orsaka att den ena har ett jamnt
2(p(z)) medan den andra har ett udda z(p(x)), det vill sdga z(p(x)) — z(p'(x)) = 1
(mod 2), enligt lemmat. Enligt antagandet ar z(p'(z)) = v(p(x)) (mod 2) och att
z(p/(x)) < v(p/(x)). Detta leder till:

2(p(2))=z(p'(z)) =1 (mod 2) <= z(p(x))—2(p'(x))+2(p'(x)) = 1+2(p'(x)) (mod 2)

= 2(p(z)) = 2(p'(z)) + 1 = v(p'(x)) + 1 = v(p(z)) (mod 2)

Rolle’s sats ger z(p'(z)) > z(p(z)) =1 <= z(p'(x))+1 > z(p(x)), vilket resulterar
I:

v(p(e)) = v(P'(2)) +1 2 2(p'(2)) + 1 2 2(p(x)) <= v(p(z)) = z(p(2)).
Dérfor ar z(p(x)) = v(p(z)) (mod 2) och z(p(x)) < v(p(z)) for aga; < 0.
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(3.2.1.3) Sammannfattning

Da z(p(z)) = v(p(x)) (mod 2) och z(p(x)) < v(p(x)) for basfallet och induktionen
(apay; < 0 och aga; > 0), galler 2(p(z)) = v(p(z)) (mod 2) och z(p(x)) < v(p(x))
for alla polynom. Det vill siga att antalet positiva rotter z(p(z)) kan maximalt vara
antalet teckenvaxlingar v(p(x)) eller mindre &n den med jamnt heltal.

(3.2.2) Beviset for Descartes teckenregel gillade p(—z)

Notera att de positiva rotterna i p(—z) ar de negativa rétterna i p(x). Denna del
av beviset fokusear pa polynomet p(z) negativa reella nollstéllen, genom att rdkna
de positiva rotterna i p(—z). Lat antalet teckenvéxlingar for koefficientsekvensen av
p(—xz) betecknas med v(p(—=x)) och antalet positiva rotter for p(—z) betecknas med

2(p(=x)).

(3.2.2.1) Basfall

Nér n = 1 har vi polynomet p(z) = ayz+ao, vilket ger p(—z) = —ayx+ag. Eftersom
det endast finns tva termer kan man maximalt ha en teckenvéxling, och polynomet
p(—=) har endast en rot. Vi har fyra fall:

1. Dar a1,a9 > 0: —a1x + a9 =0 <= ax =a9 < v = Z—(l’, en teckenvéxling,
en positiv rot.

2. Diara; >0ochag<0: —a1x —ag=0 <= a1x = —qy < = = —Z—‘l), ingen
teckenvaxling, en negativ rot.

ag

3. Diara; <0ochay>0:a1x4+a)0=0 < ax = —ay < == s ingen
teckenvaxling, en negativ rot.

4. Dar a1,a9 < 0: a1z —ag =0 <= a2 = a9 < = = 2, en teckenvixling,
ail
en positiv rot.

I fallen far vi en positiv rot nir en teckenvixling sker, det vill sidga v(p(—z)) =
2(p(—x)). Eftersom v(p(—x)) = z(p(—z)) kommer z(p(—x)) = v(p(—=z)) (mod 2),
det vill sdga bada z(p(—x)) och v(p(—z)) kommer ge samma rest vid division med
2.

(3.2.2.2) Induktion
Denna induktions bevis foljer samma argument som induktions beviset for p(x) i
sektion (3.2.1.2). Lat oss snabbt ga igenom argumenten:

Anta att satsen géller for n = k — 1 dar k € N, det vill sdga att forn = k — 1
galler att v(p(—x)) > z(p(—x)) och z(p(—x)) = v(p(—z)) (mod 2). Vi vill bevisa att
v(p(—z)) > z(p(—=x)) och z(p(—z)) = v(p(—x)) (mod 2) galler nar n = k.

Lat p(—x) vara ett polynom med grad n = k. Nar man deriverar p(—z) kommer
konstanten ag att forsvinna och polynomet kommer att ha grad n = k£ — 1. Eftersom
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0=0by < by <by <...<b, kommer inte polynomets koefficienter att a&ndra tecknen
vid deriveringen, det vill siga polynomet p’(—x) kommer inte ha nagra fordndringar
i tecken. Vid borttagningen av konstanten ay kan tva fall uppsta:

(3.2.2.2.1) Fall 1 aga; > 0

Nar apa; > 0 ar teckenvéaxlingarna antingen + + % ...+ eller — — ... &. Detta leder
till att v(p(—z)) = v(p'(—z)) och fran lemmat far vi z(p(—z)) = z(p'(—x)) (mod
2). Enligt vart antagnade och Rolle’s sats far vi z(p(—z)) = v(p(—=x)) (mod 2) och
2(p(—z)) < v(p(—=x)). Darfor galler Descartes teckenregel for aga; > 0.

(3.2.2.2.2) Fall 2 aga; < 0

Nar apa; < 0 ar teckenvaxlingarna antingen + — £... 4 eller — 4+ £...+£. Detta
leder till v(p(—z)) = v(p'(—x)) + 1 och fran lemmat far vi z(p(—z)) — 2(p'(—z)) =1
(mod 2). Enligt vart antagande och Rolle’s sats far vi z(p(—z)) = v(p(—=x)) (mod
2) och z(p(—z)) < v(p(—=x)). Déarfor galler Descartes teckenregel for aga; < 0.

(3.2.2.3) Sammanfattning

Da z(p(—x)) = v(p(—z)) (mod 2) och z(p(—x)) < v(p(—=z)) for basfallet och in-
duktionen (apa; < 0 och apa; > 0), giller z(p(—z)) = v(p(—z)) (mod 2) och
2(p(—z)) < v(p(—z)) for alla polynom. Det vill séga att antalet positiva rotter
z(p(—x)) kan maximalt vara antalet teckenvixlingar v(p(—z)) eller mindre 4n den
med jamnt heltal.

(3.2.3) Avslutning

Fran sektion (3.2.1) far vi att antalet positiva rotter z(p(x)) kan maximalt vara
antalet teckenvéxlingar v(p(z)) eller mindre &n den med jamnt heltal, samt fran
sektion (3.2.2) far vi att antalet positiva rotter z(p(—z)) kan maximalt vara antalet
teckenvéxlingar v(p(—x)) eller mindre an den med jamnt heltal och aterigen ar de
positiva rotterna i p(—z), de negativa rotterna i p(z).

O

9.4 Exempel

Vi har polynomet p(z) = 23 — 22*> — x + 2. Vi borjar med att notera att detta
polynom har 3 rotter, da polynomets grad édr 3. Vi har totalt 2 teckenvaxlingar, ena
fran +a3 till —222 och den andra fran —x till +2. Medan for

p(—2) = (—2)* = 2(—2)* = (—2) + 2= —2° =22 + v + 2

endast har en teckenvixling, frin —2z2 till 4. Detta leder till foljande tabell:

Positiva reella rotter | Negativa reella rotter | Icke-reella rotter | Total antal rotter

2 1 0 3

0 1 2 3
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Vid faktorisering av ekvationen f(x) =23 — 222 —x+2 = (z — 2)(z + 1)(x — 1) har
vi tva positiva rotter z; = 1 och x5 = 2, en negativ rot x3 = —1 och inga icke-reella
rotter. Det vill sdga scenario 1 ar ratt.

10 Sturms sats for att rakna antal reella rotter pa
ett intervall

Ar 1829 publicerade den franske matematikern Jacques Charles Francois Sturm flera
satser i sin memoar. En av Sturms satser bestammer det exakta antalet reella rotter
till ett polynom i ett givet intervall [22]. Till skillnad fran Descartes teckenregel
ger inte Sturms sats information om rotterna ér positiva eller negativa, men den
anger med sidkerhet antalet rotter inom intervallet [22) [6]. Genom att konstruera en
sekvens av polynom, kallad Sturm-sekvens, kan man anvinda satsen for att rikna
rotter utan att berakna de faktiska rotterna. Detta gor att Sturms sats, i motsats till
Descartes teckenregel, ér sarskilt bra att tillampa om man vill veta exakta antalet
reella rotter i ett polynom. Exempelvis om man vill forska polynom som endast
har reella rotter, kan man med Sturms sats snabbt och utan komplexa berdknar,
speciellt om raknat med hjéalp av digitala hjalpmedel, kolla om ett polynom endast
har reella rotter.

10.1 Sats

Sturms metod for att berdkna antal reella rotter i ett intervall for ett polynom med
endast enkla rétter. Metoden bygger pa tva delar:

1. Sturms sekvens

2. Berdkning av antal rotter i ett intervall

(1) Sturm-sekvens
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Lat p(z) vara ett polynom. Nar sekvensen ar:

p0($) =D 33),
pi(z) =p'(z),

W) o,

Pm+1(T) = —resten ( (@)

blir Sturm-sekvensen pg, p1, ..., pm. Sturm-sekvensen uppfyller féljande egenskaper:

Pm ar en nollskild konstant.

For 0 <i <m—1ocha <y <bgiller att om p;(y) = 0 sa ar p;_1(7y) =
—pit1(7y), dar (a,b) ar intervallet som undersoks.

po(a), Po(b) #0

Inga tva pa varandra foéljande p; far vara noll samtidigt nar x =

po och py ér aldrig noll nar de befinner sig valdigt nara en rot.

(2) Beridkning av antal rotter i ett intervall

Lat po(x), p1(z), p2(x), p3(x), ..., pm(x) vara Sturm-sekvensen for p(z). For vilket
reellt tal ¢, eller ¢ = +o00, 1at o(t) vara antal teckenvéxlingar i sekvensen, likt Descar-
tes ignorerar vi p;(x) = 0 vid berdkning av teckenvixling (notera att om pg(z) = 0 ar
z en rot). For a < b, dar a,b € RU{£o00} och py(a), po(b) # 0, giller att o(a) — o (b)
anger antal reella rotter i intervallet (a, b).

10.2 Bevis

Sats och bevis kommer fran Sturm [22] och Raghavan [20]. Beviset betstar av fyra
huvuddelar:

1.

2.

Forklaring

Antalet teckenvéxlingar o behalls samma i intervallet (a, b) vid passeringen av

pi(zr) =0, dar i € N\ {0}
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3. Antalet teckenvéxlingar minskar med 1 nér p(x) passerar x-axeln

3.1 Fall 1 - Fallande graf
3.2 Fall 2 - Véxande graf

4. Slutsats

(1) Forklaring

Strums-metod fungerar endast for enkla rotter, det betyder att rotterna som finns i
polynomet endast ar punkter dar grafen korsar x-axeln. Nér en graf korsar x-axeln
gar den fran positiva y-virden till negativa y-viarden eller vice versa. Detta innebér
att en funktion i Sturm-sekvensen endast byter tecken nér den korsar x-axeln, det
vill siga att o endast okar eller minskar nar nagon av funktionerna p;(x) korsar
x-axeln.

Lat o(c) ange antalet teckenvéxlingar i sturm-sekvensen p(c), p1(c), p2(c), ps(c), ..., pn(c).
Vi vill bevisa att ekvationen p(x) = 0 har o(a) — o(b) distinkta reella rotter i inter-
vallet (a,b). Vi ska gora det genom att bevisa att o minskar med 1 f6r varje reell

rot funktionen p(x) passerar och att o halls samma for varje reell rot funktionerna
pi(x) passerar, dar i € N\ {0}.

(2) Antalet teckenvixlingar o behalls samma i intervallet (a,b) vid passe-
ringen av p;(z) =0, ddr i € N\ {0}

Nér p;(x) korsar x-axeln kommer dess graf att g fran positiva y-véirden till negativa
y-varden eller fran negativa y-varden till positiva y-virden, se Tabell 1 for fortyd-
ligande. Enligt Sturm-sekvensens definition méaste p;_1(«) och p;;1(«) ha motsatta
tecken néar p;(a) = 0. Fran definitionen vet vi dven att p;_1(a) och p;i1(«) inte &r
lika med 0. Alla andra polynom léngre bort i sekvensen, sasom p;_s(), p;ya(c) osv,
paverkas inte eftersom de ar oberoende av p;(«) vid z = «a. Deras tecken &r re-
dan bestdmda av tidigare divisioner och forblir oférandrade. Darfor kommer endast
pi(a) = 0 att dndra tecken [22, 20].
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pi(x) gar fran positiv till negativ. | p;(x) gar fran negativ till positiv.
Figur 8 Figur 7
r <o T > r <o T >

Majliget 1 2 1 2 1 2 1 2
pi-1() + - + - + - + -
pi(z) + + - - - - + +

Di+1 (ZL’) - + - + - + - +
Teckenvaxlingar 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabell 1: Olika mojligheter

Som vi ser i tabellen spelar det ingen roll, da antal teckenvaxlingar kommer héalla
sig samma bade innan och efter p;(z) korsar x-axeln. Tabellen visar dven de olika
fallen som kan intraffa.

(3) Antalet teckenviixlingar minskar med 1 nir p(z) passerar x-axeln

Lat oss nu bevisa att om p(a) = 0, sd minskar antal teckenvixlingar med 1 nér
den passerar x = «. For detta finns det tva fall. Det forsta fallet dr nar grafen i
intervallet ar fallande, gar fran positiva y-varden till negativa y-viarden. Det andra
fallet dr nar grafen i intervallet ar vixande, gar fran negativa y-varden till positiva
y-varden.

(3.1) Fall 1 - Fallande graf

Lat grafen p(x) dndra tecken fran positiva till negativa y-varden nér den korsar
x = a. Se Figur 8 {or fortydliande. Eftersom grafen ar fallande kommer p/(z) = p; ()
vara negativ. Detta resulterar i att vi gar fran tecknerna + — till — —. Som vi
ser kommer teckenvéxlingen att minska med 1 speciellt da inga andra sekvenser
pi(x) = 0 kommer dndra tecken.

(3.2) Fall 2 - Vaxande graf

Lat grafen p(z) dndra tecken fran negativa till positiva y-varden nir den korsar z =
a. Se Figur 7 for fortydligande. Eftersom grafen ér vixande kommer p'(z) = pi(x)
vara positiv. Detta resulterar i att vi gar fran tecknerna — + till + + och pa sa
sitt minskar antal teckenvéixlingar med 1.

(4) Slutsats

Eftersom o(a) endast kommer att minska med antalet korsningar p(z) gor med x-
axeln, det vill sdga med det antal reella rotter p(z) passerar, kommer o(a) — o(b)
att ge antalet reella rotter i intervallet (a,b).
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Figur 7 Figur 8

10.3 Exampel

1. Anvdnd Sturms Sats pd polynomet
fl)=a*+2% —ox— 1.

Losning:
Forst berdknar vi Sturm-sekvensen:

po(z) = f(x) =2 +2° —o — 1,

pi(r) = f'(z) =42 + 32° — 1,

po(z) zt - —1
= —rest — —rest
pa(z) res <p1(9€)> res < P —
= (1x+1> (4x3—|—3x2—1)—($4+x3—x—1):i(x2+4x+5)
4 16 16 '

Eftersom den konstanta faktorn % inte spelar roll blir
po(r) = 2% + 42 + 5.
Lat oss fortséitta berdkningen av Sturm-sekvensen:
423 + 322 — 1
p3(x) = —rest pi@) = —rest frAor
po(x) 22 +4x+5

= (4o — 13)(2® + 42 +5) — (42° + 32> — 1) = 32(—2 — 2) = p3(z) = -1 — 2,

61



Sturm-sekvensen ar:
po(x) =2 +2° —x—1, p(z) =42 + 322 — 1,

pa(z) =2 +4ax+5, pi(z)=—x—2, ps(z)=—1.

Nu gor vi Sturms metod:

v | po(2) | pr(@) | pa(2) | ps(x) | palz) | () a(a) —a(b)
—00 | 400 | —00 | +00 | +o0 | —1 3
—4 | 195 | =-209| 5 2 =1 3 |o(—0)—0(-4)=3-3=0
-2 9 =21 1 0 = 3 o(-4)—0(-2)=3-3=0
0 = = b} =2 =1 2 o(-2)—o0(0)=3-2=1
2 21 43 17 —4 -1 1 c0)—0c(2)=2-1=1
4 315 | 303 37 —6 =l 1 0(2)—0(4)=1-1=0
oo | +00 | +00 | o0 | —oo | —1 1 0(4) —o(c0)=1-1=0

Sturm-metoden ger tva reella rétter for ekvationen f(z) = z* + 23 — 2 — 1 och dessa
tva rotter ligger i intervallen (—2,0) och (0,2). Vi kan anvanda Sturms metod for
att minska intervallen ytterligare:

x| po() | p1(@) | p2(2) | p3(@) | pa(z) | o(2) o(a) —o(b)

~1l 0 | =2 | 2 | -1 | -1 2

0 =1 | 1|5 | =2 | <1 2 |o(-)=-0(0)=2-2=0
1] 0 6 | 10 | 3| -1 1 |o0)-0c1)=2-1=1

Som vi ser 4r de tva reella rotterna z; = 1 och xo = —1, da po(1) = po(—1) = 0. Som
vi ser fungerar inte heller Sturms sats ordentligt nér en av intervallernas punkter ar
en rot. Darfor &r po(a), po(0) # 0 som en del av dess definition och dess sats.
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11 Bilaga

11.1 Pythonkod till Bisektor-metoden

#En exempel funktion
def mdlfunktion(x):
return (x**4-x**3+1)

#Python-program fér att implementera bisektions-metoden
def bisektion metod(a,b,tolerans=0.00001):

# Kontrollera att a < b

if a >= b:
print("Fel: a maste vara mindre &n b.")
return None

#Kontrollera att ena vardet i intervallet &r negativt
# och det andra positivt
if mdlfunktion(a)*malfunktion(b)>0:
print ("Du har inte valt ritt vérden fér a och b")
return None

c=a
#Kontrollera precisionen (tolerans) 0.00001
while (b-a)>=tolerans:

#Hitta mittpunkten
c=(atb)/2

# Kontrollera om mittpunkten &r en rot
if abs(mdlfunktion(c)) < tolerans:
break

#Bestdm vilken sida som ska upprepas.
#Ska c ersatta a eller b7
if m&lfunktion(c)*malfunktion(a)<0:
b=c
else:
a=c

# Returnera roten/virdet fradn den sista iteratiomen,

# ndr precisionen (tolerans) har uppnatts
return(c)
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11.2 Pythonkod till Newton-Raphson metoden

#En exempel funktion
def mdlfunktion(x):
return (x**4-x**x3+1)

#Funktionens derivata
def derivata_funktion(x):
return (4xx**x3-3%x**2)

# Python-program fér att implementera Newton-Raphson-metoden
def newton_raphson_metod(startgissning, tolerans=0.00001, max_iterationer=100):
X_n = startgissning

for _ in range(max_iterationer):
f x = malfunktion(x_n)
f_prime_x = derivata_funktion(x_n)

# Undvik division med noll

if f prime_x==0:
print ("Newton-Raphson kan misslyckas.")
return None

# Kontrollera om det nuvarande virdet &r tillrackligt nara roten
if abs(f_x) < tolerans:
return x_n

# Uppdatera gissningen
xn=xn-fx/ f prime_x

# Om konvergens inte uppnds efter max_iterationer

print ("Newton-Raphson konvergerade inte.")
return None
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