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Abstract

This work primarily aims to describe and prove the equal distributional properties of the statis-
tics major index and inversions for permutations—a classical result established by Percy A.
MacMahon, a pivotal figure in the development of combinatorics during the late 19th and
early 20th centuries. The study explores fundamental theories such as permutations, enumer-
ative statistics on permutations, generating functions, and g-analogues. Key theorems and
propositions are proved to establish equidistribution properties between the major index and
inversions of permutations. Additionally, the work delves into further intriguing concepts, in-
cluding Stirling numbers of the first kind, the statistic excedances, and their connections to
descents.



Sammanfattning

Detta arbete avser i forsta hand att beskriva samt bevisa likheten utav distribtionsegenskaper
for statistikerna major index och inversioner fér permutationer, ett klassiskt resultat etablerat
utav Percy A. MacMahon, en central person inom vidareutvecklingen av kombinatoriken mot
slutet av 1800-talet och borjan pa 1900-talet. Arbetet behandlar teorier som permutationer,
raknande statistik pa4 permutationer, genererande funktioner, g-analoger och relaterade &mnen.
Det innehaller ocksa bevis for viktiga satser och propositioner som ligger till grund for att
etablera ekvidistributionsegenskaper mellan major index och inversioner fér permutationer.
Vidare presenteras ytterligare intressanta koncept, sdsom Stirlingtal av forsta typen, statistiken
excedances och samband mellan dessa och descents.
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1 Introduktion

Det fundamentala problemet inom kombinatorik &r att rdkna objekt. I sin enklaste form, att rdkna
antalet element i en dndlig méngd. Ordet rdkna har de flesta en intuitiv forstaelse fér, men vad rék-
nandet betyder i olika kombinatoriska kontext kan bli abstrakt vildigt fort, beroende pa problemet
man studerar.

Syftet med detta arbete &r att redogéra for teorin som behdvs for att bevisa ett fundamentalt
resultat inom kombinatoriken, ndmligen att tvd grundliggande riknande funktioner inv(w) och
maj(w), ddr w &r en permutation och har liknande distributionsegenskaper. Vad en permutation
ar, vad funktionerna &r samt vad distributionsegenskaper innebar kommer att formuleras pa vigen
genom kapitlen, for att sedan kulminera i beviset av pastédendet i Kapitel 5.

Forst kommer permutationer samt nagra fundamentala statistiker att introduceras, tillsammans
med nédvandiga koncept for att forstd dem, sdsom vad en inversion eller en descent ar fér nagot.
Sedan introduceras genererande funktioner och deras tillimpning pa rdknande funktioner, med en
motivering fér vad som till synes &r en ointuitiv form for en rédknande funktion, men som ger
oss en oerhort stark representativ formaga att undersoka egenskaper hos rdknande funktioner.
Detta avslutas sedan med en beskrivning om distributionsegenskaper i kontextet av beviset samt
introduktionen av den klassiska bijektionen av Foata som blir kirnan i beviset for ekvivalensen av
distributionsegenskaperna.



2 Permutationer

Permutationer dr bland de mest fundamentala matematiska objekten som studeras inom kombina-
toriken. Vanligtvis arbetar man med méngderna [n] och &,,, dér [n] &r heltal fran 1 till n € N och
S, ar méngden av alla permutationer av lingd n av [n].

Kombinatorik-teoretiska matematiska objekt, mer specifikt permutationer, har existerat i manga
tusentals ar, langt innan den moderna idéen och notationen kring dem. Redan I antika Grekland sa
studerade Xenocrates av Chalcedon antalet stavleser som var mojliga i det Grekiska spréaket[5]. I
Kina fanns det studerade objekt kallade hexagram som var valdigt lika permutationer, bade arabiska
och indiska matematiker har studerat samt 16st problem relaterade till permutationer I olika former.

I véstvérlden s& borjar kombinatorikens historia under 1600-talet i Frankrike med Blaise Pascal och
Pierre de Fermat, som upptéckte och bevisade manga klassiska kombinatoriska resultat i samband
med utvecklandet av sannolikhetsteorin[2].

Omradet har utvecklats sedan dess via manga vélkdnda matematiker sdsom Leibnitz, Euler, Boo-
le, Poincaré och méanga andra giganter. Tidigt 1900-tal var en specifik tidpunkt dér intresset for
kombinatorik exploderade i samband med att moderna statistiska verktyg utvecklades, dar kombi-
natoriska koncept var utav intresse[2]. Under 1900-talet sa studerades kombinatorik ocksé genom
lensen av grafteori dir grafer med sina kanter och hérn, kan betraktas som kombinatoriska objekt
som agerar mellan méngder av element. Grafteori som &r kopplat till omraden sasom fysik och
kemi, har visat sig vara brett applicerbart inom méanga vetenskaper.

I modern tid har kombinatoriken varit fundamental for att forstd konstruktionen och beteendet
av manga algoritmiska och informationsteoretiska problem inom programmering. Exempelvis att
berdkna tids och rum komplexiteten av en bit datorkod, eller att korrigera signalfel vid elektronisk
kommunikation genom att modellera 6vergang fran input till output genom alla deras potentiella
kombinationer. [3]

Kombinatorikens historia &r lika uraldrig som den &r rik och kan inte redogoras for tillrackligt i
detta arbete. Vi borjar med att redogora fér vad den moderna uppfattningen ar av en permutation.

2.1 Permutationer av mangder

Definition 2.1 (Permutation). En permutation av méngden [n] = {1,2,...,n} ir en ordnad omar-
rangering av elementen i [n]. Formellt &r en permutation w € &,, en bijektiv funktion w : [n] — [n],
dir &,, dr méngden av alla permutationer av [n].[5]

Exempel 2.2. Om vi har méngden S = {1,2,3,4} s ar w = {w(1),w(2),w(3),w(4)} = {2,1,4, 3}
en permutation av S. Notationen w(¢) innebér att permutationen w tar ett element ¢ € [4] och



skickar det till ett annat index i méngden. I detta fall si ser vi att w(2) = 1, det vill siga att vi
forvintar oss se 2 vid index 1 efter att permutationen har applicerats pa méngden. P4 samma sétt
forvintas 3 ligga vid index 4, da w(3) = 4.

Enklare notation &ar att skriva permutationen som ett ord w = wyws - - - wy,. I detta fall blir permu-
tationen w = wywowsws = 2143 € &4, som agerar pa mangden [4] = {1,2,3,4}.

Sats 2.3. Antalet mojliga permutationer av en méngd med n element dr n!.[5]

Bevis. Det finns endast en permutation av [n] for n = 1. Antag att antalet permutationer av [k] &r
k!. Vi beréknar antalet permutationer av [k + 1]. Borja med att enumerera alla permutationer av
[k]. Fran antagandet vet vi att antalet permutationer ar k!. Ta nu det sista elementet k+1 ur [k+1]
och placera ut den pa alla mojliga positioner for en godtycklig permutation fran [k]. Detta kan goras
pa k4 1 antal sitt. D& det finns k! antal permutationer av [k] s& erhalls totalt (k 4+ 1)k! = (k + 1)!
permutationer av [k + 1], vilket bevisar satsen via induktion. O

Exempel 2.4. Vihar méngden [3] = {1, 2,3}. Vi kan enumerera alla permutationer av [3] och kollar
huruvida antalet stimmer Gverrens med Sats 2.3. Vi kan anvéinda oss av samma metod i beviset for
att konstruera alla permutationer av [3] genom att borja fran [2]. Permutationerna av [2] dr {1,2}
och {2,1}, det vill séiga att den forsta skickar elementen till sig sjdlva medan den andra skickar
elementen till varandra. Vi vill nu sétta in 3 i dessa permutationer. Med permutationen {1,2} far
vi tre permutationer: {3,1,2}, {1,3,2} och {1,2,3}. {2,1} ger oss ytterligare tre permutationer:
{3,2,1}, {2,3,1} och {2,1, 3} vilket totalt blir 6 permutationer:

{1,2,3},{1,3,2},{2,1,3},{2,3,2}{3,1,2},{3,2,1},

varvid antalet stdmmer 6verrens med Sats 2.3, 3| = 6. Antalet permutationer av en méangd [k]
varierar kraftigt for olika virden av k. Exempelvis sa finns det 4! = 24 permutationer om vi gar
fran {1,2,3} till {1,2,3,4}.

Det finns manga sétt att representera permutationer. Detta arbete kommer att begrénsas till ordre-
presentationen av en permutation, da den &dr vad som kommer att anvindas for att ldgga grunden
till all teori som kravs for senare delar av arbetet.

2.2 Permutationer som cykler

Om vi ser pd en permutation w som en bijektion w : [n] — [n], s& kan man friga sig hur manga
repeterade appliceringar av w som resulterar i att ett element skickas tillbaka till sig sjalvt. Mer
formellt, om ett element = € [n] tas och vi betraktar w'(z), dir w'(z) ir den repeterade applice-
ringen av w pa x, | antar ganger. For vilket viirde pa [ far vi att w!(z) = 2? Vi kallar sekvensen
(z,w(x),w?(x),...,w' ") en cykel av lingd I. Vi beskriver och fortydligar cykel-notation genom ett
exempel.

Exempel 2.5. Vi har en permutation w : [6] — [6] p4 méngden [6] = {1,2,3,4,5,6} dir w(l) =
2,w(2) = 1,w(3) =3,w(4) =5,w(5) =6 och w(6) = 4. Med w(i) = j, menas att permutationen w
skickar ¢ € [6] till j € [6]. Vi kan visualisera w som nedan.



Vi ser att 1 skickas till 2 som sedan skickas till 1 igen. Detta ar en egen cykel som skickar 1 till 1
igen efter tva repeterade appliceringar. Samma sker for 4 som forst gar fran 4 till 5, sedan fran 5
till 6, och sedan slutgiltigen tillbaka till sin ursprungliga position 4. 3 skickas endast till sig sjalv.
Om vi anviander oss utav parenteser for att isolera alla dessa delcykler av w sa kan vi skriva w
som w = (12)(3)(456) = (12)(456), dar parentes efter en siffra innebér att siffran skickas till forsta
elementet i cykeln. Vi behover heller inte skriva ut (3) d& avsaknaden av ett element i notationen
for w betyder att elementet skickas till sig sjalvt.

En férdel med denna notation ar att ménga algebraiska egenskaper av permutationer blir tydliga,
exempelvis att disjunkta cykler kommuterar:

w = (12)(456), w({1,2,3,4,5,6}) = {2,1,3,6,4,5}
w = (456)(12), w({1,2,3,4,5,6}) ={2,1,3,6,4,5},
eller att alla 2-cykler &r sina egna inverser:
w=(12), w(w(l)) =w(2) =1
w = (47), w(w(4)) = w(7) = 4,

Det vill séiga att applicera en 2-cykel pa sig sjalv en andra gang kancellerar den forsta appliceringen.

Som en sista punkt s& ndmns det att standardnotationen for en cykel &r att skriva varje disjunkt
cykel med sitt minsta element forst. De forsta elementen i varje cykel skrivs i monotont 6kande
ordning i jamforelse med varandra. Exempelvis sa blir standardnotationen fér permutationen w =
(41)(2)(537)(6), w = (14)(2)(375)(6), dar 1 < 2 < 3 < 6. Langre fram i detta arbete s& kommer
en modifierad version av denna notationspraxis att vara viktig, namligen att borja varje cykel med
det storsta elementet istéllet for den minsta. Modifikationen behévs for att etablera en fundamental
korrespondens mellan cykler och ordrepresentationen av permutationer.

2.3 Permutationer som ord

Med permutationer som ord menas att om vi tar elementen i [n] och behandlar dem som bokstéver
i ett alfabet sa kan vi representera en permutation som w = wyws - - - w, € &,[4, s.27]. Det ar latt
att se att vi kan g fran cykelnotationen till ordnotationen och vice versa genom att anvénda oss
av den modifierade standardnotationen for cykler, déar varje cykel i permutationen startar med det
storsta elementet istéllet for det minsta.

Fran en cykel till ett ord &r trivialt: eliminera alla parenteser i w = (41)(6)(7532). Resultatet blir
w = 4167532. For motsatsen sa ger vi foljande exempel.



Exempel 2.6. Lat w = 4167532 vara en permutation i ordnotation. Vi kan rekonstruera den unika
permutationen i cykelnotation genom féljande procedur: definiera ett wvdnster-till-hdger mazima
som ett element a; sadan att a; > a; for varje j < i, och légg en vénster parentes framfér varenda
maxima i ordet. Detta ger oss en parentes framfor bokstaven 4. Vi skippar 1 for att 4 > 1. Sedan
far vi néista vinster parentes innan 6 da 4 < 6. Vi far en vénsterparentes innan 7 da 6 < 7 och dér
slutar processen. Vi har saledes hittils konstruerat

4167532 — (41(6(7532.

Nu behover vi bara sétta in en hogerparentes innan alla vinsterparenteser utom den férsta samt en
hogerparentes i slutet av ordet

4167532 — (41(6(7532 — (41)(6)(7532 — (41)(6)(7532),

och vi har nu den ursprungliga cykeln. Denna bijektiva funktion for att ga fran den ena till den
andra bevisar Proposition 2.7 nedan.

Sats 2.7. Lat avbildningen G, AN G,, definierad ovan. Da géller foljande
a) avbildningen dr en bijektion.

b) Omw € &, har k cykler, dd har ordrepresentationen av w, k antal vinster-till-héger mazima.

Bevis. Vibevisar b) i Sats 2.7 genom att betrakta permutationerna med cykelnotation. Vi betraktar
en godtycklig permutation w € &,, och bendmner dess ordrepresentation med w. Vi vill bevisa att
varje delcykel i cykelrepresentationen av w bidrar med exakt ett vinster-till-héger mazima for .
Vi antar att w har k cykler och &r skriven i modifierad standardform dér det forsta elementet
i varje cykel ar det storsta elementet snarare &n det minsta. Vi kommer att skriva @ samtidigt
som vi gar igenom elementen av w, i varje delcykel fran vanster till héger. Om vi definierar w =
v1Ug - - - Vg, dar v;, 1 < i < k ar delcyklerna for w sa far vi att den forsta delcykeln har elementen
v = (wi1,...,w1,) dér ; &r ldingden av v;. D4 wy; dr det storsta elementet i hela cykeln s&
vet vi att nér vi borjar skriva w sa far vi trivialt ett vinster till héger maxima, d& det inte finns
nagra element till vinster om wy ; och att nér vi skriver ut elementen av v; sa kommer alla nya
efterférljande element att vara mindre &n wy 1, det vill séga att vi har endast ett enda maxima.
Alltsa korresponderar den forsta cykeln till det forsta maximat.

Vi ser ocksa att varje ny cykel vi stéter pa bidrar med ett nytt vinster-till-hger maximum i
ordrepresentationen. Vi kan se ett exempel av detta genom att inspektera gransen mellan de forsta
tva cyklerna nar vi skriver ut dom i w:

W= w1 Wi, W21 " Wki-

i

Grénsen ligger mellan wy ;, och wy; i uttrycket ovan. Den modifierade standardnotationen garan-
terar tva saker:

e Det storsta elementet i varje cykel ar det forsta elementet. Alltsa dr de resterande elementen
i en cykel mindre &n detta element.



e De forsta elementen i varje konsekutivt foljande cykel d&r en monotont 6kande sekvens av tal,
det vill sdga att wi1 <wa <wszg < - - < Wk 1.

Alltsa ligger nésta vanster-till-hdger maxima mellan wy ;, och wg; d& wy 1 > wy 1, och inget annat
element i forsta cykeln ar storre &n wy ;.

Det aterstar nu att visa att varje cykel bidrar med endast ett maxima, vilket hade resulterat i exakt
k maximan i w. Ta ett godtyckligt v; = (w; 1w; 2 - - w;;,) och antag att utéver w; 1’s bidrag till @
som ett maxima att det ocksa fanns ett till element w; ;,1 < j <[; som bidrog med ytterligare ett
maxima i w. Detta hade ej varit mojligt da w; 1 > w; ; da v; &r skrivet i standard form, eftersom
w;,1 ar det enda elementet i w som bidrar med ett maxima i . ]

Varfor vi besvirar oss med att kolla pad permutationer pa detta sitt istdllet for att se pa dem
som cykler kommer att bli tydligare nér vi introducerar Foatas bijektion i Kapitel 5 och bérjar
manipulera bokstdverna i orden utifran bijektionen som definieras dar.

2.4 Raknande funktioner

Vanligtvis si arbetar man med en rdknande funktion f(i) som riknar storleken av en méngd S;,
som #r en dndlig mingd i en samling av méngder S;,4 € I, dar I ar en indexmdngd, sdsom N.[4,
5.9] Med en méngd S; bland andra méngder s& menas det att vi ofta &r intresserade av att hitta en
formel f(i) som riknar antalet objekt for alla S;, i € IL

Ett enkelt exempel av detta ar att rdkna antalet delméngder som finns i méngden {1,2,...,n}. Vi
kan intuitivt gissa vad formeln bor vara genom att kolla pa ett enklare exempel.

Vi undersoker {1,2,3}. Vi tar forsta elementet och kollar hur manga delméingder vi kan bilda. Den
tomma méangden @ och 1 bildar de forsta delméngderna. Nu betraktar vi elementet 2. Det enda
som kan hénda &r att vi lagger in 2 i alla tidigare delméngder eller bevarar alla vara delméngder
vi redan har erhallit och héller 2 ensamt som {2}. Vi far d& utan att ligga in 2, méangderna @ och
{1}. Med att ldgga in 2 i alla tidigare existerande delméngder: {2} och {1,2}. Med samma procedur
for 3 erhalls ytterligare 4 delméngder. Det &r intuitivt att anta nu att antalet delméngder kanske
féordubblas varje gang den ursprungliga méngden Okar i ldngd med ett element.

Sats 2.8. Antalet delméngder av méngden [n] = {1,2,...,n} ges av den réknande funktionen
fn) = 2.

Bevis. Vi ser att f(0) = 1 och antar att f(k) = 2% for nagot 1 < k < n. Vi betraktar nu f(k + 1),
om vi tar alla de tidigare delméngderna 2* sa har vi kvar 2* av dem som de #r om vi inte ligger in
k + 1 nagonstans. Om vi annars ldgger in k4 1 i dem sa far vi ytterligare 2¥ nya delménder. Detta
ger oss totalt 2F + 28 = 2. 2k = 2F+1 delmiingder, vilket bevisar Sats 2.8 via induktion.

O

I detta fall hade vi turen att kunna hitta en explicit, kort och effektiv formel for problemet. Men
det ar valdigt sdllan kombinatoriska problem &r lika vilbetedda. Ett exempel péa detta ar att rédkna



antalet n x n matriser M med vérden 0 eller 1 for alla dess element pa s& sdtt att varje rad och
kolumn av M har 3 ettor. Den mest explicita kinda formeln utav detta problem &r[4, s.10]

AR NEL

_ p—mn, 12
fn) =67"n! alBIn1267

(1)

a+B+y=n

Formeln later oss berdkna f(n) mycket snabbare &n om vi hade forsokt hitta alla kombinationer
sjalva. Formeln &ar svartolkad kombinatoriskt och vid en brist pa en tydligare formel s& maste vi
acceptera att 1 &r en 16sning till problemet, tills att vi hittar formel som &r béttre berdkningsméssigt
och lattare att tolka.



3 Inversioner & Major index av en permutation

I detta kapitel sa redogors for tva centrala raknande funktioner for permutationer, ndmligen inv(w)
och maj(w). Inversioner och inv(w) definieras i samband med konceptet av en permutations in-
versionstabell och avslutas med ett bevis for Sats 3.4, det vill sdga att varje permutation har en
unik inversionstabell. Beviset kommer att vara ett viktigt resultat i processen att bevisa Sats 4.3
under sektionen for genererande funktioner, vilket utgor en central utgangspunkt for beviset om
ekvivalensen av distributionsegenskaperna av inv(w) och maj(w).

Sedan definierar vi major index eller maj(w), uppkallat efter Major Percy Alexander MacMahon
[1], genom att forst beskriva begreppen descent och descent set, som likt inversioner hor till ord-
ningsegenskaperna fér bokstédverna i en permutation w.

3.1 Inversioner

Definition 3.1 (Inversion). Ett par (w;, w;) kallas for en inversion av permutationen w = wiws - - - wy,
om ¢ < j och w; > w;. [4, s.36]

En viktig statistik inom kombinatoriken &r inv(w), vilket rdknar antalet inversioner i w. Intuitivt
sd dr inv(w) av en permutation ett matt pa graden av “oordning” av w och vi ger foljande exempel
som demonstrerar hur man hittar inversioner samt beréknar inv(w).

Exempel 3.2. Lit w = 3571624 vara en permutation pa {1,2,3,4,5,6,7}. Vi vill hitta inv(w), antalet
inversioner i w. Vi ser att om vi borjar fran 3 sa dr 3 storre &n 1 och 2. Dvs. vi har inversionerna
3571624,3571624. Efter 3 sa kollar vi pa 5 och far att 5 ar stérre &n 1, 2 och 4, dvs. 5 bidrar med
3 inversioner. Gor vi detta for alla bokstéaver i w sa far vi inversionerna

3:3571624, 3571624
5:3571624,3571624, 3571624
7:3571624, 3571624, 3571624, 3571624
1:

6 :3571624, 3571624

2
4

Detta ger oss att inv(3571624) =2 +3 +4 4+ 0+ 2+ 0+ 0= 11.

Det finns ett annat sétt att representera permutationer, som &r kopplat till inversionerna av en
permutation. Antag att vi skall konstruera en permutation w € &,, och vi borjar fran en sekvens
av tal (a1, as,...,a,). Vivill bygga upp w som ett ord genom att borja fran n och ldgga in varje tal
i en sekvens sa att vid varje inladggning av n — ¢ s& har det insatta elementet a,,_; antal bokstéver
till véinster om sig samt att 0 < a; < n—i. For att gora algoritmen tydligare betraktar vi ett exempel.



Exempel 3.3. Lat (a1, a2, as,aq,as5) = (4,0,2,1,0) och w € &5 &r en permutation vi skall konstru-
era fran vektorn. Vi borjar med att sétta in 5 pa ett sddant sétt att den har a; = 0 antal bokstéver
till véinster om sig. Da vi inte har lagt in nagot sa hiénder inget sirskilt, sa sekvensen borjar med
5. Nu vill vi sétta in bokstaven 4 i ordet pa s satt att det finns a5_; = a4 = 1 antal bokstéaver till
vanster om 4. D& 5 finns sedan innan, och 4 ska ha en bokstav till vanster sa far vi ordet 54 i nésta
steg av algoritmen. Pa samma sétt ldgger vi in 3 sa att den har ag = 2 tal till vinster om sig sa att
vi far 543. Gor vi detta for de sista tva stegen i algoritmen far vi féljande sekvens av ord:

)

54

543
2543
25431.

Detta ger oss permutationen w = 25431 och sekvensen ovan, bendmnd I(w) = (a1, as, ..., a,) kallas
for permutationens inversionstabell.

Vi vill visa att tva pastaenden, forst att denna inversionstabell &r unik for varje permutation som
genereras samt att summan av elementen i intersionstabellen &r lika med antalet inversioner fér den
resulterande permutationen. Detta innebér att vi méste visa att I(w) &r en bijektion.

Sats 3.4. Funktionen [ : &,, — 7,, som skickar varje permutation till sin korresponderande inver-
sionstabell dar

Tn={(a1,..yan) : 0<a;<n—i}=[0,n—1] x [0,n—2] x --- x[0,0],

ar en bijektion.

Bevis. Om vi definierar kardinaliteten av en méngd S som #5S, sa vet vi att #&,, = n!, och
ser att samma géller for 7,. Om vi kan visa att I &r surjektiv sa foljer det att I maste vara
bijektiv da #6,, = #7T,. Vi vill alltsa visa att for alla permutationer w € &,, sa finns det ett
a=(ai,...,an) € Ty, sddan att I(w) = a.

Vi bérjar med att ldgga in n och far ett ord med ldngd 1. Vi ldgger nu in bokstédverna n — 1,n —
2,...,m — i+ 1 i specifikt denna ordning, och far da ett ord av langd n — . I steg i ldgger vi nu in
n — 1 s& att det finns exakt a,_; element till vinster om n — i. Detta innebar att i detta steg sa
finns det a,,_; element till vinster om n — 7 som &ar storre &n n — ¢ och nar vi sedan fortsitter att
lagga in resten av bokstdverna, ner till 1 s& erhaller vi en permutation dir det fortfarande finns
an—; element till vinster om n — 1 som é&r storre &n n — 1 d& vi endast har lagt till mindre tal. T
ar saledes surjektiv for vi har konstruerat en inversiontabell for en godtycklig permutation w och
injektivitet foljer av surjektivitet och #&,, = #T7,. Vi noterar ocksa att inv(w) = >_;(,) a; da varje
enskilt n — 4 vid insdttning kommer ha a, ;1 inversioner i insattningssteget och under resterande
steg dérefter, d& inga bokstéver storre 4n n — ¢ kan laggas in vid stegen som foljer. O



3.2 Major index

Likt inv(w) s& fangar major index av en permutation en viktig bit av information géllande ordning-
en av bokstéverna wi, ..., w, i en permutation w € &,,. Men innan vi definierar vad major index &r
s& borjar vi med foljande definition

Definition 3.5 (Descent). Lat w = wywsy - wy, € &, och 1 <i < n—1. Vi bendmner en position
i som en descent av w om w; > W;41-

Exempel 3.6. Lat w = 123546798 vara en permutation. Definitionen fér en descent blir rent
praktiskt att forst hitta positionen av alla platser i w dar ett tal f6ljs av ett mindre tal, i detta fall
s& dr 5 > 4 och 9 > 8. Det finns alltsa totalt 2 descents i w.

Att samla alla indexeringar déar en descent sker i w leder oss till nésta viktiga definition som kravs
for att definiera major index

Definition 3.7 (Descent méngd). Lat w € &, vara en permutation pad méngden {1,2,...,n}.
Méngden
D(w)={i : w; > w11} C[n—1],

kallas for descent mdngden av w.

Exempel 3.8. Lat w = 123546798 vara permutationen fran Exempel 3.6. Vi hade att wy = 5, w5 =
4 samt att wg = 9, wg = 8. D(w) = {i : w; > w11} = {4,8}, dér vi lagger mérke till att vi ligger
in index for forsta positionen av descenten, och inte sjélva bokstavens vérde.

Definition 3.9 (Major index). Fér en permutation w = wjws - -+ w, med descent méngd D(w)
definierar vi statistiken major indez, bendmnd maj(w), som summan av elementen i D(w)[1]

maj(w) = Z i.

i€D(w)

Konceptuellt sa innehaller major index information om hur manga nedgangar(descent) som finns i
en permutation w genom att summera positionerna vid varje nedgang. Det explicita antalet ned-
gangar #D(w) bendmns ofta som des(w).

Exempel 3.10. Fortsatt pa Exempel 3.8 fran innan dér vi hade att w = 123546798, sa far vi att

maj(123546798) = Yo=Y i=448=12
i€ D(123546798) i€{4,8}

Vi paminner oss sjilva att syftet med arbetet &r att bevisa att maj(w) och inv(w) har samma
distributionsegenskaper. Med samma distributionsegenskaper menas det att det finns en exakt kor-
respondens mellan en samling object sett via en rdknande funktion och en samling objekt, fran
samma méngd som innan, sett via en annan ridknande funktion. Fér maj(w) och inv(w) betyder
detta att

#{w € 6,, : inv(w) = k} = #{w € &,, : maj(w) = k},
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alltsa att det finns lika manga permutationer med k antal inversioner, i méngden av alla permuta-
tioner w € &,,, som det finns permutationer i &,, med egenskapen att maj(w) = k. Detta stammer
for alla virden av k si att om vi latsas att det finns exakt 100 permutationer déir inv(w) = 4 si
finns det ocksé exakt 100 permutationer ddr maj(w) = 4.

Som exempel kan vi undersoka alla permutationer av [4] och notera de permutationer dar antingen
inv(w) = 4 eller maj(w) = 4. Som referens visar vi ocksd permutationerna och statistikerna efter vi
tillampar bijektionen i Kapitel 5. Vi bendmner bijektionen med ¢ och far féljande 8 permutationer:

w  nv(w) majw) e(w) nvip(w)) maj(p(w))
2143 2 4 4213 4 3
2431 4 5 4231 5 4
3142 3 4 3412 4 2
3241 4 4 3241 4 4
3412 4 2 1342 2 3
4132 4 4 4132 4 4
4213 4 3 2413 3 2
4231 5 4 2431 4 5

Tabell 1: Permutationer w € &4, dir maj(w)=4 eller inv(w)=4, med korresponderande permutation
o(w) efter tillampad bijektion.

Fran Tabell 1 ser vi att permutationerna dér inv(w) = 4 &r 2431, 3241, 3412, 4132 samt 4213.
Permutationerna dir maj(w) = 4 ar 2143, 3142, 3241, 4132 och 4231. D4 det finns ett lika stort
antal permutationer av [4] som har 4 inversioner eller major index lika med 4, s& har inv(w) och
maj(w), w € &4, samma distributionsegenskaper for permutationer av [4].

Vi ser ocksad att kolumnerna for maj(w) och inv(e(w)) har samma vérden, vilket innebér att bi-
jektionen i Kapitel 5 skickar en permutation w med major index k till en permutation med k
inversioner. Vért att ndmna ar att ¢(w) inte &r en involution, vilket innebér att den inte &r sin
egen invers.
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4 Genererande funktioner och g-analoger

Den mest anvindbara men ocksa sviraste metoden att forsta for att evaluera f(i) ar att ge dess
genererande funktion. Det finns tva ofta forekommande genererande funktioner, den vanliga gene-
rerande funktionen och den exponentiella genererande funktionen. Da den vanliga varianten ligger
i fokus for detta arbete s& kommer den exponentiella formen inte att beskrivas.

Definition 4.1 (Genererande funktioner). Den vanliga genererande funktionen foér en réknande
funktion f(¢),7 € I 6ver index méngden I = N, ges av den formella potensfunktionen

n>0

Serien kallas formell da = inte betraktas som en variabel utan endast som en markering f6r vart
f(n) skrivs ut i serien. Anledningen for att betrakta kombinatoriskt intressanta objekt som genere-
rande funktioner &r for att vilkdnda algebraiska operationer kan definieras fér dem. Addition kan
definieras som

D ana™ Y bpa" =Y ana” +bya" =) (an + by)a"

n>0 n>0 n>0 n>0
Multiplikation kan ocksa definieras som

Zanas” anx” = (ap + a1z + agx® + - - - )(bg + bix + byz® 4+ ---) =
n>0 n>0

(aobo + agb1x + arbox + agbox® + a1bi2® + bra1a® + bpagz® + ) =

(lobo + (a0b1 —+ albo)l' =+ (a0b2 =+ 2(111)1 —+ (12[)0)1’2 + - =

0 1 2
20 Z anbo—n + z* Z anbi—n + 22 Z apbo_, + -
n=0 n=0

n=0
E z" E aibp—; = E cpx”,
n>0 i€[0,n] n>0
dar vi har definierat c,, = ZiG[O n] a;ibp_i.

Da koeflicienterna dr intressanta ur ett kombinatoriskt perspektiv sa far anvindaren ett starkt verk-
tyg att undersoka deras egenskaper algebraiskt.
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Exempel 4.2. Vi har den konstanta sekvensen av tal {1,1,1,1, ...}, genererad av f;, och en sekvens
med de positiva heltalen utom 0, {1,2,3,4, ...}, genererad av fy. Vi vill géra f6ljande

a) Hitta de genererande funktionerna for sekvenserna.
b) Summera de genererande funktionerna.
¢) Multiplicera de genererande funktionerna.

Vi far att den genererande funktionen for den forsta sekvensen &r en enkel geometrisk serie:

o0 o0 1
Zfl(n)x” = Zx” =l4z+22+4.. = T
n=0 n=0
Den andra genererande funktionen blir:
S = ng(n)x” = Z(n—!—l):z:” =1+2r+32° + -
n=0 n=0

S—xS=(1+22+32"+---)— (v +22° +32° +--)
S(1—xz) =1+ (22 — )+ (32% — 22%) + (42° — 32°) + - -~

1

S1l—z)=1 2y =
(1—2x) +ax+a°+ -

1
1-a)?

S:

dér det enkelt kan visas att omarangeringen av termerna ar tillaten utan att &ndra summans vérde
da S — xS ar en absolut konvergent serie.

Om vi adderar de genererande funktionerna sa far vi

1 1 oo o0 oo
i S S b S

vilket visar att vi far den elementvisa summan av serierna {1+1,14+2,1+3,...} ={2,3,4,...} nér
vi adderar genererande funktioner.
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Multiplikation ger oss

1
. 1—x Zx ZnJrl ch ,

n=0 n=0

tn= Y, l-n+1-i)=) n+l—i=(m+1)+n+--+2+1

1€[0,n] =0
_(n+1)(n+2) (42! (n+2) n+2
N 2 - 2n! _2!(n+2—2)!_< 2 )

vilket ger oss att

Z fi(n)z™ - Z fa(n)x Zaz Z +1)z" = Z (n ;_ 2>x". (2)
n=0 n=0

n=0 n=0

Detta har en kombinatorisk signifikans da vi paminner oss sjédlva om att koeflicienten i sista summan
i Ekvation 2 ovan dr méangden sétt att vilja 2 element bland n + 2 element.

De genererande funktionerna, pagrund av deras egenskaper att berika rdknande funktioner med
visa vanliga algebraiska operationer &r centrala i manga applikationer av kombinatorik men ocksa
féor manga klassiska kombinatoriska resultat. Satsen nedan kommer att spela en central roll i be-
viset for distributionsegenskaperna hos maj(w) och inv(w) samt &r ett bra exempel pa styrkan i
att bevisa satser for rdknande funktioner genom att uttrycka dem i deras genererande funktionsform.

Sats 4.3. Lat inv(w) vara méngden inversioner fér permutationen w € &,,. D4 géller

Y™ =M+ +g+) - (I+q++-¢" ).
wes,
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Bevis. Om I(w) = (ay,...,a,) s& vet vi att inv(w) = a1 + as + -+ - + a,. Vi far alltsa

n—1 n—2 0
E qin"(w) - E E . E girtaettan -
weS, a1=0a2=0 a,=0

n—1 n—2 0 n—1 n—2 1
ZZ...anlqw...qan:(anl) <anz>... Z qanfl .(1):

@=0aa=0 an=0 a1=0 az=0 an—1=0
O

Vi kan se att om vi i polynomet i Sats 4.3 sitter ¢ = 1 s& far vi 2-3---n = n!, vilket ar varfor
polynomet bendmns som g-analogen av n! och bendmns (n)!. Om vi ocksd bendmner varje indivi-
duell komponent i polynomet som (j), vid parentes j — 1 sa far vi att (n)! = (1)(2) --- (n), dér
(n) kallas for g-analogen av n.
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5 Bevis for ekvivalenta distributioner av major index och In-
versioner

Vi har nu alla verktyg som behovs for att bevisa pastaendet som vi reitererar hér.

Sats 5.1. Betrakta alla permutationer w € &,,. Foljande ekvivalens géller mellan distributionerna
for inv(w) och maj(w)

#{w € 6, :inv(w) =k} = #{w € &, : maj(w) = k}.

Bevis. Notera att Sats 5.1 uttryckt som genererande funktioner &r

Z qinv(w) — Z qmaj(w)- (3)

weS, weS,

Da vi vet fran Sats 4.3 att vénsterledet i 3 &r lika med (n)! si aterstar det att visa att

S i) = @, @

weS,,

For att bevisa 4 sa vill vi hitta en 1-till-1 korrespondens mellan permutationer som har major index
k och permutationer som har k£ antal inversioner. Malet ar alltsa att hitta en bijektion ¢ : G,, = &,
s& att maj(w) = inv(p(w)) dir w, p(w) € &,,.

Vi kommer att definiera Foatas bijektion[4, s.42] rekursivt via orden 71,7, ...,7n, dr v, agerar
pa {wi,...,wg}. Hur v, definieras kan enklast ses i ett exempel, som vi sedan kan anvinda for att
beskriva bijektionen mer generellt. Vi tar w = 6315724 som exempel:

6
6|3

631
63115
316[1]5|7
3161572
3651|724
3165274.

I forsta raden sa borjar vi med att plocka ut forsta elementet ur w, w; = 6. Da vi nyss har borjat
och endast har ett element sa kan vi inte gora nagot, sa y; = wy. Pa rad 2 sa kollar vi pa we = 3
och jAmfér om 6 ar storre dn eller mindre dn 3. Da 6 > 3 sa lédser vi raden fran vénster till hoger
och lagger en deliniering efter varje element i raden som uppfyller samma kriterie, i detta fall att
det ar storre dn 3. D& 6 dr det enda talet och 6 &r storre &n 3 sa far vi 1 deliniering som delar
upp raden i tvad komponenter, dar den forsta innehéller bokstaven 6 och den andra 3. Vi betraktar
sedan orden i varje komponent som cykler och roterar dem var for sig ett steg till hdger. Dé orden i
bada komponenterna i detta fall endast har langd 1 sa &ndrar detta ingenting. Efter rotationerna sa
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tar vi bort delinieringen och sétter v = 63. I nésta rad utfér vi samma procedur som i féregaende
rad och jamfor 3 med ws = 1. Da 3 > 1 sa vill vi delienera komponenterna efter varje tal som &r
storre &n 1. I detta fall dr alla tal storre d&n 1 sa vi far komponenter dér inget speciellt hdnder och
avslutar raden med att sidtta v3 = 631. Pa rad fyra plockar vi nu ut wy = 5 och jamfor den sista
bokstaven i v3 med 5. D4 1 < 5 s& vill vi nu skapa komponenterna efter varje tal som &r mindre
adn 5. Det forsta talet, 6, dr inte mindre &n 5 s& vi skippar att skapa en deliniering och fortsétter
till 3. Har stAmmer kriteriet d& 3 < 6 s& det skapas en komponent med ordet 63. Efterat far vi att
1 < 5 sa vi skapar en ny deliniering efter 1. Detta ger oss tre komponenter dér den foérsta &r den
enda som &r ldngre &n 1. Vi cykliskt roterar denna ett steg at hoger och erhaller 36 medan de andra
komponenterna férblir som de &r. Vi far nu att v, = 3615.

Pa detta sétt fortsdtter algoritmen tills det inte finns nagra element kvar ur w att ldsa av. Rad 7 &r
den sista raden och efter den cykliska rotationen sa far vi den sista permutationen v; = 3165274 =
o(w), vilket &r resultatet av bijektionen.

En generell beskrivning av algoritmen ar siledes: Antag att -y har definierats fér nagot 1 < k < n,
det vill sdga vi ar pa rad k+ 1 i algoritmen. Om den sista bokstaven av v, som ar wy, ar storre an
w1 sa klyver vi 7y, 1 komponenter vid positionen efter varje bokstav dir de ar stérre &n wyy1. Nér
wy, < w1 sa klyver vi v pa positionen efter alla bokstéver som &r mindre &n wy4 1. For varenda
komponent som bildas i denna process sa roterar vi bokstédverna cykliskt inom komponenterna &t
hoger sa att den sista bokstaven hamnar i bérjan av komponenten och resterande hoppar fran sin
position ¢ till ¢ + 1. Vi sétter p(w) = yy.

Funktionen mé se inveklad ut men den &r intuitiv. I definitionen f6r major index sa ser vi att
maj(w) 6kar med ¢ for alla ¢ € D(w). Detta innebér att varenda tillskott till maj(w) méaste under
bijektionen lagga till samma antal inversioner till den resulterande permutationen. Exempelvis pa
rad 4 ser vi att major index av wywsowsws = 6315 ar 3. Efter den cykliska rotationen s& far vi
istallet att inv(yy) = 3.

Argumentationen ovan kan generaliseras till ord av godtycklig lingd genom ett induktionsargument.
Lat nx = wy - - - wy, och visa att inv(yg) = maj(nx) via induktion pa k.

Vi ser direkt att inv(y;) = maj(n;) = 0. Vi antar att inv(y;) = maj(ny) f6r nadgot k < n. Vi far tva
fall, wr < wgy1 och wy > w4 1. For forsta fallet, antag att vi far m antal komponenter. Sista bok-
staven i varje komponent kommer att vara det minsta vilket innebér att varje komponent innehéller
#C — 1 antal inversioner innan den cyckliska rotationen, dar #C' ar langden av komponenten. Efter
rotation sa elimineras de #C — 1 inversionerna fran varje komponent. Eftersom att varje bokstav i
varje komponent forutom den forsta ar storre dn wy41 sa far vi tillbaka #C — 1 antal inversioner
per komponent, vilket ger en skillnad pa 0 inversioner for vg4+1. Dvs inv(vg41) = maj(ne41).

For det motsatta fallet, wy > w1, sa far vi istéllet att den sista bokstaven inom varje komponent
ar storst inom komponenten. Detta innebar att nér vi roterar dem ett steg sa blir forsta talet i varje
komponent nu det storsta virdet och saledes introducerar m(#C — 1) antal inversioner for 1.
Vi erhaller ocksa m antal nya inversioner eftersom att wy1 dr mindre dn det férsta talet fran varje
komponent och vi har m komponenter. Vilket innebér att

inv(yg+1) = inv(yg) + Z(#C’ — 1)+ m=inv(y) + k.
C
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Eftersom k € D(ng+1), s& far vi maj(ng+1) = maj(ne) + k = inv(y) + k = inv(yg41)-

Vi vet alltsd att vi nu alltid kan hitta par av permutationer wy,wy € &, dir inv(w;) = k =
maj(ws). Nu aterstar det att visa att ¢ dr bijektiv, det vill sdga att det finns lika manga.

Vi bevisar detta genom att konstruera inversen av ¢. Lat v = vivs...v, € G,,. Vi vill hitta en
unik w = wyws...w, sidan att ¢~ (v) = w, det vill siiga att v #r slutprodukten av att applicera
den ursprungliga bijektionen pa w. Vi vet da att den sista bokstaven vi tillade pa v, v, maste
vara lika med w,. Vi definierar d& om v till v = §,_jw,, dir §,_1 = v1v2...v,_1. Antag nu att
vi har fatt oy, wiy1, Wkt2, ..., w, for nagot k, 1 < k < n. Vi kan nu ga igenom proceduren fast i
omvand ordning. Om sista elementet i §; &r storre &n wi41 sa delar vi ordet innan varje element
dér v > wgy1. Sedan sa roteras elementen i varje komponent at vdnster, istéllet for hoger som vi
gjorde nér vi applicerade ¢. Om sista elementet i §; dr mindre sa gérs samma sak. Vi tar den sista
bokstaven och later den vara wy i vart nya ord och tar bort den fran d; sa att vi erhaller §;_1. Da
¢ &r surjektiv och ¢! #r surjektiv och vi underséker permutationer av dndliga méngder sa vet vi
att ¢ maéste vara bijektiv, vilket avslutar beviset. O
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6 Stirlingtal, Eulerska tal och Excedances

Det finns en annan intressant statistik som kallas for excedances. Man kan visa att den har samma
distributionsegenskaper som des(w). For detta bevis méste vi forst definiera vad excedances ar samt
konceptet av ett Eulerskt tal som kommer vara centralt i att bevisa distributionsegenskaperna.

Vi introducerar ocksa andra relevanta koncept inom kombinatoriken sasom Stirlingtal av forsta
typen.

For detta kapitel sa kommer vi ta for givet att tva uttryck med samma rekursiva relation har samma
distributionsegenskaper.

6.1 Stirlingtal av forsta typen

Definition 6.1 (Stirlingtal av forsta typen). Permutationerna w € &,, betraktade som cykler ar
uppbyggda av olika antal delcykler. Talet c¢(n, k) representerar antalet permutationer av [n] som
har k cykler och kallas for ett teckenldst Stirlingtal av forsta typen, dir (—1)"Fc(n, k) kallas for
ett Stirlingtal av forsta typen[4].

Exempel 6.2. Vi beriknar ¢(3,2), vilket &r stirling talet av forsta typen f6r permutationer med 2
cykler och 3 element. Vi radar upp alla permutationer av lingd 3 i cykelnotation, samt hur manga
cykler de har:

Vi ser att det finns totalt 3 permutationer som har lingd 3 och 2 cykler och ¢(3,2) blir saledes 3.
Vi kan ocksa se att ¢(3,1) = 2 och att ¢(3,3) = 1.

Man kan ocksa visa att Stirlingtal rdknar antal viinster-till-héger maxima. Vi kan gora detta genom
att visa att Stirlingtal och antalet permutationer med k antal vinster-till-héger maximan uppfyller
samma rekursion.

Vi bendmner s(n, k) som antalet permutationer pa [n] med k maxima. Vi kan skapa en permutation
pa [n + 1] med k maxima fran en permutation pa [n] genom att forst tillimpa avbildningen w; —
w; + 1, och sedan undersoka vart vi kan ligga in elementet 1. Vi far ett tillskott av s(n, k—1) genom
att vilja en permutation pa [n] med k& — 1 maximan och ligga in 1 i bérjan av permutationerna, da
detta lagger till ett maxima. Vi kan sedan undersoka hur vi kan ldgga in 1 i permutationer av [n]

19



som redan har k£ maximan, utan att &ndra antalet. Detta kan géras genom att sétta in 1 pa alla
andra positioner utom i borjan, vilket ar n positioner. Alltsa far vi ett tillskott av ns(n, k). Detta
ger oss rekursionen:

s(n+1,k) =s(n,k —1) + ns(n, k),
vilket dr samma rekursion som for Stirlingtal|[4, s.32| vilket avslutar beviset.

6.2 Excedances

Definition 6.3 (Excedances). Lat w = wyws...w, € &, vara en permutation pd méngden {1,2,...,n}.
Om w; > i s& kallar vi w; en excedance for w. Statistiken exc(w) rédknar antalet excedances i w.
Om w; > i s kallar vi w; for en svag excedance.

Exempel 6.4. Vi betraktar permutationen w = 43125. Vi ser att bokstaven 4 ligger péa index 1.
Da wy =4 > 1 sa har vi att 4 4r en excedance. Vi ser pa nésta bokstav att 3 > 2 och far saledes att
3 ocksa ar en excedance. Inga utav de néstkommande bokstéverna i permutationen adr excedances
da1<3,2<4och5=05. Alltsa far vi att exc(43125) =1 +1+0+ 0+ 0 = 2.

6.3 Eulerska tal och polynom
Ett viktigt begrepp inom kombinatoriken gar att beskriva genom att betrakta féljande uttryck

d

Ad(.ﬁ) — Z ml-&-des(w) — ZA(d7 k‘)l‘k,

weGy k=1

dér vi kallar Ay(z) for ett Eulerskt polynom och A(d, k) for ett Eulerskt tal[4]. Vi kan se att fran
den andra summan i uttrycket att A(d, k) ir koefficienten framfér 2%, dvs summan av alla uttryck
i summan med exponent k, vilket i detta fall blir alla permutationer dir des(w) = k — 1.

6.4 Distributionsegenskaper for descents och excedances

Vi kommer att hitta rekursioner fér bade descents och excedances och etablera att da bada uttryck
ar ekvivalenta med varandra sa maste de ha samma distributionsegenskaper.

Till att borja med s& paminner vi ldsaren om descents och excedances:
descent : w; > wiy1, i € [d— 1], w € Sy,

excedance : w; > 4, i € [d], w € &g,

samt att des(w) och exc(w) rdknar antalet descents och excedances for en permutation w € &,.
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Malet ar att hitta en rekursion for B(d, k), vilket &r ett tal som representerar antalet permutationer
av langd d som har k excedances och sedan jamfora detta uttryck med en rekursion for A(d, k),
antalet permutationer av ldngd d med k descents. Forst och frimst s ser vi att A(1,0) = B(1,0) =
0, da vi varken kan ha nagon descent eller excedance om det inte finns nagra element som foljer
varandra.

Vi mirker sedan, for en permutation w = wyws - - - wg—1 € S4_1, att om vi vill lagga in d nagonstans
i w sa att vi far k excedances, sa finns det endast tva sétt att dstadkomma detta. Vi kan lagga in
d 1 en position sa att vi Okar antalet excedances med 1 for en permutation med k& — 1 excedances,
eller halla antalet konstant for en permutation med k excedances. Detta dr rimligt da genom att
ldgga in d nagonstans sa kan vi totalt endast 6ka antalet excedances med 1. Alla excedances som
lag mellan positionen for d och den sista positionen i permutationen antingen bevaras eller forstors
efter insdttningen. Om alla bevaras sa far vi en ny permutation med en extra excedance. Om inte
alla excedances bevaras sa kan vi behalla samma antal excedances genom att skapa en ny och sedan
ta bort en i processen. Risken finns att eventuellt tappa mer dn en excedance, vilket &r irrelevant
for vart uttryck da vi vill rdkna antalet permutationer dér antal excedances ar exakt lika med k,
vilket innebér att vi endast bekymmrar oss med positioner déar vi lagger till d sa att vi antingen
okar excedances med 1 eller bevarar antalet som redan existerar.

Vi borjar med att betrakta permutationerna w i cykelform och inser att det finns total fyra sétt
att sdtta in d i en permutation w € Sy4_1:

1. T en cykel mellan w;, w;y1, dar w; > w;qq

2. I en en-cykel, dvs. -+ (w; d) - -

3. T en cykel mellan w;, w;y1, dir w; < w;iqq

4. Sétt in d 1 w s& att vi far en en-cykel ---(d) - - -

De sista tva ger inga nya excedances da i Fall 3 s& sdtter vi in d efter w;, som redan var en excedance.
Detta innebér att vi byter ut en excedance med en annan. I Fall 4 sa sitter d ensam och kan dérfor
inte var en excedance. Dessa tva fall ger oss att vi kan sétta in d mellan varje par dir w; < w;41,
vilket &r k platser da vi har k antal excedances. Vi far ocksa 1 sétt att sétta in d som en egen cykel
vilket ger oss att 8 =k + 1.

De forsta tva fallen &r sdtten vi kan 6ka antalet excedances med 1. Fér Fall 1 s& ser vi att om
w; > w41 sa skapar vi en ny excedance genom att sétta in d sa att w; < d > w;41. Fall 2 6kar
excedances med 1 d& vi kan sitta in d och garanterat generera en excedance. Detta sker da w(i) = i
och genom att lagga in d sa far vi istéllet att w(i) = d > 4. Vi far séledes att o = d — k da det
maste finnas d nya permutationer som genereras via inséttning av d nagonstans.

Rekursionen for excedances ar saledes

B(d,k)=(d—k)B(d—1,k—1)4+ (k+1)B(d — 1,k).
Liknande resonemang kan anvindas for att konstruera en rekursion for descents. Vi vill hitta ett
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uttryck for A(d, k), antalet permutationer w € &4 med des(w) = k. Det finns endast tva séitt att
ga fran en permutation i G4 till en permutation i &, s& att des(w) = k, vilket ir att antingen
borja med en permutation dir des(w) = k och placera d pa ett sitt si att antalet descents forblir
densamma eller att ta en permutation dér des(w) = k — 1 och via inséttningen oka antalet descents
till k.

Om vi har en permutation w = wyws - - - wgy—;1 dir des(w) = k—1, sa kan vi placera d direkt i borjan
sa att vi far w = dwyjws - - - wy_1, da detta garanterar att vi far en ny descent utan att éverskrida
en sedan innan existerande descent. Eller sa kan vi hitta alla positioner ¢ som inte ar en descent,
dvs. w; < w; 41 och placera in d sd att ( -+ w; d w41 ---), vilket garanterar att d > w;11. Vi har
totalt (d — 1 — k) + 1 =d — k positioner dir vi kan 6ka des(w) med 1.

For en permutation dar vi har k descents sa méste antalet bevaras, det vill sdga vi kan lagga d i
slutet s att w = wiws - - - wq_1d, eller hitta alla positioner dir ¢ dr en descent. Om vi ldgger in d
saddan att ( -+ w; d wip1 ---), s& har vi att w; < d > w;y1. Positionen vid d blir en ny descent
men positionen vid ¢ slutar att vara en descent. Vi har alltsa k& + 1 positioner dar detta kan ske.
Var rekursion blir saledes:

A(d, k) = (d— k)A(d— 1,k — 1) + (k + 1)A(d — 1, k),

vilket slutfor beviset for ekvidistributionen av des(w) och exc(w) d& bada uppfyller samma rekur-
sion.
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