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Abstract

The German mathematician David Hilbert (1862-1943) presented a list with 23 unsolved
problems in mathematics year 1900. This paper addresses Hilbert’s third problem and the
solution to the problem that was presented by Max Dehn, a student to David Hilbert, using the
Dehn invariant.

Hilbert’s third problem is a geometric question and concerns whether two tetrahedra with the
same base and height can be divided into a finite number of pieces that form congruent
tetrahedra, or if they can be combined with other tetrahedra to create new polyhedral that can,
in turn, be divided in a similar way.

This paper discusses mathematical concepts such as rational numbers, irrational numbers,
vector spaces, polyhedra and dihedral angels, and explains how these concepts are used to
define and calculate the Dehn invariant.

A theorem presented in this paper shows how the Dehn invariant can be used to analyze
whether two polyhedra are equicomplementary, which is crucial for understanding Hilbert’s
third problem. In the end, examples are provided where the Dehn invariant is calculated; these

examples give a negative solution to Hilbert’s third problem.
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Sammanfattning

Den tyske matematikern David Hilbert (1862-1943) gjorde ar 1900 en lista dver 23 olosta
problem inom matematiken. Denna uppsats behandlar Hilberts tredje problem och den 16sning
till problemet som Max Dehn, student till David Hilbert gav med anvéndning av Dehn-
invarianten.

Hilberts tredje problem &r en geometrisk frdga och handlar om huruvida tvi tetraeder med
samma bas och hdjd kan delas upp 1 dndligt ménga delar som sedan bildar kongruenta
tetraeder, eller om dessa kan sammanfogas med andra tetraeder for att bilda nya polyedrar
som 1 sin tur kan delas upp pa liknande sitt. Denna uppsats tar upp matematiska begrepp sé
som rationella tal, irrationella tal, vektorrum, polyedrar och dihedralvinklar och forklarar hur
dessa begrepp anvénds for att definiera och berikna Dehn-invarianten. En sats som
presenteras i uppsatsen visar pa hur Dehn-invarianten kan anvidndas for att analysera om tva
polyedrar dr ekvikomplimenterbara, vilket dr avgorande for att forstd Hilberts tredje problem.
Avslutningsvis ges exempel diar Dehn-invarianten berdknas; dessa exempel ger en negativ

16sning till Hilberts tredje problem.

Nyckelord:

Hilberts tredje problem, Dehn-invarianten, polyedrar, geometri



Forord

Jag vill tacka min handledare Dan Petersen for hans engagemang, de givande samtalen och

den vigledning jag har fatt under mitt uppsatsskrivande.



Innehéllsforteckning

Inledning

Sektion 1.

Rationella och irrationella tal

6

| D 1G5 1115 () s N 0 R
KOMUMICIILAL . ...ttt ee et e e et e e e e et ae e e e e eetaaeeeeeeeaasseeeeeeeasraeeeeeeearsseeeesassaeeeseessrseeeeennnnres

T 15 TRt

VBKEOTTUINL ..eeutiiiieiteieeteet ettt ettt ettt ea et b e b e bt sb e e bbbt st et et et et e et et e st ebtebeebeeb e e bt e bt saesbenbenee st ensenee
DETINITION 1.2, oottt ettt b e a e sttt et et e bt e bt ebe e bt e bt b s bt st et benaennen
EXEIMIPEL L.ttt ettt sttt sttt et ettt et h bt bbbt bt sttt e nnen
KOMIMEILAT . ...ttt ettt sttt et b e s b e b et e saeesn e e aee st saeesaeennenneennenrees

Lemma L. 1o ettt e e e e e et e e e eeea——aeeeeea——aaeeeeaetateaeeaatrateeeeeatrraeeeeaarres

Sektion 2.

Hilberts tredje problem
| D 1G5 1115 () s 1022 KRR
T 15300 RO

LA 2.1 ..o e e e e et e e e eeea——aaeeeaa——aaaeeeaataaeaeeeatrateeeeeatrraaeeeannrres

EXEIMIPEL...c.otieee ettt bbb ettt ettt ea e h e bt e a e bbbttt ae e nnen
DIETINITION 2.4 ...ttt ettt ettt st b e b et sttt et ettt eat e bt ebe e bt bbbt sttt ae e nten
DETINITION 2.5 .ttt ettt et b et b b et ettt ettt ea e bt bt bbbt bt sttt be e nten
DENN-INVATIANIEI ...ttt ettt ettt st b e et ettt et et e st ebeeutebe e bt ebe e bt sbesae b e benaennen
DIETINITION 2.6 .ttt ettt et ettt sb b bt s e ettt ettt ea e ae bt bbb bt sttt ae e nten
DIETINITION 2.7 .ttt ettt et ettt sb e bt b e et sttt et et et et ea e e bt e bt eb e e bt b s bt sttt be e nnen
SAES 2.2 1ttt e bt bbbttt h e b ettt a et ae bbbt eh e bt bt et ennenee

Bevis med Dehn-invarianten

..6

.7

.8
.8

.9

11

11
11
11
11
12
12
12
13
13
15
15
15
16
16
16
16
16
17
17
18

19



EXEIMIPEL L.ttt b ettt et ettt et a bt bbbt bttt ae e nnen 19

EXEIMIPEL 2.ttt b ettt ettt a bbbt bbbt ettt et et nnen 20
EXEIMIPEL 3.ttt b bbbt ettt ea bbbt bbbttt ae e nnen 21
EXEIMIPEL 4.ttt b bttt ettt et ea e h e bt bbbt bt ettt ae e nnen 22
Referenser 23




Inledning

Hilberts tredje problem behandlar frdgan om det &r mojligt att dela upp tva
polyedrar med samma volym i ett andligt antal kongruenta delar och omforma
dessa for att bilda nya polyedrar. Problemet, som presenterades ar 1900, ledde till
en 16sning av Max Dehn, en av David Hilberts studenter, genom introduktionen
av Dehn-invarianten. Denna uppsats undersoker Dehn-invarianten och betydelsen
av volymens egenskaper i relation till geometriska omvandlingar. Aven centrala
begrepp som dr nddvindiga for att forstd Dehn-invarianten och dess tillimpningar

undersoks.

Sektion 1.

Rationella och irrationella tal
Definition 1.1. Rationella tal, Q skrivs som% dir a och b ar heltal och b # 0, alla

andra reella tal ar irrationella tal.

Kommentar. Ett rationellt tal har periodisk decimalutveckling, annars dr det ett
irrationellt tal. Exempel p4 irrationella tal &r V2, e och 7.
I allménhet dr det mycket svért att avgdra om ett tal ir irrationellt. Ar 1978

bevisade den franske matematikern Roger Apéry att

1
®=) =
n=1

ar ett irrationellt tal, vilket var ett banbrytande resultat inom talteorin vid den
tiden.

Oppen formodan att

1
) =) —

nz1



ar irrationellt for alla udda s > 3 men det &r inte ként ens for s > 5 vilket visar pé

svérigheten att avgdra om ett tal dr irrationellt.
1

I denna uppsats kommer vi behova veta att foljande tal, %arccosi och % arccos

ar irrationella tal.

Sats 1.1. For varje udda heltal dir n > 3 ar talet

A(n): = —arccos —
T

Vn
irrationellt.

Bevis. Grundldggande trigonometri och additionssatsen ger oss

cos(a) + cos(B) = 2 cos <a ; 'B) cos <a ; 'B).
Fora = (k+ 1)¢p och f = (k — 1)¢ far vi att

cos(k + 1)@ = 2 cos(ke) cos(p) — cos(k — 1) (*)

For vinkeln ¢,, = arccos (\/iﬁ) far vi att cos(¢,) = \/iﬁ och0 < ¢, <m. Vikannu

skriva cos (k¢,) pa formen
1
cos(kg,) = A ﬁ

dér Ay ar ett heltal som inte dr delbart med n, for alla k > 0. For de forsta virdena
k=0ochk =1 harviatt A, = 4; = 1.

Genom att anvénda formeln frdn ovan (*) och induktion kan vi nu visa att:

1 1 1 1
cos((k+1 =2—A,—— Ay 1——= 24, —nA)_{) ——.
(( )(Pn) Jn k\/ﬁk k 1\/516_1 (24, k l)ﬁkﬂ



Detta ger oss en rekursiv formel for Ay, :
Agy1 = 24, —nAy_q.

Hiér ser vi att om Ay, inte dr delbart med n, s kommer inte A, heller vara

delbart med n.
Nu antar vi att A(n) = %(pn ar ett rationellt tal, vilket innebér att ¢,, = %T dar k

och m idr positiva heltal. Vi har m > 1 eftersom 0 < ¢,, < m. Detta innebir att:
m:- @, = km.

Detta ger oss

1
cos(km) = +1 = A, W

Vi faratt A,, = i\/ﬁm, och \/ﬁm ar ett heltal. Detta innebdr att m ar jamt, eller att

n dr en jamn kvadrat. Oavsett ser vi att A, dr delbart med n eftersom \/ﬁm ar
delbart med n, dd m > 2. Darmed har vi visat att A(n) inte kan vara ett rationellt

tal ndr n > 3 ar udda.

Rationalitet och irrationalitet kan tolkas 1 termer av vektorrum och dimension
enlig Lemma 1.1 som f6ljer pd nésta sida. Detta perspektiv anvénds ocksa i

16sningar till Hilberts tredje problem.

Vektorrum.

I ett vektorrum V 6ver en kropp K ska vi kunna addera tvé vektoreraoch b iV
och fa ut en ny vektor a + b € V. Vi ska dven kunna multiplicera en vektor a € V
med en skaldr A € K och fa en ny vektor Aa € V. Dessa operationer ska uppfylla

vissa rdkneregler for att vi ska kunna definiera ett vektorrum.

Definition 1.2. Ett vektorrum V, 6ver K dr en méngd med ett element 0 € V som

med addition och multiplikation operationer uppfyller vektorrumsaxiomen:



1. a+b=b+a (kommutativitet)

2. (@a+b)+c=a+(b+c¢) (associativitet)
3. a+0=aforallaaeV (nollvektorn)
4. ForvaeV,3ceVsaattc+a=0 (additiv invers)
5. la=a (multiplikativt
enhetselement)
6. (af)a = a(pa) (associativitet)
7. a(a+b)=ca+ab (distributivitet)
8. (a¢+pf)a= aa+pb (distributivitet)

Multiplikationen i vektorrummet beror pa kroppen K.

Exempel 1. R &r ett vektorrum 6ver Q. Dimensionen for R som Q-vektorrum ar

odndlig.

Kommentar. Lat VV € R, dar V ar ett delrum 6ver Q.

Alla linjarkombinationer av vektorer i V har rationella koefficienter. For att R ska
kunna vara ett vektorrum 6ver Q maste kraven for addition och
skaldrmultiplikation vara uppfyllda (Def 1.2) och dessa operationer maste vara

definierade med rationella skalérer.
Notation: Om M c R ir en delmingd, later vi V(M) := spanqg M.

Lemma 1.1. For V(M) diar M = {a, §} giller det att dim V(M) = 2 omm 8 # 0

och% ar irrationellt. Speciellt ar dim V({1, x}) = 2 omm x &r irrationellt.

Bevis. Borja med att notera att vi kan anta att bdde «, f # 0 for annars blir
definitivt dim V(M) < 2. Vi vill visa att a och f &r linjért oberoende dver Q och
att det spanner upp ett tvddimensionellt rum. Det vill séiga att a och § ar
irrationella tal som inte dr proportionella mot varandra vilket leder till att dom ar

linjért oberoende.



Vi antar att a och f r linjért beroende da skulle det finnas tva rationella tal
q1,9> € Qsadanaatta-q; + - q, = 0. Om «, f # 0 maste q;, q, # 0. Vilket

ger 0ss
a-q+p'q,=0 <

a=——": =
q1 g

q>

a
B q
Detta visar att a och f &r linjirt beroende dé kvoten %, med f # 0 &r ett rationellt

tal.

Vidare antar vi att % ar ett rationellt tal g, d& far vi

a—q-p=0
vilket visar att a och f r linjart beroende.

Fran ovan ser vi att a och f ar linjért oberoende dver Q och spénner upp ett

tvddimensionellt rum om och endast om  # 0 och % ar irrationellt.
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Sektion 2.

Hilberts tredje problem
I boken Proofs from THE BOOK (Aigner & Ziegler, 2004) formuleras Hilberts

tredje problem genom frdgan huruvida det existerar

"two tetrahedra of equal bases and equal altitudes which can in
no way be split into congruent tetrahedra, and which cannot be
combined with congruent tetrahedra to form two polyhedra which

themselves could be split up into congruent tetrahedra." (s.45).

Hilbert ville visa pd att tvd polyedrar med samma volym inte nddvandigtvis gar att
omforma till varandra och bevara samma volym pé grund av den inre geometrin
vilket Max Dehn skulle visa pé. Speciellt giller att tva tetraedrar med samma
basarea och samma hojd inte kan delas upp 1 mindre bitar for att sedan omformas

och séttas ihop till varandra.

Definition 2.1 Tva polyedrar P och Q ir ekvidekomponerbara, eller "klipp och
klistra’-kongruenta, om dom kan delas upp 1 dndligt minga polyedrar

Py, P,, ..., B, och Q4, Q,, ..., Q,, s att P; och Q; &r kongruenta for allai (1 <i <

n).

Vi tittar dven pa det tva-dimensionella rummet och Wallace-Bolyai—Gerwien sats

(Andreescu & Gelca, 2009)

Sats 2.1 (Wallace-Bolyai—Gerwien) Tva polygoner P och Q med samma area dr
ekvidekomponerbara. Med andra ord: det gar att dela upp dessa polygoner 1
dndligt antal delar dir varje del dr en ny polygon. Delarna kan sedan translateras,

roteras och séttas ihop och bilda den andra polygonen.

Lemma 2.1. Givet vilken polygon som helst kan den delas in i dndligt manga

trianglar.

11



Bevis: Lt P vara en polygon. Vilj ett horn v, 1 polygonen och rita linjer fran det
hornet till dom nérliggande hornen, sa att linjerna gér innanfor polygonen. Detta
skapar en uppdelning av polygonen i trianglar och nya mindre polygoner. Vilj
sedan ett nytt horn i en nybliven polygon, som ej dr en triangel, och upprepa
proceduren utan att ndgra linjer skér varandra tills hela polygonen ér indelad i
trianglar likt bilden nedan. Eftersom varje polygon har ett dndligt antal hérn och

sidor, krdvs det dndligt antal steg for att skapa &dndligt manga trianglar.

— N

Lemma 2.2. Varje triangel dr “’klipp och klistra”-kongruent med en rektangel med

samma bas

Bevis: Givet en triangel, utgd fran hornet med den storsta vinkeln och konstruera
hojden dirifran med en lodrit linje nedét. Dela triangeln i tva delar med en linje
som &r vinkelrdt mot hdjden och halverar den. Detta delar in triangeln i tre delar

som kan séttas ihop till en rektangel.

S A

12



Lemma 2.3. Tva rektanglar med samma area &r “’klipp och klistra”-kongruenta.

w

G F

D C
I\

Bevis: Vi vet att arean av AEFG = w - z och arean av ABCD = x - y vilket ger oss

att

Xy = wz.

Vi antar forst att triangeln ABG ligger innanfor AEFG U ABCD, dvs att w < x <

2w ekvivalent att y < z < 2y. Frén bilden ser vi att triangeln ABG = a - DIG och
ABG = (- EBH forndgraa,f € R > 0. For att DIG och EBH ska vara

kongruenta vill vi visa att @ = 8 dvs att DG ir lika ldng som EH, och DI lika ling

som EB.

Vi vet att

vilket ger oss inversen

likasa vet vi att

vilket ger oss inversen

VA
a =
z—y
7 —
i lETY Y
VA Z
. X
ﬁ_x—W
X—WwW
-1 — = _—
ﬁ X X

13



Detta leder till att

1—

N
<
S

och dirmed har vi visat att « = [ som leder till att DIG och EBH é&r kongruenta.

Vi ldgger nu till en punkt J.

w
/—/_
fG L -uJ
|
!
:
1
D C
\
» I
H
>y
\ J
A E B

Fran bilden ovan ser vi att triangeln GB] = A+ GHF och GB] = § - IBC for nagra
A,8 € R> 0. For att GHF och IBC ska vara kongruenta vill vi visa att A = § dvs
att GF ir lika lang som IC och HF ir lika ling som BC.

Vi vet att

och att

vilket leder till att

S xy =wz.

<IN

Vi har dirmed visat att A = § vilket leder till att GHF och IBC ir kongruenta.

14



Omw < x < 2w ekvivalent att y < z < 2y inte rader vet vi att en rektangel R,
med basen b och hojden h dr “klipp och klistra”-kongruent med en rektangel R,

med basen 2b och hojden % h vilket framgar ur bilden nedan. Om R och R’ 4r tvé

14

rektanglar med samma area, sa ar alltid R’ “’klipp och klistra” — kongruent med R

sé att R och R" uppfyller w < x < 2w ekvivalentatty < z < 2y.

h < ~
> —h
L J
H_)
A
2b

Lemma 2.1, 2.2 och 2.3 tillsammans bevisar sats 2.1.

Max Dehn
Max Dehn (1878-1952) var en tysk matematiker inom geometri, topologi och
gruppteori. Han var student till David Hilbert och loste Hilberts tredje problem

genom att introducera det som idag heter Dehn-invarianten.

Definition 2.2 Om § < R" ir en mingd, definierar vi konvexa hdljet till S som
den minsta konvexa méngd som innehéller S. Varje punkt P i konvexa héljet kan
skrivas som en konvex kombination av punkter i S pa formeln

n n

P = Z t;P; dar Z t;=1o0cht; >0, P;€Sforalllai.
i=1 1

i=

Definition 2.3 En polyeder ir konvexa holjet av en dndlig delméngd i R3.

15



Exempel. En fetraeder dr konvexa holjet av fyra punkter som inte ligger i ett plan,
P;, P,, P;, P, dir mangden av alla punkter P, pa eller inom tetraedern kan skrivas

som konvexa kombinationer av dessa punkter.

Vi kan dven se en polyeder som en mingd punkter som begriansas av ett antal

plan, dven kallade fasetter.

Definition 2.4 En fasett dr en plan yta som utgdr en delméngd av den totala ytan
som avgransar en polyeder. En fasett dr en polygon som till exempel en triangel

eller fyrkant. En fasett begrénsas av polyederns kanter.

Definition 2.5 Dihedralvinkeln ir den vinkeln som skapas mellan tva plan som

skir varandra. Dihedralvinkeln ges av formeln:

ny *ny
cosf = T —er——————
Inl - M7l

dir m; och m; ir normalvektorer och ||n7]| och ||, || 4r deras normer, och * ér
skaldrprodukten. Vinkeln 6 &r den positiva vinkel mellan planens normalvektorer

och antar ett virde mellan 0 och 7.

Dehn-invarianten

Nér man rdknar med Dehn-invarianten for en polyeder P, tittar man pé olika
geometriska egenskaper sa som ldngden pé kanterna och vinklarna mellan
sidorna. Det gér man for att f4 fram mer detaljerade egenskaper for en polyeder 4n

bara volymen.

Definition 2.6. Lat P var en polyeder. Lt M S R vara ndgon médngd som
innehéller alla dihedralvinklar i P samt 7. Lat f: V(M) — R vara en Q-linjér
funktion. Vi definierar Dehn-invarianten av P med avseende pa f som det reella

talet

Dr(P) = ) (e) - f(a(e)

eepP

16



dar summan stracker sig over alla kanter e av polyeden, [(e) betecknar ldngden pé
e och a(e) ar dihedralvinkeln mellan de tva fasetterna som mots i e. Dehn-
invarianten beror alltsd inte bara pa P, utan dven pé valet av en méngd M samt en

funktion V(M) — R.

Definition 2.7 Tva polyedrar &r ekvikomplimenterbara om det finns polyedrar

Py, P,, ..., B, och Q4, Q,, ..., @, sa att det inre av P; ér disjunkt fran varandra och
fran P, likasa géller for Q; och Q, och dessutom att P; dr kongruent med Q; for alla
iochatt P:=PUP,UP,U..UP,ochQ:=QUQ;UQ,U..UQ,, ir

ekvidekomponerbara.

Vi kan konstatera att ekvidekomponerbara polyedrar dr ekvikomplimenterbara
men att det omvénda forhallandet skulle gélla ar ldngt ifran klart. Féljande sats ur
boken Proofs from THE BOOK (Aigner & Ziegler, 2004, s. 47) kommer hjélpa
oss att se att tetraeder med samma volym som inte dr ekvikomplimenterbara inte
heller dr ekvidekomponerbara. Vilket var det Hilbert menade pa nér han sa att tva
tetraedrar med samma bas och samma hdjd inte kan delas upp i kongruenta
tetraeder trots att de har samma volym. Det gér inte heller att kombinera de tva
tetraedrarna med andra kongruenta tetraeder sé att dom tillsammans skapar tva
nya tetraedrar som skulle kunna delas upp i kongruenta tetraeder. Nedanstdende

bevis dr en senare forenklad version av Dehns ursprungliga argument.

Sats 2.2 Ldt P och Q vara polyedrar med dihedralvinklarna a4, @, ..., a,
respektive B1, By, ..., Bp vid deras kanter, och ldt M vara en dndlig uppsittning av
reella tal sadan att {al, Az, ooy Ay B1, B2 wov Py n} C M. Omf: V(M) — Qar

ndgon Q-linjdrfunktion med f () = 0 sd att
D¢(P) # Dr(Q),

sd dr P och Q inte ekvikomplimenterbara.

17



Bevis. Bevis i tva delar.
Del 1. Vi péstér forst att om en polyeder P, delas upp i dndligt manga delar
Py, P,, ..., P, dar alla dihedralvinklar P;, P,, ..., P, ligger inom méngden M sa

kommer Dehn-invarianten kunna summeras enligt nedan
Df(P) = Dg(Py) + Dg(Py) + -+ Ds(B,)
for varje Q -linjar funktion dar f: V(M) — Q med f () = 0.

For varje delsegment e’ € e dér e dr en kant till polyedern P, kan vi tinka oss en

massa som tilldelas e’ enligt
me(e") = l(e") -f(a(e’)),

langden av segmentet e’ multiplicerat med funktionsvérdet vid dihedralvinkeln a.

Vi kan se att nér polyedern P delas upp i dndligt antal

polyeder Py, P,, ..., P, kommer dihedralvinklarna kunna
summeras pa ett sitt si att massorna kan gora detsamma.
For varje gemensamt segment e’ i Py, P,, ..., B, kommer

dihedralvinklarna kunna summeras till den

dihedralvinkeln som utgors av den gemensamma kanten i

den ursprungliga polyedern P.

Tittar vi vidare pa vilken annan kant e’ som helst som

tillhor ndgon av polyedrarna P, P, ..., P, och som finns i

det inre av en fasett av P eller i det inre av P, kommer "
vinklarna att summeras till r respektive 2. Det leder till
att funktionsvéardet for vinklarna i dessa delar adderas pé

ett sadant vis sa att forhallandet f(r) = 0 och f(2m) = 0 ,

rader. Detta innebdr att summan av massorna far samma

virde som vi ursprungligen hade tilldelat dessa kanter i P,

ndmligen 0.

18




Del 2. Vi antar att polyedern P och Q &r ekvikomplimentdra. Vi infor en ny méngd
M' som har den ursprungliga méngden M som delméngd, och innefattar alla
dihedralvinklar som finns i polyederna som vi delat upp fran P och Q. Eftersom vi
delat in P och Q i dndligt ménga delar kommer dven M’ vara en dndlig méngd. Vi
tittar nu pa funktionen f: V(M) — Q fran ovan och utokar den godtyckligt till
f:V(M") — Q med f'(m) = 0 och ser att vi fran argumentet i del 1 far att

D¢, (P;) = Dy, (Qy)

eftersom P och Q &r ekvikomplimentira, vilket &r en motséigelse till satsen och

ddrmed kan inte P och Q vara ekvikomplimentéra.

Bevis med Dehn-invarianten

Nedan foljer olika berdkningar av Dehn-invarianten, dessa berdkningar

tillsammans med Sats 2.2 utgdr beviset for Hilberts tredje problem.

Notation: Om P ir en polyeder i R3 18t Mp vara mingden av alla dihedralvinklar

mellan fasetterna tillsammans med talet 7.

Exempel 1. Om C ér en kub fér vi att

Notera att vi vidare kommer att anta att for vilken &dndlig mingd M € R som
innehaller My, och oavsett vilken Q-linjir funktion f: V(M) — Q vi viljer, sd
kommer den uppfylla f(;r) = 0. For att berdkna Dehn-invarianten D¢ (C) for en

kub C anvinder vi oss av definition 2.6 som ger oss
12
D (C) =Zl J® _ L)_ 6Lf (7).
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Men eftersom f () = 0 far vi att
sd Dehn-invarianten for en kub ar noll.

Exempel 2. Lat T vara en regelbunden tetraeder med kantléingden [, vi far att
MT = {0(, T[}.
Vi kan utifran bilden bredvid se att alla dihedralvinklar kommer

vara samma dd mittpunkten F av bastriangeln delar AE med 1:2

och |AE| = |DE| och vi fér att cosa = gvilket ger oss att
1
@ = arccos .

Vi noterar att for My = {a, m} dr forhallandet

a 1 1
— = —arccos—
T T 3

irrationellt da % arccosg ar ett irrationellt tal. Vidare vet vi fran Lemma 1.1 att Q-

vektorrummet V(M) dr 2-dimensionellt med basen M, och det finns en Q-linjar

funktion f:V(M) — Q som ger att
f(@) =1, f(m) := 0.

For detta f far vi att Dehn-invarianten D (T) for tetraedern T ar
D¢(T) = 6lf (a) = 6L.

Detta visar att en regelbunden tetraeder T inte kan vara ekvidekomponerbara eller
ekvikomplimenterbara med en kub d& 61 # 0 och Dehn-invarianten for en kub &r

0 for alla linjéra funktioner f.
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Exempel 3. Lat T; vara en tetraeder som &r uppspind av tre ortogonala kanter
AB, AC, AD med langden v. T; har tre dihedralvinklar som &r vinkelrdta mot
varandra och tre dihedralvinklar av samma storlek & som vi D

kan berdkna fran bilden

1
|JAE| V2V 1
cosd = = =—

DEI L 3yay V3

vilket ger oss att

1
6 = arccos —.

V3

1
3

, n}. Notera att

For miangden av alla dihedralvinklar fér vi att M T, = E ,arccos
7 och % ar linjart beroende. Noter dven att det inte finns nagot rationellt samband

1 o 1 1 .. . . o
mellan arccos —= och 7w da —arccos — ar ett irrationellt tal sa
V3 T V3

1

V(MTl) =V {arccos =, T } ar 2-dimmesionellt enligt Lemma 1.1. Detta ger oss

att det finns en Q-linjér funktion f: V(MTl) — Q som kan definieras som

f(&):=1,f(m) := 0.

Detta ger oss att

Dehn-invarianten for T; med avseende pa f blir siledes
/s
Dy(Ty) = 3vf (E) +3(V2v)f(6) = 3(V2w).

Da 3(\/ Zv) # 0 bevisar det att T; inte dr ekvidekomponerbar eller
ekvikomplimenterbar med en kub € av samma volym di Df(C) = 0 for alla

linjéra funktioner f.
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Exempel 4. Sist later vi T, vara en tetraeder med tre pa varandra Vi

foljande kanter AB, BC, CD som é&r ortogonala mot varandra och /4

alla av langden v, se bilden bredvid. Dihedralvinklarna for T, s

berdknas enligt definition 2.5 och &r G, g, %), men kommer inte Ve

anvindas vidare. AY

Genom att i stéllet anvinda mittpunkterna av kanterna och
fasetterna samt centrum kan en kub med kantldngderna v delas

upp 1 sex stycken tetraedrar, likt T,, dér tre dr kongruenta kopior A

och tre dr spegelbilder. Alla dessa sex tetraedrar har samma

Dehn-invariant och vi far for varje funktion f med f () = 0 att S

Dehn-invarianten for T, &r

1

Detta bevisar Hilberts tredje problem med stod fran Sats 2.2. I tidigare exempel av

tetraedern T; med samma bas och hdjd som T, fick vi att D¢(T;) # 0 vilket ger att
D¢(T;) # D¢(T,) och vi kan dra slutsatsen att dessa tva tetraedrar inte ar varken

ekvidekomponerbara eller ekvikomplimenterbara.
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