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Sammanfattning

Denna uppsats gar igenom grunderna for odndliga méngder och deras
kardinaltal. Den inleds av en historisk bakgrund for att sedan ga igenom
ett par grunder i méngdlaran. Nar grunden ar lagd géar vi vidare till en kort
beskrivning av funktioner. Déarefter foljer ett bevis for representationer av
reella tal. Huvuddelen av uppsatsen fokuserar pa upprakneligt odndliga och
overupprikneligt odndliga méngder och hur vi skiljer dem at, bland annat
genom Cantors diagonala argument. Sedan foljer ett kapitel om oédndliga
mangders kardinaltal och hur vi rdknar med och jamfor dem, bland annat
genom Schroder-Bernsteins sats. Till sist gar vi igenom den icke-triviala
Cantorméngdens fascinerande egenskaper.

Abstract

This essay reviews the basics of infinite sets and their cardinal numbers.
It begins with a historical background and then reviews a few basics of set
theory. Once the foundation is laid, we move on to a brief description of
functions. This is followed by a proof of representations of real numbers.
The main part of the paper focuses on countably infinite and uncountably
infinite sets and how we distinguish them, for example through Cantor’s
diagonal argument. This is followed by a chapter on the cardinal numbers
of infinite sets and how we count and compare them, for example through
Schréder-Bernstein’s theorem. Finally, we review the fascinating properties
of the non-trivial Cantor set.
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1 Introduktion

Syftet med denna uppsats ar att ge en introduktion till odndliga méngders och
kardinaltalens grundidéer. Bevisen i uppsatsen foljer i huvudsak de fran Irving
Kaplanskys ”Set Theory and Metric Spaces” [4]. Efter l1ast uppsats ar det meningen
att lasaren ska kanna till grunderna for de olika oédndliga méngderna samt hur man
kan jamfora odndliga méangders méaktighet.

1.1 Hilberts Hotell

Tankeexperimentet om ett hotell som har odndligt antal rum ségs ha introducerats
av den tyske matematikern David Hilbert nar han ar 1924 holl en foreldsning om
odndligheter vid en matematikersammankommst i Munster [0} s. 4].

Vi tanker oss att vi har ett hotell med ett oandligt antal rum. Denna dag &r
dessutom vartenda rum uppbokat. Sent pa kvéllen kommer en gast och fragar om
det gar att boka ett rum samma kvall. Trots att hotellet ar fullbokat visar det
sig att vi dnda kan boka in ytterligare en gést. Vi gor det enkelt genom att flytta
gast i rum nummer 1 till rum nummer 2, gast i rum nummer 2 till rum nummer
3 osv. Eftersom hotellet har ett odndligt antal rum kommer forflyttningen ske in
i odndligheten. Vi kommer efter ett tag ha flyttat alla gaster fran rum n till rum
n + 1. Helt plotsligt har vi gjort plats for en gést till! Vi mérker snart att det géar
att gora pa samma sitt for att boka in tva géster till, vi flyttar bara de redan
bokade gasterna i rum n till rum nummer n + 2. Det gar till och med att boka in
50 nya géster. Ja, det gar faktiskt att boka in 1000000 nya géster. Faktum &r att
det kommer att ga att boka alla méjliga méngder av gaster sa lange méangden &r
en dndlig méngd m, vi flyttar helt enkelt pa de nuvarande gésterna i rum n till
rum nr n -+ m.

Vi kan gora detta eftersom var odndliga mangd hotellrum ar en uppréakneligt odnd-
lig méngd. Tack vare den upprakneligt odndliga mangdens egenskaper visar det
sig att vi faktiskt inte enbart kan boka in ett dndligt antal nya gaster utan vi
kan till och med boka in ett oandligt antal nya gaster, sa lange den nya mangden
gaster aven den ar upprakneligt oandlig. Om vi ténker oss att det kommer ett
busslast med uppréikneligt odndligt manga passagerare som alla vill ha ett rum
pa vart till synes fullbokade hotell gor vi bara som vi gjort tidigare och flyttar de
nuvarande gasterna. Om vi flyttar dem till alla rum med jamna rumsnummer sa
gasten i rum n flyttas till rum 2n, for alla n, sa innebar detta att alla rum med
udda rumsnummer kommer att vara lediga for vara nya gaster.

Tankeexperimentet &r menat att belysa de ovantade egenskaper en oandlig mangd
erhaller da den ar upprdkneligt odndlig.



Figur 1: En illustration av ett det odndliga hotellet. Tagen fran [11].

Vi kommer att se att de enda méangder géster som inte gar att ge rum at &r
overupprikneliga mangder, som vi gar igenom i avsnitt 2.2} Detta beror pa att
de, till skillnad fran wupprdkneliga méngder, inte gar att para ihop element for
element med de naturliga talen och ddrmed inte gar att ge varsitt rumsnummer.
De uppréakneliga méngderna gas igenom i avsnitt

1.2 Historisk bakgrund

From time immemorial, the infinite has stirred men’s emotions more
than any other question. Hardly any other idea has stimulated the
mind so fruitfully. Yet, no other concept needs clarification more than
it does. - David Hilbert i sitt foredrag On the infinite ar 1925 [1], s. 185]

Oéandligheten har under historiens gang varit en kontroversiell och omdebatterad
friga inom savil matematiken som filosofin samt bland religiosa tédnkare. Dess
blotta existens har varit svar att acceptera och om vi val accepterar den, hur ska
vi hantera den? De antika grekerna sdgs vara bland de forsta som dokumenterat
forsoker forsta sig pa odndligheten. Redan under antiken anvénder de sig av ordet
apeiron som betyder "grianslos” och "oandlig” [9, sid. 2]. Odndligheten ansags da
vara nagot som inte horde till matematiken och hotade ordningen i den verkliga
véarlden. Aristoteles menade till exempel att det var oméjligt att erkdnna odnd-
ligheten men samtidigt lika omojligt att forneka den. Han la till en borjan fram
flera argument till varfor man ska acceptera den, dar det framsta argumentet var
att vara tankar ar obegransade och darmed maste en oandlighet finnas. Tillslut
bestdmde han sig trots allt for att odndlighetens existens inte ér forenlig med verk-



Figur 2: En medeltida forstaelse for oandliga méngder. Tagen ur R. Rucker [9].

ligheten [10, sid. 9]. Aristoteles 16ste problemet genom att dela in odndligheten i
tva; ”"den potentiella odndligheten” och “den faktiska odndligheten” [9] sid. 3]. Ett
exempel pa varfor den faktiska odndligheten inte existerar i var fysiska varld mena-
de han var eftersom en kontinuerlig storlek kan delas hur manga ganger som helst.
Dessa delar kan sedan raknas, en for en, men den som raknar kommer aldrig att bli
klar. Om man skulle bli klar med uppgiften innebar det att mangden delar som du
delat inte dr oandlig utan istéllet andlig. Pa detta sétt skulle odndligheten forstas
som enbart potentiell och inte faktisk [5], sid. 45]. Den tyske matematikern Georg
Cantor papekar langt senare att denna uppdelning av odndligheten inte ar rimlig
da den potentiella odndligheten vilar pa grunden att den faktiska odndligheten
existerar och darmed ar uppdelningen overflodig [9, sid. 3].

Under medeltiden visste man att varje linje innehaller oédndligt manga punkter.
Vidare var det etablerat att en cirkel ar en ihopkopplad linje och dédrmed innehéaller
aven den ett odndligt antal punkter. De medeltida ténkarna stéllde sig da fragan
om antalet punkter skiljer sig a4t mellan tva cirklar av olika storlek. Har en storre
cirkel ett storre oandligt antal punkter? Som visat i figur 1 ritade de upp en cirkel
med radie ett och en dubbelt sa stor cirkel med radie tva. Det visade sig att om
man drar en radie fran mitten, genom den inre cirkeln och ut till den yttre, kommer
man snart att inse att varje punkt i den yttre cirkeln har en motsvarande punkt i
den inre. Detta innebér att vi har tva linjer (cirklar) som var for sig har oandligt



manga punkter dér den ena cirkeln ar storre &n den andra men de innehaller a&nda
en lika stor méngd punkter [9] sid. 5].

Det drojer dnda till 1800-talets slut och Georg Cantor, som anses vara grunda-
re till den méngdléra vi kédnner idag, innan den faktiska odndlighetens existens
accepteras. Matematiker som Leibniz och Bolzano har férvisso vidrort amnet tidi-
gare, men inte utvecklat det fullt ut [3, s. 124]. Under sin matematiska karriér blir
Cantor inte enbart den forste att matematiskt precisera oandligheten utan han blir
dessutom den forste att bevisa att det finns olika storlekar av odndligheter [3] s.
47]. Cantor far stod for sina teorier fran flera héll men framférallt fran den tyske
matematikern samt vannen Richard Dedekind som han delar sina matematiska
teorier med via frekvent brevvixling [7]. De finns dven de som visar starkt mot-
stand mot Cantors idéer och det &r bland annat Leopold Kronecker och Hermann
Schwarz. I sin bok Grundlagen, som publiceras ar 1883, presenterar han for forsta
gangen grunden av idéen till Cantorméngden [3] s. 116]. Méangden éar av sarskillt
intresse da det gar att bevisa att man samtidigt som for varje iteration tar bort en
tredjedel av alla kvarvarande punkter ar den resterande Cantormangden lika stor
och odndlig som den ursprungliga startméangden. I denna uppsats kommer jag att
benédmna den terndra Cantormangden som Cantorméngden.

1.3 Mingder

For att borja forsta odndligheter och hur vi jamfér dem maste vi forst bekanta
oss med méangder och dess egenskaper. Har foljer ett avsnitt dar vi gar igenom
grunderna i méngdldran samt ett par definitioner som vi kommer att behova for
att bygga var forstaelse.

En mangd &r en samling av objekt. Objekten i sig kan besta av vad som helst, allt vi
ar intresserade av att gruppera. Det kan till exempel vara siffror sa som {89, 9, 26}
eller bokstaver som {s, f, c}. Objekten kan till och med sjalva vara méngder, vilket
vi far om vi grupperar vara tva tidigare exempel {{s, f,c}, {89,9,26}}. Vi kallar
objekten i mangden for element och om vi later A vara en méangd och z &r ett
element i den mangden séger vi att "z tillhor A”, vilket skrivs z € A, om elementet
x daremot inte tillhor méngden A skriver vi istillet = ¢ A.

Ibland ar det mojligt att lista alla element i en mangd. Om méangden A bestar av de
tre forsta positiva heltalen skrivs den A = {1,2,3}. Ar méngden diremot vildigt
stor och har ett tydligt monster for elementens uppriakning kan vi underldtta
notationen genom att anvanda tre punkter. Mangden som bestar av de positiva
heltalen fran 1 till 20 skrivs A = {1,2,3,...,20}. Vi anvinder dven notationen
med de tre punkterna for att beskriva méngder som &ar odndliga, méngden som
bestar av alla positiva heltal kan skrivas Z* = {1,2,3,... }.



Vi har alltsa etablerat att en méngd kan innehalla olika typer av samt olika manga
element. En mangd behéver dock inte innehalla nagra element, den kan dven vara
tom.

Definition 1.1. Méangden A som inte innehaller nagra element kallas for den
tomma méingden och betecknas A = .

Tva méangder kan innehalla samma element och de anses da vara lika. Om en
méngd innehaller nagra av de element som utgor en annan méangd siager vi att det
ar en delmangd.

Definition 1.2. Lat A och B vara tva mangder. Vi kallar A for en delmdngd till
B om varje element i A dven finns i B. Vi betecknar det som A C B. Det géller
aven att om A C B och B C A sa maste A = B.

Exempel 1.3. Lat A ={1,2,3} och B ={1,3}. Da ar B C A.

Ezempel 1.4. Lat A och B vara tva méngder sa att A = {1,2} och B ={2,1}. Da
ar de tva mangderna A = B.

Da vi har tva eller fler méngder kan vi anvéinda oss av olika mangdoperationer for
att bilda nya mangder utifran de ursprungliga. Mangdoperationerna anger vilka
element ur respektive ursprungliga mangder som ska inga i de nyskapade méng-
derna.

Definition 1.5. Lat A och B vara tva mangder. Méngden av alla element som
ligger i nagon av méangderna kallas unionen och betecknas AU B.

Ezempel 1.6. Lat A = {1,2,3} och B = {2,3,4,5}. Da &r unionen av de tva
méangderna AU B = {1,2,3,4,5}.

Definition 1.7. Lat A och B vara tva méingder. Mangden av de element som
ligger i biagge méngderna kallas snittet av A och B och betecknas AN B.

Ezempel 1.8. Lat A = {1,2,3} och B = {2,3,4,5}. Da ar snittet av de tva
méangderna AN B = {2, 3}.

Vi vill nu ha ett satt att beskriva hur manga element en &ndlig méangd innehéller
eller hur stor maktighet en oédndlig mangd har. Vi kallar detta satt for mangdens
kardinaltal.

Definition 1.9. Lat A vara en dndlig méngd. Vi definierar | A| som antalet element
i A, aven kallat kardinaltalet for A.

Ezempel 1.10. Lat A vara en mangd sa att A ={2,3,4,5,6} da &r |A| = 5.

Hér har vi enbart exemplifierat kardinalitet som ett matt pa méktighet for dndliga



mangder. I kapitel 3 kommer vi att se hur begreppet gar att utveckla &ven for de
odndliga méngderna.

Tidigare gick vi igenom vad det innebar att nagot &r en delméngd till en annan
mangd. Vi stéller oss da fragan, hur manga delmangder kan en méngd maximalt
innehalla?

Definition 1.11. Lat A vara en mangd. Mangden av alla delméngder till A kallar
vi potensmdangden av A. Den betecknas som P(A).

Ezempel 1.12. Lat A vara méngden {1,2,3}. Da ar dess potensméngd:

P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Alltsa innehéller potensméangden P(A) 8 stycken element.

Ezempel 1.13. Lat A vara en dndlig méngd sa att |A| = n, da ar antalet element
i dess potensméangd

P(A)| = 2"

Potensméangden bestar av alla delmangder till médngden sjilv. For att konstruera
en delméngd har vi tva val for varje element i A, antingen ér det med i delméngden
eller inte. Multiplikationsprincipen ger oss da att for en mangd som innehaller n
antal element kommer dess potensméngd alltid att innehalla 2" element.

Vad innebér det att "multiplicera” tva méangder? Inom méangdlaran har man valt
att kalla produkten av tva mangder for produktméangd.

Definition 1.14. Lat A och B vara méangder. Vi kallar méngden av alla ordnade
par {(a,b) | a € A, b € B} for produktmdngden av A och B, och den betecknas
A x B.

Ezxempel 1.15. Lat A = {1,2,3} och B = {4,5}. Da géller
Ax B ={(1,4),(1,5),(2,4),(2,5), (3,4),(3,5)}.

Man inser ganska latt att om A och B ér tva dndliga mangder géller att |[A x B| =
Al - |BJ.



1.4 Funktioner

Avsnittet ger en kort genomgéang av funktioner samt ett par definitioner som vi
senare anvander som verktyg for att forsta hur vi jamfor méangder av olika storlekar.

Om A och B ar méangder kallar vi f : A — B for en funktion om f &r en regel
som pa ett entydigt sitt till varje element a fran en mangd A ordnar ett element
b = f(a) i en mdngd B. Om funktionen géar fran A till B kallar vi A for funk-
tionens definitionsmangd som betecknas D; och B for funktionens mélmangd.
Vardeméngden som betecknas Vy &r méngden av alla virden f(a) som funktionen
kan anta.

Definition 1.16. Lat A och B vara mangder. Vi séger att en funktion f : A — B
ar injektiv om det for alla x1,zo € A géller att om f(z1) = f(x2) sd ar x; = s.

P& samma sétt géller att for alla 1,29 € A s maste x; # o om f(z1) #
f(z2), eftersom det enbart far existera ett element x i definitionsméngden for
varje element y i virdeméangden.

Ezempel 1.17. Funktionen f : R — R som ges av f(x) = 2x ar injektiv eftersom
om f(z1) = f(xq) sa ar 2xy = 2z, vilket betyder att z; = xo. Alltsa ar funktionen
injektiv enligt ovanstaende definition.

Ezempel 1.18. Funktionen f : R — R som ges av f(x) = 2 &r inte injektiv

eftersom f(—1) = 1 samtidigt som f(1) = 1. Alltsa finns det tva element i defini-
tionsméangden som gar till samma element i malméangden.

Definition 1.19. Lat A och B vara mangder. Vi sdger att en funktion f: A — B
ar surjektiv om det for alla y € B existerar ett x € A pa sa sétt att f(z) = v.
Alltsa ar alla element som tillhér funktionens malméngd ett funktionsvérde.

Ezempel 1.20. Funktionen f: R — R som ges av f(x) = 2z + 1 &ar surjektiv. Om

vi tar nagot y € R sa far vi y = 2z 4+ 1. Loser vi ut x far vi x = % vilket ger att

f(x):2x+1:2<y;1>+1:y.

Eftersom f(x) =y vet vi att funktionen &r surjektiv.

Definition 1.21. Lat f vara en funktion f : A — B. Vi sdger att funktionen &r
en bijektion fran A till B om funktionen ar bade injektiv och surjektiv. Alltsa att
det for varje b € B finns ett unikt element a € A sddant att f(a) = 0.

FExempel 1.22. Vi visade i exempel att funktionen f : R — R som ges av
f(z) = 2z + 1 ar surjektiv. Funktionen &r aven injektiv da f(z1) = f(x2) ger
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Figur 3: Bilden visar till vinster en injektiv funktion f : A — B, i mitten en
surjektiv funktion g : A — B och till hoger en bijektiv funktion h: A — B.

2x1 + 1 = 2x9 + 1, vilket innebér att x; = x5. Eftersom vi har visat att funktionen
ar bade injektiv och surjektiv vet vi att det innebér att funktionen ar bijektiv.

Definition 1.23. Da en funktion ar bijektiv sa finns det en invers till funktionen.
Alltsd om f : A — B sd ér inversen f~!: B — A. Alltsd blir varje element b € B
skickat till ett unikt element a € A pa sa satt att f(b) = a. Alltsa ar funktionens
invers bijektiv.

Definition 1.24. Lat funktionen f: A — B och g : B — C. Vi kan da skapa en
ny funktion h = g o f pa sa sétt att h(x) = g(f(x)). Den nya funktionen h(x) ar
alltsa en sammansatt funktion dar h: A — C.

En sammansatt funktion av tva eller flera injektiva funktioner ar injektiv. Samma
géller for surjektiva och dédrmed aven for bijektiva funktioner.

Definition 1.25. Lat A vara en mangd. Funktionen f : A — A kallas identitets-
funktionen om den &r definierad pa sa sétt att f(a) = a for varje a € A. Alltsa ar
bade V; = A och Dy = A.

1.5 Bijektiva funktioner

Eftersom bijektioner spelar en avgorande roll i jamférandet av méangders storlek
ska vi i detta avsnitt titta narmare pa bijektioner mellan olika méngder.

Exempel 1.26. Lat A och B vara méngderna sadana att A = [0,1] och B = [0, 3].
En bijektiv funktion mellan intervallen f : A — B ges av funktionen f(x) = 3z.
Vi vet att den ar injektiv eftersom f(x1) = f(z2) ger 3z1 = 3z vilket medfor att
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r1 = 9. Vi ser vidare att funktionen ar en surjektiv funktion eftersom om vi tar
nigot y € B och l6ser ut = sd ar v = . Dérmed existerar det ett x for varje y,

flw) =32 =3(2) = y.

Vi generaliserar exemplet for att gélla mellan intervallet A = [0, 1] och vilket annat
slutet intervall som helst, B = [a, b] dér a < b.

Ezempel 1.27. En bijektiv funktion f : [0, 1] — [a,b] ges av

flz)y=(b—-a)x+a

Vi ser att funktionen ar injektiv eftersom f(x1) = f(x2) medfor att z; = xs.

Den ar aven surjektiv eftersom for nagot y i malméngden finns ett x i definitions-
méangden sa att f(z) = y. Vi far detta genom att vélja nagot y € [a, b] samt 16ser
ut x = ((gjg)) Vi ser att f(z) = (b—a)xr +a = (b—a) ((Z:Z)) +a = y. Alltsa ar
funktionen bade injektiv och surjektiv och darmed aven bijektiv.

Eftersom funktionen &r bijektiv vet vi att den har en invers. Alltsé finns det dven
en funktion f~1: [a,b] — [0,1].

Nu vet vi hur vi skapar bijektioner mellan tva slutna intervall. Vi gar vidare for att
titta pa hur vi skapar bijektioner mellan 6ppna och slutna intervall genom att titta
pa bijektionen mellan det stangda intervallet [0, 1] till det halvoppna intervallet
(0, 1].

Ezempel 1.28. En bijektiv funktion f : [0, 1] — (0, 1] ges av

z, ddz=0
f(z) = %ﬂ’ déxz%,dérnZZnEN
x, annars

Eftersom vi kan hitta en invers till f(z) vet vi att funktionen &r bijektiv.

0, dé z =3
fz) = L ddz=21 dirn>3neN
x, annars

Exemplet utgar helt och hallet fran samma princip som vi sag i tankeexperimentet
Hilberts Hotell. I detta fall utgors vara hotellrum av méngden H = {z | z =
% for nagot n € N} och vi "flyttar gister” enligt principen f(z) for att gora plats
at var "nya gést” som i detta fall representeras av 0.
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1.6 Representationer av reella tal

I detta avsnitt presenteras en sats for att avgora decimalutvecklingars entydighet,
vilket vi kommer att anvinda senare i uppsatsen. Vi kommer att anvinda oss
av den geometriska summan och dess egenskaper. Hér foljer dérfor forst en kort
definition av den geometriska summan.

Definition 1.29. En geometrisk summa ar en summa dér kvoten av tva pa varand-
ra foljande termer ér konstant. En geometrisk summa med kvot x kan skrivas

n
Zamk:a+ax+aa§2+---+aw”
k=0

och det galler att

1 — xn—l—l

a+ar+ar’+---+ax" =a
1l—=x

om x # 1. Vidare éar formeln for en odndlig geometrisk serie [§, sid. 178§]

> 1
Yart =a ,dar |z| < 1. (1)
k=0 1-2

Det vanligaste sattet att representera de reella talen pa ér genom decimalutveck-
ling. En decimalutveckling av det positivt reella talet x kan uttryckas som en
serie

T = Z sp107%
k=m

dar m € Z och alla s, € {0,1,...,9}.

Nér vi skriver ut decimalutvecklingarna kan vi anvanda olika sorters notation. Till
exempel skriver vi det irrationella talet v/2 = 1.414 ..., eftersom det i utveckling-
en inte finns en sekvens av siffror som upprepar sig. De tre punkterna i slutet av
hogerledet innebér att decimalutvecklingen fortsatter i oandlighet. Nar decimalut-
vecklingen upprepar sig anvander vi istéllet ett streck ovanfor den eller de siffror
som upprepas periodiskt, s som 0.1 = 0.111... eller 0.123 = 0.123123123. ...
De rationella talen har i sin tur en decimalutveckling dér nagon sekvens av siffror
upprepas, sa som é =0.333... = 0.3 eller % = 0.20.
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Decimalutvecklingen 0.20 representerar alltsa det reella talet % I manga fall re-
presenteras ett reellt tal av enbart en decimalutveckling. Det finns dock reella tal
som kan representeras av tva olika decimalutvecklingar. Till exemepel har vi att

0.10 =01+ 0.00 = 0.1 + —— (9 L9 >_
19 0.1+ 000 = 01 + 7 )=

100~ 10!
1 & 1\" 1 9
=01+ — 9-() =014 — (—F )=
+100§0 10 " 100 (1—110>

1
=0.1+—-10=0.1 1=0.2
0 +100 0=01+0 0.2,

alltsa ar

1
520.1999...:0.2000....

Det visar sig, vilket vi ser i sats [1.30, att dessa tva dock ar de enda existerande

decimalutvecklingarna som representerar %

Sats 1.30. For alla reella tal x finns en unik decimalutveckling, férutom for de
tal som dr pd formen x = 15 ddr a,b € Z. For dessa tal finns precis tvd decimal-
utvecklingar.

Bevis. Vi antar att det finns tva olika decimalutvecklingar s, d vars summa bada
konvergerar till det reella talet x, alltsa har vi att

r=Y 107" =" dy107F. (2)
k=m k=m

Om den forsta decimalen som skiljer dem at ar pa position n, sa kan vi anta att
Sp < d,. Vilken av dem vi antar som storst har ingen betydelse, om s,, istéllet ar
storre én d,, &ndrar vi namnen pa decimalutvecklingarna. Vi kan dela upp serierna
i en del dar k gar fran m till n — 1 och en del déar £ gar fran n, dir utvecklingarna
borjar skilja sig at, till odndligheten:

n—1 00 n—1 0
ST s 107+ 3 s 107F = ST d 107+ > dp107,
k=m k=n k=m k=n
Nér vi subtraherar de identiska summorna fran bagge sidor far vi att
> 5107F = > 107", (3)
k=n k=n
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Om vi nu anviander oss av att alla d;, > 0, alla s, < 9 samt av formeln fér en
odndlig geometrisk serie (1) far vi att

d, 107" <3 d 107 =D 5 107F < 5,107+ > 941078 =
k=n k=n k=n+1

- 9 1
= 5,107 +107"9- 3107 = 5,107+ 107" | — - —— | =
P 10 1—4

=5,107" +107" -1 =10""(s, + 1).

Vi far alltsa att d,107" < 107"(s,, + 1). Kombinerar vi detta med var tidigare
antagna olikhet att s,, < d,, far vi att s, < d,, < s, + 1. Eftersom s,,,d,, € N och s,
ar strikt mindre dn d,, blir olikheten < istéllet en likhet och vi far att d,, = s,, + 1.

Vi har nu visat att (2) enbart géller for nar den forsta decimalen som skiljer de
tva representationerna at ar precis ett heltalssteg ifran varandra. Vi vill nu visa
att detta ocksa enbart géller da di = 0 och s, = 9 for alla k > n + 1. Vi vet fran
(3) att likhet géller mellan de bada summorna. Alltsd méaste det dven gélla likhet
da vi adderar den forsta position som skiljer dem at med resterande decimaler i
utvecklingen.

107", + Y. s,107"=10""d, + > d,107%,
k=n+1 k=n+1

Vi anviander oss nu av att d,, = s,, + 1 och far da

Y 5,107 =10""4 > d, 107"
k=n-+1 k=n-+1

Eftersom dj, sy € {0,1,...,9} vet vi att den lagsta siffra s, och dj kan anta &r 0
och den hogsta ar 9. Darmed galler olikheterna

107" <107+ > dl0 = Y 51077 < D 9-107F =10""
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Eftersom vi borjar med 107" och slutar med 10~ innebéar det att alla olikheter
emellan dem &r likheter. Darmed har vi att
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i dp107% =0 (1)

k=n-+1

o = (1)
> os107F= > 9.107F (2).

k=n-+1 k=n+1

(1) ger direkt att alla dj, = 0 eftersom alla d, > 0 och dédrmed &r positiva. Vi
skriver nu om (2) genom att subtrahera utvecklingen med s, fran bagge led, vilket
gor att hogerledet blir lika med noll, sa

o0

> (9—s)-107F =0. (3)

k=n+1

Da vi vet att summan av serien i (3) ar 0 samt att alla dess termer ar ickenegativa
maste detta innebéara att alla termer ar 0. Alltsa maste s, = 9 for alla &k > n + 1.

sk < 9 och vi vet att (3) > 0 sa ger (9 — s,) =0 att sp =9 for alla k > n + 1.
O

Darmed &r det visat att de reella tal som ar pa formen 157 och kan representeras av
fler &n en decimalutveckling har hogst tva utvecklingar. Dessa tva decimalutveck-
lingar som skiljer sig pa plats n kommer enbart att skilja sig med det hela talet 1
sa att d, = s, + 1 och de bagge maste vara en oandlig utveckling dar d,, foljs av
enbart 0 och s, foljs av enbart 9. Vi ser alltsa att for att tva decimalutvecklingar
ska vara lika betyder det antingen att alla decimaler &r lika eller s ar de "gran-
nar”. Att vara ”grannar” innebéar att decimalerna som skiljer sig méaste skilja sig
med ett heltalssteg fran varandra. Heltalssteget géller dven for siffrorna 0 och 9
eftersom vi kan se dessa som just grannar om vi forestaller oss att siffrorna ligger
i en cirkel, dar O startar cirkeln och 9 avslutar den, ddrmed &ar aven de "grannar”.

Sats galler inte enbart for utvecklingar i bas 10 utan samma bevis gar att
gora for utvecklingar i andra baser, sasom den bindra och ternara.

Definition 1.31. En ternar utveckling av det reella talet x kan skrivas som

T = Z si37F
k=m
dar s, € {0,1,2} och m € Z.
Exempel 1.32. 0.0210210213--- = 0.0213 ar den ternira utvecklingen av talet 2—76

da
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om—0+2+1+0+2+1+0+2+1+

TES T3 32 T g3 Taa T3 Tge Tgr Tge tgo T
2 1 1 1 1 1
:32<1+33+36+-~>+33<1+33+36+--->

< 1 1> 1

f— _.I_i -

P L @y 2 Gy

@+1)<21>7
9 21) \1-%/) 26

Precis som i de decimala utvecklingarna kan tva ternira utvecklingar representera
samma tal, sa som

Exempel 1.33.

1 - _
- =0.023 = 0.105.
3 3 3

Sats 1.34. For alla reella tal x finns en unik terndrutveckling, forutom for de tal
som dr pd formen x = g5 ddr a,b € Z. For dessa tal finns precis tvd terndrutveck-
lingar.

Bevis. Beviset ar analogt med beviset for sats [1.30} O

Definition 1.35. Alla reella tal kan &ven representeras med en binarutveckling
av en serie.

o
T = Z sp27F
k=m

dir s € {0,1} och m € Z. Aven i den biniira representationen kan tvé utvecklingar
representera samma reella tal. S& som

FExempel 1.36.

1 _ _

3= 0.0015 = 0.00105 = 0.0001,
Sats 1.37. For alla reella tal x finns en unik bindrutveckling, forutom for de tal
som dr pd formen x = 5 dir a,b € Z. For dessa tal finns precis tvd bindrutveck-

lingar.

Beuvis. Beviset ar analogt med beviset for sats [1.30] O
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Vi kommer att ha nytta av sats|1.30| pa flera stéllen i den har uppsatsen. Den gor
det tydligare att avgora vilka tal som ska inga i vilka mangder, till exempel da vi
gar igenom beviset for att de reella talen ar 6verupprakneliga.
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2 Oandliga mangder

For att kunna jamfora tva mangders storlek maste vi forst veta hur vi avgor deras
storlek. Vi sdger att tva mangder A, B har samma kardinalitet (ar lika stora) om
det finns en bijektiv funktion f : A — B. Om méngden A ar dndlig maste aven
méngd B vara dndlig samt ha lika ménga element, sa att |A| = |B|. Hur ser det
da ut for oandliga mangder? Det ska vi ta reda pa i detta kapitel.

2.1 Uppriakneliga mangder

Den "enklaste” odndliga méangden &r de naturliga talen N = {1,2,3,...}. De
méngder som har samma kardinalitet som N, alltsa da det finns en bijektiv funktion
mellan mangden och N, kallas upprékneliga. De kallas upprakneliga eftersom det
just gar att rakna upp elementen ett efter ett.

Definition 2.1. Vi kallar mangden A for uppraknelig om det finns en bijektiv
funktion f: N — A.

Enligt definitionen ar alla uppréikneliga méangder odndliga, men pa flera stillen
i uppsatsen forekommer uttrycket "upprakneligt odndlig” da det séarskilt behovs
understrykas.

Sats 2.2. Mdngden av alla heltal 7 dr upprdkneligt oindlig.

Bewvis. Vi borjar med att definiera en injektiv funktion f:Z — N

—2x omx <0
f(z) =
2c0+1 omx > 0.

Vi ser att f har en invers som ges av funktionen f~': N — Z

T

_ -5 om x jamn
f 1((13') = {(zzl)

5 oom udda.

Eftersom f har en invers betyder det att f ar en bijektiv funktion. Bijektionen ger
upprakningen:

sn=f""(n) | 0 -1 1 -2 2 -3

Eftersom det alltsa existerar en bijektiv funktion mellan de naturliga talen N och
heltalen Z innebér det att mangden av alla heltal ar uppréaknelig. O]
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Sats 2.3. Varje oindlig mdngd innehaller en upprikneligt oindlig delmdngd.

Bewvis. Lat S vara en oandlig mangd. Vi valjer ett element s; € S och noterar att
S\ {s1} fortfarande ar odndligt. Vi véljer ett element so € S\ {s1} och noterar att
aven S\ {s1,sq2} ar oandligt. Vi fortsétter att vilja element pa detta sitt att for
varje n € N sd véljer vi s,, € S\ {s1, S2,...,5,_1}. Fortsitter vi att vélja elementen
odndligt manga ganger kommer de att skapa delmangden T = {si, 9, $3, ... }.
Delméangden T ar darmed bade oandlig och uppraknelig eftersom det finns en
bijektiv funktion N — T O

Sats 2.4. Varje odndlig delmdngd av en uppriknelig mdangd dr uppraknelig.

Bewvis. Lat T vara en uppréaknelig oandlig méngd och S C T, dar S ar oédndlig.
Eftersom T &r uppréikneligt oandlig vet vi att det finns en bijektiv funktion f :
N — T. Lat sen funktionen g : S — T vara den injektiva funktionen som for
varje s € S ger g(s) = s. Genom att anvinda oss av f~! kan vi fi en sammansatt
injektiv funktion f~!'og: S — N. Eftersom vi vet att S dr odandlig och har skapat
en injektiv funktion fran S till N vet vi att S dr som mest uppréknelig och eftersom
det inte finns nagon oandlig mangd som ar mindre an de upprakneliga mangderna
sa maste aven S vara uppraknelig. O]

Sats 2.5. En upprdknelig union av upprikneliga mdngder dr upprdknelig.

Bewvis. Vi definierar den uppréikneliga unionen av méngder for varje n € N som

S=1J S
n=1

Vi ska nu se att det finns en bijektiv funktion mellan N och elementen i S. Eftersom
varje mangd S, ar uppriknelig borjar vi med att rada upp elementen i S; pa
foljande vis

S = {811, 512,513, - - - }

Fortsétter vi att rada upp ovriga element i S5, S3,.9,, . .. pa samma vis far vi tillslut
en lista av element i rader
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S11, S12, S13, S14,
S21, S22, 823, S24,
831, S32, 833, S34,
S41, S42, 543, S44,

Genom att ga igenom listan diagonalt kan vi skapa en ny ordning i upprikningen
av alla element i de olika méngderna.

S11, —  S12, 813, — Si4,
S21, S22, S23, 524,
531, 532, 533, 534,
S41, $42, 543, S44,
Vi far da en upprakning av S:
S = {511, $12, 821, 831, $22, 513, S14, S23, 532, S41, - - - }

Stoter vi pa ett element som redan ar med i upprikningen hoppar vi 6ver det
elementet. Vi vet fran definitionen av upprakneliga méangder att om S ar oandlig
innebar det att vi nu skapat en bijektiv funktion mellan N och S och dérmed
bevisat att en uppraknelig union av upprakneliga mangder ar uppraknelig. ]

Sats 2.6. Produktmdngden av upprikneliga mdangder dar uppriknelig.
Bewvis. Lat A och B vara tva upprikneliga méngder. Vi kan da skriva dem som

A ={ay,a9,as,...} och B ={by, by, bs,...}. Elementen i produktméangden A x B
kommer att kunna listas som tupler av (a;, b;) pa foljande vis

(alubl)a (a17b2)7 (a’lab3)7
<a27b1)7 (a27b2)7 (a27b3)7
((I3,b1), (a37b2)7 (a3ab3)7
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Precis som i sats [2.5] gar vi nu igenom elementen diagonalt och skapar en ny
upprikning. Pa sa sdtt har vi aven hér skapat en bijektiv funktion mellan var
produktméng och de naturliga talen. Alltsa ar produktméngden av uppriakneliga
mangder uppraknelig.

O
Sats 2.7. Mdangden av alla rationella tal Q dr upprdakneligt odndlig.

Bevis. For varje n € N1at A, = {™ | m € Z}. Vi far da

Q= A
n=1

Eftersom vi darmed har en uppraknelig union av uppréikneliga mangder foljer det
fran sats [2.5] att d&ven Q &r upprakneligt oandlig.

]

Definition 2.8. Ett reellt tal « dr algebraiskt om det &r ett nollstélle P(a) = 0
till ett polynom med heltalskoefficienter, dvs polynomet P(z) har formen

P(z) = anz™ + ap_12™ "t + - 4+ ayz + ag

dar alla a, € Z,n € N och a,, # 0.
Sats 2.9. Mdangden av alla algebraiska tal A dr upprdkneligt odndlig.
Bevis. Om P(x) ar ett polynom med heltalskoefficienter dar inte alla koefficienter

ar 0, 14t Lp(y) vara méngden rotter till polynom P(z) med heltalskoefficienter sa
att

Lp) ={a e C:P(a) =0}.

Vi vet fran algebrans fundamentalsats att ett polynom av grad n kommer att ge
maximalt n rotter till polynomet P(z). Alltsa vet vi att

’LP(J}) | < n,

vilket gor Lp(,) andligt. Vidare har vi att for ett givet n kommer ett polynom
av grad hogst n att ha n + 1 heltalskoefficienter. Till exempel dr 2? +2 = 0
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ett polynom av grad 2 som har 3 stycken heltalskoefficienter: 1,0,2. Lat P, vara
méangden av alla nollskilda polynom av grad hogst n. Eftersom vi vet fran sats
2.2l att Z ar en uppraknelig méngd samt av sats [2.6| att produktméangden av upp-
rikneliga mingder dr uppriknelig si vet vi att produktméngden Z"* ocksd ér
uppriknelig. Vi definierar sedan den bijektiva funktionen f : Z"*! — P, som ger
flag,ai,as,...,a,) = apx" + ap_ 12" 1+ 4+ a1x + ag. Alltsd &r dven P, upprik-
nelig. Vidare definierar vi A, = {a € R | P(a) = 0 {6r nagot P(z) € P,}. Vi far
alltsa

A= | Lpw.
P(z)EP,

Eftersom Lp(,) andligt och P, uppraknelig innebar det att dven méngden A, ar
uppréknelig. Detta ger att vi far en uppraknelig méangd sadan att

A=[JA, dirneN.

n=1

Alltsa ar de algebraiska talen en uppriaknelig union av upprikneliga méangder och
vi vet fran sats [2.5 att det innebér att de algebraiska talen ar upprakneliga. [

2.2 Overupprikneliga mingder

Vad hander da om vi har en odndlig mangd dar det inte existerar en bijektiv
funktion med de naturliga talen? Vi sdger da att méngden ar dverupprikneligt
odndlig, eller bara 6veruppréiknelig.

Sats 2.10. Mdingden av alla reella tal R dr overupprikneligt oindlig.

Bewvis. Beviset som foljer kallas Cantors diagonala argument vilket &r Cantors
andra bevis som publicerades i en artikel fran ar 1874 [4, s. 24]. Till skillnad
fran de foregaende bevisen gjorde sig detta bevis béttre genom att motbevisa
motsatsen, alltsa att mangden av alla reella tal skulle vara upprakneligt oandlig.
Vi antar alltsa att de reella talen R ar en uppréknelig méngd. Eftersom vi fran
sats vet att varje delméngd av en uppraknelig mangd ar uppréiknelig sd maste
aven mangden S = [0,1] C R vara uppriknelig. Detta innebér att vi ska kunna
rada upp elementen i S ett efter ett utan att missa ett element. En uppriakning av
decimalutvecklingarna skulle da se ut som:
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51 =10,811512513514 - . -
S92 =0, 821822523824 - . -
s3 =0, 531532533834 - - -,
84 =0, 841542543544 - - -

Vi kommer nu alltid att kunna hitta ett element a = 0, ayaqsas ... som skiljer sig
fran de vi radat upp pa forsta position i s1, andra position i s5 och n :te position
i s,. Detta genom att vi foljer principen

S+ 1, da Sii < 7
a; =
]_, da Sii Z 8

Vi konstruerar a genom att diagonalt ga igenom var uppradade lista av element i
S och dndra deciamlerna enligt principen ovan

s1 =0, 312813814 s
s9 =0, 521323324 !
s3 =0, 531532534 ce

54 =0, 841842343- <

Eftersom vi konstruerat a pa ett satt dar vi vet att vi inte kommer att fa ett tal som
slutar i en evig upprepning av 9:or eller 0:or vet vi fran sats [1.30] att utvecklingen
ar unik. Déarmed &r detta tal garanterat inte med i var lista for element i .S. Vad
hander da om vi helt enkelt lagger till a i S? Vi upprepar proceduren pa samma
siatt och kommer snart att inse att det alltid kommer att ga att hitta ett element
som skiljer sig fran de uppradade genom att anvianda Cantors diagonala argument.
Alltsé ar intervallet [0, 1] 6verupprakneligt. Detta innebar att hela méngden for
reella tal &r 6veruppréaknelig.

]
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Vi kan dela upp de reella talen pa flera satt. Antingen i de tva médngderna rationella
och irrationella tal eller i de algebraiska och de trancendentala talen. De algebraiska
talen ar de tal som ar rotter till polynom med heltalskoefficienter. Ett algebraiskt
tal ar till exempel /2 eftersom det &r roten och 16sningen till polynomet 22—2 = 0,
vi far att = +v/2. De trancendentala talen ar de reella tal som inte ar rotter till
nagot polynom med heltalskoefficienter, som till exempel talet 7. Cantor bevisade
ar 1874 att mangden algebraiska tal &r uppréaknelig och med det bevisade han
aven att méngden trancendenta tal ar 6veruppréknelig [3 sid. 51]. Eftersom de
reella talen ar dverupprikneliga (vilket bevisas i sats och vi vet fran sats
att de algebraiska ar upprékneliga blir de trancendenta talen komplementet till de
algebraiska talen utifran méngden reella tal, alltsd maste de trancendenta talen
vara Overupprakneliga [4, sid. 25]. Upptéackten var relativt chockerande da man
intuitivt tidigare trott att de algebraiska talen var fler 4n de trancendenta.

Sats 2.11. De trancendenta talen T dr overupprdkneliga.

Bevis. Vi vet att de reella talen gar att dela upp i tva disjunkta méngder pa sa
satt att R = A U T. Vidare vet vi fran sats [2.9[ att A ar en uppréknelig mangd.
Da foljer det fran sats [2.5] att om &dven T varit en uppraknelig méngd hade dven
R varit en uppréiknelig méngd, och det vet vi fran sats[2.10] att den inte ar. Alltsa
maste T vara en 6veruppréiknelig mangd. O]
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3 Kardinaltal

3.1 Kardinalitet

Vi vet fran avsnitt[l.3]om méangder och fran definitionen[I.9/hur vi avgoér en méangds
storlek eller méktighet genom att anvanda oss av dess kardinalitet och kardinaltal.
Déremot har vi hittills enbart sett hur kardinalitet beter sig for de dndliga méng-
derna. Till exempel vet vi att om A och B ér dndliga mangder och det finns en
injektiv funktion f : A — B sa géller det att |A| < |B|. Vidare vet vi att om funk-
tionen mellan A och B ar bijektiv sa géller det att bidgge mangderna innehaller
lika manga element, |A| = |B|. Da vi per definition inte kan rikna antalet element
i de odndliga méngderna maste vi istéllet borja tala om de odndliga méngdernas
mdaktighet och utifran den bestamma deras kardinalitet och kardinaltal.

Definition 3.1. Lat A och B vara tva oédndliga méngder. Vi sidger att de tva
méangderna har samma méktighet (eller kardinalitet) om det finns en bijektiv av-
bildning f: A — B. I sa fall skriver vi A ~ B.

Definition 3.1 fungerar aven for &ndliga méngder.

Sats 3.2. Relationen A ~ B dr en ekvivalensrelation.

Bevis. Lat A, B, C vara mangder. Relationen ~ (dvs. "att ha samma kardinalitet”)
ar da

1. Reflexiv. Eftersom identitetsfunktionen f : A — A ar bijektiv sa géller att
A ~ A, alltsa att A har samma kardinalitet som sig sjalv.

2. Transitiv. Om det finns en bijektiv funktion f : A — B och en bijektiv
funktion g : B — C sa blir den sammansatta funktionen en bijektiv funktion
gof: A — C. Alltsa galler det att om A och B har samma kardinalitet
A ~ B och B och C' har samma kardinalitet B ~ C sa har A och C' samma
kardinalitet A ~ C.

3. Symmetrisk. Om det finns en bijektiv funktion f : A — B sa finns en invers
funktion sddan att f~! : B — A som édven den ar bijektiv. Alltsa giller att
om A har samma kardinalitet som B, A ~ B, sa har B samma kardinalitet
som A, alltsa B ~ A.

O

Vi ser har att relationen ~ mellan méangder skapar ekvivalensklasser for mangder
med lika stor méaktighet. Vi kallar varje sadan ekvivalensklass for kardinaltal.
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Definition 3.3. Lat A vara en méngd. Vi siger att alla méngder som ingar i
samma ekvivalensklass har samma kardinalitet och kallar ekvivalensklassen for
deras kardinaltal. Vi skriver kardinaltalet som |A|.

Da tva oandliga méngder A och B ingar i samma ekvivalensklass A ~ B har de
samma kardinaltal och ddrmed |A| = |B|.

Om vi kan hitta en bijektiv funktion mellan tva odndliga mangder kan vi alltsa
veta att de ar lika méktiga och dédrmed har samma kardinalitet. Detta gar att
gora med flera méngder och vi kan se har att flera méngder kan tillhora samma
kardinalitet.

Definition 3.4. Kardinaltalet for mangden av de naturliga talen N betecknas
IN| = Ny och uttalas alef-noll. Enligt definition vet vi att alla mangder dar
vi kan skapa en bijektiv avbildning till de naturliga talen kallas fér upprakneliga
méangder. Darmed vet vi att alla upprakneliga mangder tillhoér samma kardinalitet
(ekvivalensklass) och betecknas med samma kardinaltal, R.

Exempel 3.5. Vi har sett fran sats [2.7] att det gar att skapa en bijektiv funktion
mellan de rationella talen Q och de naturliga talen N. Alltsa vet vi att de har
samma kardinalitet och delar samma kardinaltal. Alltsa ar |Q| = |N| = N,.

Ezempel 3.6. Vi vet fran sats [2.2] att det gar att skapa en bijektiv funktion mellan
heltalen och de naturliga talen. Alltsa vet vi att de delar samma kardinalitet och
dédrmed samma kardinaltal |Z| = |N| = N,.

For de 6veruppréikneliga méngderna déar det gar att skapa en bijektiv avbildning
till de reella talen R har vi ett speciellt kardinaltal.

Definition 3.7. Kardinaltalet for de reella talen R betecknas |R| = ¢. Vi anvénder
bokstaven c¢ fran det engelska ordet continuum. For alla méngder som det gar
att skapa en bijektiv avbildning till méangden for de reella talen R har samma
kardinalitet och darmed samma kardinaltal, c.

Definition 3.8. Om det finns en injektiv funktion fran en oéndlig méngd A till

en oandlig mangd B sa sdger vi att A 4r mindre méktig an eller lika méaktig som
B. Vi betecknar det som A 3 B.

Sats 3.9. Relationen A =X B dr en partiell ordning pa klassen av mdngder.

Bevis. Lat A, B och C vara méangder, relationen = éar da

1. Reflexiv. D& identitetsfunktionen ar en bijektiv avbildning fyller den kravet
pa att det ska finnas en injektiv funktion f: A — A. Alltsd ar A ~ A och
darmed dven A 2 A.
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2. Transitiv. Om vi antar att A X B och B = C sa kommer det att finnas
en injektiv funktion som utgors av de tva funktionerna f : A — B och

g : B — C som bildar den sammansatta injektiva funktionen go f : A — C.
Vi far alltsa A = C.

3. Antisymetrisk. Att relationen ar antisymetrisk ar svarare att bevisa. Det
innebar att om vi har tva injektiva funktioner sa att A 3 B och B = A sa
géller det dven att A ~ B. Detta kommer att bevisas i och med beviset for
Schroder-Bernsteins sats som kommer hér nedan som sats B.101

]

Att relationen 3 fran sats[3.9]ar antisymetrisk uttrycker nagot speciellt, s speciellt
att den har bevisats med en egen sats som kallas Schroder-Bernsteins sats. Satsen
béar Ernst Schroder och Felix Bernsteins namn eftersom de, pa varsitt hall, var
forst med att bevisa satsen ar 1898. Déremot var Cantor forst med att formulera
satsen ar 1887, dven om han aldrig lyckades bevisa den sjélv [3], s. 172]. Satsen
sdger att vi inte behdver hitta en bijektiv funktion mellan tva odndliga mangder
for att veta att de ar lika maktiga. Vi utnyttjar istéllet den partiella ordningens
antisymmetri och kan ddrmed avgora om tva oédndliga méngder ar lika stora enbart
utifran injektiva funktioner. Vi foljer beviset ur Birkhoff & MacLane [2] s. 387].

Sats 3.10. Lat S och T vara mdngder sadana att det existerar en injektiv funktion
S — T samt en injektiv funktion T — S. Dad existerar det en bijektiv funktion
mellan S och T.

Bevis. Vi har tva mangder S och T. Vi vet att det finns en injektiv funktion
f S — T och en injektiv funktion g : T" — S. Detta betyder att vi kommer
kunna rora oss mellan mangderna bakldnges genom funktionernas inverser, givet
att punkten vi utgar fran ligger i bilden av funktionen.

Vi delar in S i tre disjunkta méngder dar S, ar mangden dér alla element gar att
spara bakat med hjéilp av funktionernas invers oandligt langt, det kommer alltid
att ga att spara ett extra steg bakat. S, ar méngden av alla element som gar att
spara tillbaka till S, m.a.o gar vi tillrdckligt langt tillbaka genom funktionernas
inverser kommer vi tillslut att landa pa ett x € S. Tillsist har vi méngden S, som
ar mangden dar alla element har en urmoder i 7. P4 samma sétt delar vi upp 1" i
disjunkta mangder.
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Se = {x € S| x gar att spara tillbaka odndligt manga ganger}
Sy, = {z € S| x gar att spara tillbaka till sin urmoder i S}
S. ={x € S| x gar att spara tillbaka till sin urmoder i T}
T, = {z € T' | x gar att spara tillbaka odndligt manga ganger}
T, = {z € T | x gar att spara tillbaka till sin urmoder i S}
T. = {x € T | x gar att spara tillbaka till sin urmoder i T}

P& sa vis har vi att

S=5US,US,
T'=T,UT,UT,.

Om ett element forekommer i en av mangderna kommer éven alla elementets fore-
gangare och efterfoljare finnas i samma méangd. Mangderna bestar alltsa av kedjor
av element som vi kan na genom de bijektiva funktionerna. Vi kommer se att
f:Sy =T, f:Sy,— Tyoch gt : S, — T, ar bijektiva funktioner. Detta innebér
att vi kan konstruera en bijektiv funktion A : S — T genom

) f(x)ddz e S, US,
he) = {g_l(x) ddx €S,

Vi vet att h ar en bijektiv funktion mellan S, — T, eftersom f &r injektiv och
dérmed givet xg1, 250 € S, sa ar h(xgy) = h(rg2) och darmed f(zs1) = f(zs2)
eftersom f ar injektiv sa ar xg; = xgo. Vidare vet vi att h &r surjektiv mellan
Sa — T, eftersom elementen gar att spara tillbaka odndligt manga ganger vet vi
att om vi tar ett xp € T, kommer det att finnas ett xg sadant att h(zxg) = x7.
Alltsa ar funktionen aven surjektiv och darmed bijektiv.

Pa samma satt vet vi att det finns en bijektiv funktion mellan S, — T}, genom
att borja med att konstatera att eftersom f ar injektiv sa kommer dven h vara
injektiv. Eftersom vi vet att det kommer att finnas en urmoder i 5, vet vi att om
vi tar ett element zp € T, s& kommer det att finnas ett zg sadant att h(zg) = x7.
Dérmed ér funktionen h surjektiv och alltsa &dven bijektiv.

Till sist maste vi bevisa att h ar en bijektiv funktion mellan S, — T,.. Eftersom
vi vet att g : T, — S, ar injektiv innebér det att det existerar precis ett element

28



xp € T, som gar till xg. Om vi da antar att h(xg;) = h(xge) s maste det innebéra
att rg; = xg9. Alltsa ar funktionen injektiv. Om vi véljer ett element xz7 € T, vet
vi att det kommer att finnas ett element zg € S, sadant att g(xr) = xg, vilket
innebér att vi kan spara tillbaka elementet genom h. och far darmed h(zg) = x7.
Det ér da visat att h ar surjektiv och darmed &dven bijektiv. Detta innebar dven
att hela h : S — T ar bijektiv. O]

Det réacker alltsa med att hitta tva injektiva funktioner mellan tva mangder for att
kunna séga att det existerar en bijektiv funktion mellan dem och dérmed har de
samma kardinalitet. I avsnitt om bijektioner mellan mangder sag vi i exempel
[1.28 hur vi konstruerade en bijektiv funktion mellan f : [0,1] — (0,1]. Med hjalp
av var nyfunna sats behover vi enbart hitta tva injektiva funktioner for att
etablera att médngderna ar lika méaktiga.

Exempel 3.11. Vi anvander Schroder-Bernsteins sats for att visa att det existerar
en bijektiv funktion mellan f : [0, 1] — (0,1]. Vi ser forst att vi har en uppenbar
injektiv funktion f : (0,1] — [0, 1] som ges av f(z) = . Vidare har vi en injektiv
funktion g : [0,1] — (0, 1] som ges av g(z) = £ + 1. Eftersom vi har tva injektiva
funktioner at bagge hall mellan méngderna kan vi tillimpa Schroder-Bernsteins
sats och ddrmed veta att det existerar en bijektiv funktion mellan méngderna.
Déarmed ar de lika maktiga och har dven samma kardinaltal.

3.2 Ordna kardinaltalen

Hitills har vi sett att det gar att jamfora odndliga méngders méktighet och ddrmed
aven jamfora deras kardinaltal. Nu stéller vi oss fragorna om det gar att jamfora
storleken pa Ny och ¢ och om det finns fler kardinaltal dn dessa tva?

For att besvara fragorna behover vi forst definiera vad det innebar att tva méngders
kardinaltal inte &r lika. Vi aterkopplar till forra kapitlet och beviset for sats
(relationen 3).

Eftersom vi tidigare etablerat att méngder kan tillhora olika ekvivalensklasser och
vi kallar dessa for kardinaltal kan vi nu definiera hur vi betecknar olikhet for
kardinaltal.

Definition 3.12. Da det finns en injektiv funktion fran en méangd A till en méangd
B sa att A 3 B skriver vi att méngdernas kardinaltal |A| < |B|.

Definition 3.13. Da det finns en injektiv funktion mellan médngderna A och B
sadan att A 3 B, men inte en bijektiv funktion A ~ B skriver vi att mangdernas

kardinaltal |A| < |B|.
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Exempel 3.14. Vi vet att det finns en injektiv funktion fran de naturliga talen till
de reella f : N — R. Darmed géller det for méngderna att N = R och for deras
respektive kardinaltal att Ny < c¢. Dessutom vet vi att det inte existerar en bijektiv
funktion mellan mangderna N ~ R, ddrmed vet vi att Ry < c.

Nu nar vi har etablerat beteckningen for nér tva odndliga méngder inte har lika
stor méktighet kan vi borja bena i hur man ordnar kardinaltalen.

Sats 3.15. En odndlig mingd A med kardinaltal |A| har alltid strikt mindre mdk-
tighet dn kardinaltalet for sin potensmdngd |P(A)|, alltsa |A| < [P(A)|.

Bevis. Vi paminner oss om att for att det ska finnas en bijektiv funktion maste
funktionen vara bade injektiv och surjektiv. Vi ska nu visa att det inte finns nagon
surjektiv funktion f: A — P(A).

Beviset ar ett motsdgelsebevis. Vi borjar alltsa med att anta att det finns en
surjektiv funktion f : A — P(A). Vi definierar en delméngd B = {a € A | a ¢
f(a)}. Eftersom funktionen ar surjektiv maste det finnas ett b € A siddant att
f(b) = B.Da b e Aoch B C A sa innebar det att antingen b € B eller b ¢ B.
Detta ger oss tva fall dar

1. Ombe Bsaarbe f(b).
2.0mb¢ Bsaarbé f(b).

Bégge fallen strider mot var definition av B. Alltsa kan det inte finnas en surjektiv
funktion mellan en méngd och dess potensméangd och det medfor att det inte heller
finns nagon bijektiv funktion mellan mangderna.

]

I avsnitt [1.3] sdg vi att antalet element i potensméngden for en andlig méngd
B = {1,2,3,...,n} kan skrivas som 2", dar n € N. Fragan blir d4 om vi kan
beteckna kardinaliteten for potensméngden av oandliga méangder pa liknande séatt?
Innan vi fortsatter med beviset maste vi forst definiera potenser for kardinaltal.

Definition 3.16. Lat A och B vara odndliga méngder med kardinaltal |A| re-
spektive |B|. Vi definierar |A|/Bl som kardinaltalet fér méngden av alla funktioner
f:A— B.

Sats 3.17. Kardinaltalet for en potensmdngd av en mdangd A med kardinaltal |A|
kan skrivas som |P(A)| = 2141,

Bewvis. Lat M vara mangden av alla funktioner sadan att M = {f : A — {0,1}}.
Om vi kan skapa en bijektiv avbildning mellan M och potensméngden P(A) sa
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vet vi att de kommer att ha samma kardinalitet. Vi gor detta genom att definiera
en bijektiv avbildning f : P(A) — M. Vi vet att om Y € P(A) sa innebar
det att Y C A, alltsa skapar vi var bijektiv funktion genom att anvinda den
karakteristiska funktionen for Y:

Oomaz¢Y
Xy(x>_{1omm€§/.

Vi bildar alltsa en binédr sekvens med en f6ljd av nollor och ettor som for varje
element i A talar om om det tillhor Y eller inte. Eftersom de karakteristiska funk-
tionerna for alla delméngder av A bildar médngden M och eftersom avbildningen
mellan alla delméngder och dess karakteristiska funktioner utgor en bijektiv funk-
tion mellan potensméngden P(A) och mangden M innebdr det utifran tidigare
definition att de har samma kardinalitet |P(A)| = |M|. Darmed &r det bevisat att
|P(A)| = 214 O

Vi har nu sett att det inte finns nagon bijektiv funktion mellan en méangd och dess
potensméngd, alltsa ar de inte lika stora. Vi anvander oss av detta for att bevisa
att det finns odndligt manga kardinaltal. Satsen bevisades forst av Cantor 1891
och kallas ddrmed Cantors Sats [3 s. 166][4], s. 32].

Sats 3.18. Det finns odndligt manga kardinaltal.
Bewvis. Lat A vara en odndlig méngd och vi betecknar dess kardinaltal som |A|. Vi
vet fran sats|3.15| att det inte finns nagon bijektiv funktion mellan en méangd och

dess potensméngd. Vi vet dédremot att det finns en injektiv funktion f : A — P(A)
som ges av f(x) = {z}. Dessutom vet vi fran sats att [P(A)| = 211,

Eftersom vi vet att det inte finns en bijektiv funktion men en injektiv funktion
mellan en méngd och dess potensmingd géller det att [A| < 214! och |A| # 241,
alltsa maste |A| < 214l gilla.

Det gar ddrmed att ordna kardinaltalen |A| < 2/4. Vidare innebér detta att vi
kan fortsatta skapa storre och storre kardinaltal med hjélp av potensméangden och
darmed kan vi skapa en oandlig sekvens av kardinaltal

A, 2141 92 922"

dar kardinaltalet till hoger alltid ar storre an det till vanster.
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Eftersom vi vet att den minsta odndliga mangd som finns har kardinaltalet N,
fortsétter vi att indexera storleksordningen enligt foljande definition.

Definition 3.19. Om |N| = X, s& betecknar vi 2% = X; och 22" = R, och si
vidare. Vi far d& den oéndliga sekvensen av kardinaltal:

NOJ N17N27N37 s

Cantor var ar 1878 forst med att formulera den sa kallade Kontinuumhypotesen,
som sager att det inte finns nagot kardinaltal mellan Ny och ¢, darmed ar alltsa
¢ = Ny. Det ar aven samma sak som att siga att varje delmangd av de reella talen
ar antingen:

1. Andliga och har samma kardinaltal som det dr element i méngden.

2. Upprékneligt oédndliga och har samma kardinalitet som de naturliga talen,
No.

3. Overupprikneligt odndliga och har samma kardinalitet som de reella talen,
c.

Hypotesen, eller aven kallat problemet, har varit omtvistat och hittills inte kunnat
bevisas fullt ut. Ar 1900 hade Hillbert med det som det forsta av sina 23 kinda
problem. Dérefter har Kurt Godel ar 1938 visat att hypotesen inte gar att mot-
bevisa och ar 1963 visar Paul Cohen att den inte gar att bevisa. Det ger oss att
problemet &r oavgorbart utifran de axiom vi har for méngdlaran idag.

Dértill finns Den generaliserade kontinuumhypotesen som séger att for nagot oand-
ligt kardinaltal |A| finns inget kardinaltal mellan |A| och 2/4. Detta ger oss att
2% = N, 1, for alla n € N. Aven denna hypotes har visats bade vara icke-bevisbar
och icke-motbevisbar. [4], s. 64-66].

3.3 Rakneoperationer for kardinaltalen

Som vi sett tidigare i avsnittet for Hilberts hotell verkar rédknereglerna for kar-
dinaltalen skilja sig fran de vanliga. Lagger vi till en hotellgist till den redan
odndliga méangden hotellgéster, kommer vi fortfarande att ha en odndlig mangd
gaster. Alltsa verkar det som att Ny + 1 = Ry. Vidare minns vi fran Hilberts hotell
att det inte heller var ett problem att fa plats med ett upprakneligt oandligt antal
nya géster till hotellet, detta ger i sadana fall att g+ Ny = Rg. Inget bevis kommer
att forekomma i detta avsnitt. Bevisen finns att folja i [4], s.40-47].
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3.3.1 Addition av kardinaltal

Det ar latt att se och gar att visa att om vi adderar ett element till en oandlig
mangd, oavsett uppréiknelig eller 6veruppriknelig, kommer den fortfarande att
vara odndlig och ddrmed kommer dven kardinaliteten att forbli densamma.

Definition 3.20. Lat A och B vara tva disjunkta méngder med kardinaltalen | A|
och |B|. Da ér |A| + |B| = |AU B|.

Exempel 3.21. Det kan till exempel se ut som foljande:
1. Ng+n=8y,darn € N
2. c+n=c,dirn € N.

Det gar att visa att om vi adderar tva kardinaltal av samma kardinalitet forblir
summan, precis som i tidigare fall, samma kardinalitet. Alltsa att om vi har tva
odndliga mangder A och B sadana att A = |A| och B = | A| sa géller att |A+ B| =
Al +[A] = |A].

Exempel 3.22. Det éar fran detta vi far vart exempel i Hilberts hotell att vi kan
addera hur manga odndliga méngder som helst, sa lange de ar upprakneliga och
alltsa att Ng+Ng = V. Det ar alltsa tack vare denna rakneregel som vi kan addera
i princip hur manga uppréakneliga oandligheter som helst av gaster till hotellet och
fortfarande kan garantera att alla far rum.

Det gar dven att visa att om vi har tva kardinaltal |A| och |B| sadana att |A| < |B|
da vet vi att |A| + |B| = |B].

Definition 3.23. Om négon eller bégge av A och B ar en odndlig médngd med
kardinaltalen |A| och |B| sa ar |A| + |B| = maz{|A|, |B|}.

Ezempel 3.24. Detta ger oss till exempel att
1. Ng+c=c
2. Ng+ Ny =1,

3. N, + 8, =8, diar m <n och m,n € N.

3.3.2 Multiplikation av kardinaltalen

Precis som vi sag for addition av kardinaltal sa skiljer sig multiplikation med
kardinaltalen fran till exempel multiplikation med de naturliga talen.

Det gar att visa att om vi multiplicerar tva kardinaltal av samma kardinalitet
forblir produkten, precis som i additionen, samma kardinalitet. Alltsa om vi har
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tva odndliga méngder A och B av samma kardinalitet med kardinaltalet |A| sa

giller det att |[AB| = |A||A| = |A].

Definition 3.25. Lat A och B vara méngder med kardinaltalen |A| och |B|.
Kardinaltalet for produkten av |A| och | B| ar da produktméngden |A||B| = |Ax B|.

FExempel 3.26. Multiplikation mellan kardinaltal av samma kardinalitet ser ut som
foljande:

1. N()NO — No
2. cc=c
3. N, N, =N, dir n € N.

Vidare gar det att visa att om vi har tva kardinaltal |A| och |B| sadana att
|A| < |B| da vet vi att |A||B| = | B].

Definition 3.27. Lat antingen en eller bigge av méngderna A och B vara odndliga
och icke-tomma med kardinaltalen |A| och |B|. Da galler att |A||B| = maz{|A|, |B|}.

Exempel 3.28. Multiplikation mellan kardinaltal av olika kardinalitet ser ut som
foljande:

1. Noc=c

2. N, N, =N,, dir m < n och m,n € N.

3.3.3 DPotenser av kardinaltal
Vi aterupprepar definition [3.16}

Lat A och B vara odndliga méngder med kardinaltal |A| respektive |B|. Vi defini-
erar |A|lZl som kardinaltalet for méngden av alla funktioner f : A — B.

Exempel 3.29. Det gar att visa att:
1. N¢ =X, dar n,a € N.
2. 2Nn - Nn+1.
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4 Cantormangden

Vi har genom arbetet sett prov pa flera kinda odndliga méngder och deras egen-
skaper. I detta kapitel ska vi presentera och ga igenom egenskaperna hos en inte
lika vanlig oédndlig mangd, namligen Cantormangden som presenterades ar 1883
av Georg Cantor sjalv.

Vi konstruerar Cantorméngden genom att borja med alla punkter i det slutna
intervallet Cy = [0, 1].

Sedan delar vi upp méangden i tre lika stora delar och tar bort den mittersta delen,
det Oppna intervallet (%, %) Var méngd bestar nu av intervallen

a=plJop]

Om vi upprepar foregaende process genom att dela upp dessa tva intervall i tre
lika stora delar och tar bort de tva mittersta 6ppna intervallen (é, %) och (g, %)
bestar var mangd istéllet av

=P B Yols Yo

C, med n € N ar alltsa nagot steg i iterationen. Da vi fortsitter dessa steg in i
odndligheten genom att lata n ga mot oandligheten for C,, kommer vi se att de
kvarvarande méngderna hela tiden minskar samt ar delméangder av sina tidigare
mangder pa sa satt att C; D Cy D C3 D ... . Vi definierar da slutligen att
Cantorméngden utgors av snitten av alla samlade méangder

C=1Cn

n=0

Vi tar alltsa bort en tredjedel odndligt manga ganger, alltsa borde nastan inget fin-
nas kvar av mangden? Ser man till méngdens "langd” &r detta pastdende korrekt.
Nar vi gar mot odndligheten ar Cantormangdens léngd 0.

Vi konstruerar mangden genom att utga fran intervallet Cy = [0, 1] som har ling-
den 1. Da vi summerar lingderna av de delar som tas bort i varje steg odndligt
manga ganger far vi summan

s—1+g+i+§+ —1<1+2+4+8+ )—
3 9 27 81 3 39 21 )
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(e )

Detta gar att skriva som den geometriska summan

1 /2\" 1 1

5_3;)<3) 3zt
Eftersom [0, 1] uppenbart har lingd 1 och summan som tas bort da vi gar mot
odndligheten ocksa har liangd 1 far vi att Cantorméangden har lingd 0. Eftersom
vi verkar ha tagit bort i princip allt, da vi gar mot oéndligheten, sa borde Cantor-
méangden alltsa inte innehalla nagra punkter? Eller atminstonde vara mycket myc-
ket liten. Faktum &r att vi ska se att Cantorméngden innehaller oandligt manga
punkter och har samma maktighet som mangden av alla reella tal, R. For att
bevisa detta behover vi forst etablera en bijektiv funktion mellan mangden och de
reella talen.

Sats 4.1. Alla element i Cantormdngden gar att representera med en terndr ex-
pansion av enbart talen O och 2.

Bevis. Vi kan anvidnda den ternira expansionen for att representera varje element
i Cantorméangden. Eftersom vi i varje steg delar upp alla intervall i tre lika stora
delar for att sedan ta bort mittendelen gar det att for varje steg ange vilket intervall
som x ligger i

0, da x ligger i det véinstra intervallet.

s; = {1, dax ligger i intervallet i mitten.
2, da x ligger i det hogra intervallet,
diar ¢+ = 1,2,3... och star for vilken siffra i decimalutvecklingen vi ar pa som

korresponderar med vilken iteration vi ar i. Eftersom vi hela tiden slénger det mit-
tersta intervallet vet vi att den ternara utvecklingen av element i Cantorméngden
aldrig kommer att innehalla siffran 1. Detta gor att vi kan anvidnda den ternara
utvecklingen for att representera alla element i Cantorméangden genom

T = 0.50515255 -+ - = Z si37F , dar s € {0,2}.
k=0

Tittar vi narmre pa intervallens d&ndpunkter kommer vi snart att inse att vissa
andpunkter har tva ternara utvecklingar. P4 samma sétt som att vi sager att
(0.9)10 = (1.0)10 galler aven att
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; = (0.1)3 = (0.02) samt 1= (0.2)s.

Vi vet frdn en modifierad version av sats [.30 att de reella tal som inte har en
unik ternédr utveckling har precis tva utvecklingar. Det ér precis dessa tal vi far
i andpunkten av vissa intervall. For att komma runt detta problem och for att
satsen fortfarande ska géalla bestdmmer vi oss istallet for att déar vi far andpunkter
som kan representeras av tva ternidra utvecklingar véljer vi helt enkelt den som
inte innehaller siffran 2. Eftersom vi vet att de bada utvecklingarna representerar
samma reella tal kan vi ddrmed representera alla tal i Cantorméngden som unika
terndra utvecklingar.

O
Sats 4.2. Cantormdngden dr éverupprdknelig.

Bevis. Forst och framst anviander vi den ternéra representationen av Cantorméang-
dens element fran foregaende sats. Vi da visade att alla element i mangden gar att
representera med enbart talen 0 och 2 i bas 3 sa att

Z Sk3ilC s dér Sk € {0,2}
k=0

Vi anvander oss sedan av Cantors diagonala argument fran sats for att bevisa
att Cantorméangden ar overuppréiknelig. Vi gor detta genom att istéllet anta att
den skulle vara uppriknelig. Vi hade da kunnat rdkna upp elementen ett efter
ett utan att missa nagot, det skulle alltsa finnas en bijektiv funktion f : I — N.
Vi anvander den bindra expansionen for att representera element i méngden dér
r =0.518983... for s; dari=1,2,3, ...

Vi kommer nu alltid att kunna hitta ett unikt element y = 0.b1b2b3b, ... som inte
finns med i uppriakningen genom att ga igenom elementen diagonalt och andra
enligt principen

b — 0, déSZZQ
e 2, déS,L:O

Pa sa sétt far vi det nya elementet y. Eftersom alla element i Cantormangden gar
att representera genom en bindr utveckling av 0 och 2 vet vi att dven y ar ett
element i mangden. Alltsa ar Cantorméangden inte uppraknelig, utan éverupprak-
nelig. [
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5 Sammanfattning

Vi har i den har uppsatsen gatt igenom de uppréikneliga och 6verupprikneliga
mangdernas egenskaper samt jamfort dem med varandra.

Arbetet har varit en lang men mycket givande resa. Att fa ga fran att vara intres-
serad av hur Cantors diagonala argument fungerade till att fa bena i hur Cantor-
mangden bade kan ha langd 0 och samtidigt vara éveruppriakneligt oandlig har
varit véldigt spannande och givande for min egen matematiska forstaelse.

I min lararroll har jag upptéickt att oavsett vilken niva elever ligger pa kan de
alltid samtala och fundera kring oédndligheten(/-er). Det ér ett koncept som alla
har hort talas om men som de sallan har uppmuntrats att utforska mer. Det &r
alltid ett &mne som fascinerar och drar igang fantasin pa ett séatt som i min mening
manga bokuppgifter inte gor. Darfor ar jag nojd 6ver att det hér arbetet ar gjort
och att jag kan dela fascinationen for odndligheten med bade mina nuvarande och
framtida elever.
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