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Abstract

Perfect numbers are positive integers that equal the sum of their proper
divisors. The two smallest perfect numbers are 6 and 28. Mersenne primes
are prime numbers of the form 2P — 1, where p is itself a prime number. The
two smallest Mersenne primes are 3 and 7. In this work we show that there
is a surprising bijection between Mersenne primes and even perfect numbers.

It is not known if there exist any odd perfect numbers.



Sammanfattning

Perfekta tal ar positiva heltal som &r lika med summan 6ver dess édkta
delare. De tva minsta perfekta talen &r 6 och 28. Mersenne primtal &r primtal
av formen 2P — 1, dar p ocksad utgors av ett primtal. De minsta Mersenne
primtalen &r 3 och 7. I det hér arbetet visar vi att det finns en 6verraskande
bijektion mellan Mersenne primtal och jimna perfekta tal. Det &r &nnu inte

ként ifall det existerar nagra udda perfekta tal.
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1 Introduktion

Sedan antika tiden av matematiska studier har inte minst pythagoréerna fascinerats
av olika tal relationer. Sambandet mellan ett tal och dess delare ar en sadan. Det
har sambandet visar sig vara mer an bara en dnnu héftig relation mellan tal, utan
har dessbéttre 6ppnat upp végen for utveckling av manga nya teorier och koncept
inom nummer teori sa som perfekta tal.

Perfekta tal ar tal vars summa av dess dkta delare aterger talet i fraga. Ett annat
sitt att beskriva det ar att tillata aven talet vara en delare och summan blir d& en
dubblet av sjéilva talet. Talet 6 ar det minsta och forsta perfekta tal. Utveckligen av
den skulle bli6 =1+2+3ellerocksa 6=1+2+3+6=12=2-6.

I dagens definitionen av perfekta tal refererar man till Euklides notation som senare
kompletterades av Fuler. Med tanke pa att det ar cirka 2000 ar mellan dessa veten-
skapsmén kan man forsta att perfekta tal inte har varit en enkel bit att tugga pa.
De véixer snabbt och forekommer med allt glesare avstand, fragan om det har nagot
slut ar en oklar fraga.

Euklides metod for att hitta ett perfekt tal gar via formeln
2r=t(2P — 1)

dér p ar ett primtal och (2P — 1) ett Mersenne primtal.

Euklides menade att om kravet for Mersenne primtal var uppfyllt da gav formeln
ett jamnt perfekt tal. Defintionen Euklides presenterade, var tillrdcklig men Eulers
bevis av Euklides formel klargjorde dven dess nodvindighet. Eulers bevis faststallde
det omvéanda, det vill saga, varje jamnt perfekt tal ar av Euklides form, och da ar
ocksa 2P — 1 ett Mersenne primtal. I sjilvaste verket kartlade Euler en bijektion
mellan perfekta tal och Mersenne primtal.

Ty karaktaren av Mersennes primtal genererar Euklides-Euler definition endast
jamna perfekta tal. Kruxet om det finns nagra udda sddanna ar en annan oklar fraga

man spekulerar over.

1.1 Syfte

Det hér arbetet &mnar att redogora for bijektionen mellan jamna perfekta tal och

Mersennes primtal. I slutet av arbetet kommer dven tva grundliggande och forvin-



tade egenskaper om udda perfekta tal att presenteras.
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2 Mersenne primtal

2.1 Historia

Marin Mersenne (1588-1648) var en fransk munk och matematiker som studerade
primtals faktorn i Euklides definition av perfekta tal.

Han sammanstallde de 11 forsta tal han formodade var primtal av denna ka-
raktar, vilka kom att kallas efter honom. Likt perfekta tal vixer Mersenne primtal
snabbt och att hitta dessa for hand ar svart, manga ganger har det tagit ar mellan
varje uptéackt. Det storsta Mersenne primtal att upptéackas for hand var for p = 127,
det gjordes ar 1876 och hade hela 39 vérdesiffror. Idag finns det 52 Mersenne prim-
tal. [Res26] Tittad 22/10/2025

Utan att beskriva hur skrev Marin Mersenne i sin bok Cognitata Physico-Mathematica
att primtalen p = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257 var de enda p < 257 som gav
ett Mersennes primtal. Det visade sig dock inte stimma helt. Efter cirka 300 ar fann

man fem misstag i Mersennes lista.

2.2 Definition

Definition 2.1. Primtal av formen 27 — 1 ar ett Mersennes primtal.

Villkoret att expotenten p maste vara ett primtal implicerar inte det omvanda. Det
innebér alltsd inte att varje godtyckligt primtal p garanterat genererar ett Mersennes
primtal. Ingen vet dnnu for vilka p (2.1) genererar ett Mersenne primtal. Ett exempel
pa p som inte fungerar dyker tidigt upp bland Mersennes primtal. Primtalen p = 11
och p = 23 ger

2 —1=2047=123-89

2% — 1 = 8388607 = 47 - 178481
Pastaende 2.2. a” — 1 dr ett primtal endast om a =2 och n > 2 dr ett primtal.
En generell faktorisering av a™ — 1 ger
a"—1=(a—1)(a" " +a"?+.. +a*+a+1) (1)

Anta att a” —1 &r ett Mersenne primtal, da maste nagon av faktorerna i hogerledet i

(1) vara lika med 1. For a = 0,1 ar pastaendet trivialt. Enda funktionella alternativ

11



ar a > 1, vilket ger att andra termen i (1) alltid blir storre n 1. Kvarstar (a—1) = 1,
det sker da a = 2.

Maste potensen n av a = 2 alltid vara ett primtal? Svaret &r ja.
Anta motsattsen att n inte ar ett primtal och istéllet ett sammansatt tal n = zy
dér z,y > 1. Det ger 2" = 2% = (2%)¥. Det hér skrivelsen insatt i (1) ger

2" — 1= (2" = )2V + (29 2+ .+ (292 + (27) + 1) (2)

Tva faktorer i hogerledet i (2) ar storre &n 1. Antagandet n = zy ger alltsa att (2)
alltid ar ett sammansatt tal, vilket motsidger bestammelsen att 2" — 1 ska vara ett

primtal.
[Sil97]
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3 o funktionen

3.1 Definition och sats for primtalspotenser

Definition 3.1. Lat o(n) vara summan av alla d € N, som delar n, inklusive 1 och

n, da géller

o(n)=>_d. (3)

din

For nagra tal n € {3,4,5,6,7,8} skulle o(n) ser ut enligt f6ljande.

o(3)=1+3=
c(4)=1+2+4=
o(b)=1+5=
o(6)=1+2+3+6=12
o(7)=14+7=
o(8)=1+24+4+8=15

Noter att for varje primtal bestar o(p) endast utav tva termer. (3) uttryckt for
primtal blir o(p) = 1+ p da 1 och p ar de enda delarna till p. Mer generellt, for

primtals potensen p* som &r 1,p, p?, ..., p" blir det
o(") =1+p+p°+.. +p° (4)

Lat en multiplicera (4) med p for att sedan subtrahera orginal serien ur det.

p-o()=p+p*+p*+ ..+

p-o(@) —o@t) =p -1
o(*)(p—1) =p"*" -1

Da erhalls



Sats 3.2. Ldt n > 1 vara ett heltal. Om n = p*pS>..pt* = TIF, p ddr py, ps, ...px

ar distinkta primtal, och aq, s, ..., € N. Da gdller

a1+1 1 s+l 1 ap+1l 1 ko oo+l 1
p—1 p2—1 pr—1 -1 Di—1

(6) &r ett generellt uttryck av o for sammansatta tal. Faktum att varje ssmmansatt
tal kan uttryckas som en unik primtalsfaktorisering kommer varje komponent f6ljdvis

att vara relativt prima.

[Yan96]

3.2 Exempel

Exempel 3.3. Ta talet 12 som exempel. Den kan skrivas som en produkt av 2! och

6 = 213!, vilka inte ar relativt prima.

Den korrekta summan av delar till 12
0c(12)=1+2+4+3+4+6+12=28

Felaktig trippelsumma av primtalsfaktoriseringen

11 1
DTSN 202738 = 202030 4 202031 4+ 202130 4 292131 4 2129304
+212130 4- 212031 4 212131
— (20 =+ 21) . (20 4 21) . (30 i 31)
=14+3+24+6+24+4+6+12=236

Trippelsumman ovan ar felaktig da delarna 2 och 6 férekommer mer dn en gang.
En korrekt dubbelsumma skulle uppnas av en primtalsfaktorisering av formen 12 =

4-3=22.3% Det pa grund av att 4 och 3 ér relativt prima.

Korrekt dubbelsumma av primtalsfaktoriseringen

2 1
> > 23 =230 + 2137 4-2%3° + 2931 42131 4 223!

i=0 j=0
:(20+21+22>(30+31)
=1+2+4+3+6+12=28
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3.3 Bevis av det generella uttrycket for primtalspotenser

Bevis av Sats 3.2. Lat n = pi*p5?...p;" och lat m vara ett positivt tal sa att m|n om
och endast om m = pl p2 pf diar 0 < 5; < «; For alla ¢ = 1,2, ..., k. Foljaktligen
kommer den totala summan 6ver m, utgora alla unika kombinationer av alla delare

till n.

Zm—ZZ > vl (7)

1<m|n B1=0 Bo= Br=0

Ovanstaende ekvivalens ar essentiell och mojlig ty termerna i n &ar relativt prima.
Annars skulle dessa ha gemensamma delare och multi-summan skulle generera kopior

utav en och samma delare, som i exempel 3.3.

Med hjalp av induktion kan en arbeta ned hogerledet i (7) till den 6nskade formen

av seperata summor. Vilket ar vad som vill bevisas.
Léat en paminna om (5) i summanotation
pa+1 -1 «

=> 7 (8)

p—l B=0

For k=1 &ar (7) trival och (8) blir
a1—|—1 1

Zp _n (9)

p1—1

Vidare i induktionssteget delas n upp i tva delar, didr man i tur och ordning bryter

ut en faktor i taget, och gor induktionsantagande for resterande produkt.

For k — 1 géller alltsa
n = (p{'p3.-ppt1") - (k")
och induktionsantagandet nedan géller for de forsta k£ — 1 termerna i n.

Qg—1 8 k—1 pqﬂrl -1
Z Z > Pty =1 ( ) (10)

=0 Bo= Br_1=0 i\ pi—l

Enligt distributiva lagen kan summanotationerna i (7) omorganiseras. For den

inre summan pp* géller alltsa
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ZZ Z]%pz‘ Z(ZZ Zp1p2'p£k11 P£k>

=0 B2= Br= Br=0 \B1=0 B2 Br=0

Ty B ér oberoende av indexen i, ..., Bx_1 kan pf’“ brytas ut fran resterande multi-

suima.

Z (Z Z ZP1 ps*. pfkll ) (Zp ) (Z Z Zpl P’ ngll)

Br=0 0 B2= Br=0 0 Bo= Br=0
(11)

Substituera nu in (10) i hogerledet. (11) kan nu skrivas som

Ok k—1 a;+1
B b; -1
) T (12)
(ﬂko ) i=1 pi—1

Det foljer fran induktion pa k att den sammansatta multisumman (7) kan skrivas

som en produkt av distinkta summor och foljande formell ar uppfylld.

a1 (%) Qg
Z Z Z plps =3 P S S (13)

=0 B2= B1=0 B2=0 Br=0

Ty respektive summa term kan skrivas som (8), tillats (13) formuleras som

p?1+1 o 1 pa2+1 1 pgk'i‘l ﬁ Ocl—‘rl 1 (14)
p1—1 p2—1 P —1 i1 pi—1
vilket ar i enlighet med sats 3.2. O

Med det sagt, ser man att o beter sig unikt da ingaende faktorer ar distinkta tal.

Det leder en till den andra viktiga egenskapen av o.

3.4 Multiplikativ

Definition 3.4. En aritmetisk funktion f &r en multiplikativ funtion om

nérsom (n,m) € N ar relativt prima, gcd(n,m) = 1.
[Yan96]
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Pastaende 3.5. o dr en multiplikativ funktion éver relativt prima tal.

Bevis. Antag att n och m &r relativt prima. Lat en skriva ut deras primtalsfaktori-
sering som n = p'ps?...p;t och m = q’flqgQ...qu. Da n och m é&r relativt prima, ar
P1-.-Pi, q1-..q; alla distinkta primtal. Darfér kan primtalsfaktoriseringen av nm for-

muleras som nm = pffl---P?i : Qfl‘--qjﬁj‘

Darfor har vi att

o+l g oitl
o(n) =2 <

p—1 pi—1

B1+1 - 1 ‘j+1 _ 1
a(m) — 1 QJ

T
P+ 1 p;“+1> (q?lﬂ qffﬂ)

pl—lmpi—l Q1—1U.Qj—1

o(nm) = (

Det ar sjalvklart att o(nm) = o(n)o(m). O

17



4 Perfeka tal

Historian om perfekta tal striacker sig, liksom Mersenne primtal mycket langt bak
i tiden. Deras historia tros ga parallellt. Tills idag det har det endast funnits 52
perfekta tal. Pa grund av bijektionen mellan perfekta tal och Mersenne primtal
lyder det en direkt relation mellan sokandet av det ena och det andra. Det innebar
att om 27 — 1 ar ett Mersenne primtal, s &r 2P~ (2P — 1) ett jaimnt perfekt tal och
niar som det existerar ett jamnt perfekt tal pa formen 2P~1(2P — 1) s maste 2P — 1

motsvara ett Mersenne primtal.

4.1 Definition och sats

Definition 4.1. For ett perfekt tal n € N, géller
o(n) =2n (16)
Sats 4.2. (Euklides-Euler) n dar ett jaimnt perfekt tal om och endast om
n=2r"1(2" —1) (17)
dar 2P — 1 ar ett Mersenne primtal.

Hérledningen av perfekta tal ligger i att bevisa bijektionen mellan perfekta tal och
Mersenne primtal.
[Yan96)

Bevis av sats 4.2. Vi borjar med att bevisa nodvandigheten av att n ar ett jamnt
perfekt tal.

Antag Mersenne primtal 2P —1. L&t n = 2P~1(2P —1). Eftersom o ar multiplikativ,
géller

on) =o(2P Ho(2F — 1)

o(p—1+1 _ 1
- [2_1] [1+ (2P —1)] (2P — 1 Mersenne primtal)
- - 1))
=2.2071(2P — 1)
=2n

18



Andra delen i beviset ligger i att bevisa det omvanda. Anta nu att n ar ett jamnt
perfekt tal och lat

n =21

q dr udda da 2P~1 dr hogsta mojliga tvipotens som delar n (annars vore faktorise-
ringen ej komplett och ¢ skulle innehalla 2 : or.
Givet ged(2P71,q) = 1, géller

a(n) = a(2"""a(q) = (2" — 1)o(q)

Ty (16) géller,
o(n) =2n =2(2F'q) = 2¢q

Kombinationen av de tva ovanstaende ekvationer leder till ekvivalensen
2q = (2 ~ 1)o(q) (18)
Lat 1,dy,ds, ..., d; vara ékta delare till ¢. Vi infor notionen s(q) som foljande,
s(q)=1+dy+dy+ ...+ d;.

Det vill siga att s(q) 4r summan 6ver alla delare till ¢. Da blir o(q) = s(q) + gq.

Det mojliggor en omskrivning av ekvation (18).
20q = (28 = 1)(s(a) + 9)-

q=s(q)(2" —1). (19)

Notera att ¢ ar en multipel av s(q), sé s(q) delar ¢. Dessutom ar 27 — 1 > 1, sa
s(q) ar en #kta delare av ¢. A andra sidan ér s(q) summan av alla dkta delare till g.
Det innebar att s(q) € {1,dy,ds, ...,d;} samtidigt som s(q) = 1+ dy + do + ... + d;.
Det foljer att s(q) ar den enda dkta delare av . Enda mojlighet for att det ska vara
uppfyllt ar da s(q) = 1. Det gor ¢ till ett primtal.

Ekvation (19) lyder nu enligt foljande,

q=2°—1.

Men primtal av formen 2P — 1 4r Mersenne primtal. Det innebér att, for ett jamnt

perfekt tal 27~ 1¢, maste ¢ vara 2P — 1 samt ett Mersenne primtal. S& bijektion géller.
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5 Udda perfekta tal

En av de aldsta olosta matematiska problemen ar hurvida udda perfekta tal existerar
eller inte och om perfekta tal har nagot slut.

Vetenskapens kannedom om jamna perfekta tal visar att dessa véixer otroligt
snabbt och likasa ocksa avstandet fran ett perfekt tal till det andra. Bara forsta och

tionde jimna perfekta tal skiljer sig med 53 vérdesiffor.

Perfekt tal
6
28
496
8128
33550336
8589869056
137438691328
2305843008139953128
2658455991569831744654692615953842176
10 191561942608236107294793378084303638130997321548169216

Z
e

© 00 1 O Ot == W N -

Genom tiderna har manga vilkinda matematiker funderat och dgnat sig 6ver denna
andlosa fraga om udda perfekta tal. En av de ar ingen mindre d4n L. Euler som séger

att, om udda perfekta tal existerar sa ar de ytterst svara att spara.

Studier kring den existentiella fragan om udda perfekta tal, har bidragit till att
forma kriterium for dessa. Varje kriterium har byggt och utvecklat nastkommande
aven om det ibland har varit orimliga forslag. Tidigt forstod man att udda perfekta
tal inte kan vara en produkt av tva distinkta primtal. 1863 bevisade matematikern
Nocco att det maste bestd av minst 3 distinkta primtal. Ar 1888 visade Catalan att
om ett udda perfekt tal inte ar delbar med 3, 5 och 7 maste det besta av minst 27
distinkta primtal.

Pa senare ar, ar 2012 visade tva forskare, Pascal Ochem och Michaél Rao, att
om ett udda perfekt tal exsisterar s éar det storre an 10°%. I samma artikel skriver
de dven att det bor besta av minst 101 primtals faktorer och 10 distinkta primtal

(utan restriktioner).
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Catalans, Ochem och Rao’s bidrag ar bland de senaste kriteriumen for mojliga
udda perfekta tal. [Mat26]

5.1 Tva grundlaggande pastidenden

I det héar avsnittet kommer Noccos tidiga bidrag om minst tre distinkta primtal
och Catalans pastaende om icke delbarhet att bevisas. Valet av bevis for 3 distinkta
primtal tal istéller for senaste uppdateringen om minst 10, beror pa att Noccos bevis
klargor de grundlaggande stegen i den generella beskrivningen av udda perfekt tal.

Beviset av 10 distinkta primtal ar mer komlext och kraver mer arbete.
Pastaende 5.1. FEtt udda perfekt tal innehaller minst 3 distinkta primtal.

Bevis av pastaende 5.1. Lat n vara ett perfekt tal bestaende av en primtals faktor

p®. Forhallandet nedan géller.

o(n) = 2p”

a+l 1
o(n) ="~

p—1

En 6vreuppskattning av den har relationen ger

J(pa) _ poz—i-l -1 pa—i-l _ D

= <
pe -1 pp-1) p-1

Vi far alltsa forhallandet

o) _ _p
< : 20
| (20)
Hogerledet i olikheten (20) dr en kvot som minskar for ett okat p. Storsta mojliga

kvot ges av minsta mojliga p, vilket ar 3.

3
— =15<2
3—1

Alla primtal storre &n 3 kommer att ge en mindre kvot. Exempel é&r p = 5 och
p =7 dar man far 5/4 = 1.25 respektive 7/6 ~ 1.17.

22



For ett godtyckligt p > 3 galler darmed
— < 2. (21)

Sa p“ kan inte vara ett perfekt tal. Saledes kan ett udda perfekt tal inte besta

av endast en primtals faktor.

Anta nu att n = p*¢® ar ett perfekt tal med tva distinkta primtals faktorer dar
p < q. Ty multiplikativa egenskapen hos o(n) giller
o(n) _o(p*) o(d”)
n P ¢
Tidigare uppskattning i (20) ger att

o) _ »p 0(q5)< q

P~ p—1 q° g—1

Saledes géller
on) _p q

. . 22
n p—1 g—1 (22)

Likt tidigare ar (22) en funktion som minskar for varje gang p okar. De tva minsta
mojliga p ar 3 och 5.
3 ) 15

_— = — =1. 2
51 5= 3 875 <

For nasta godtyckliga p kommer (22) att vara mindre dn 2. Som nér o(n) < 2n

géller, kan inte n vara ett perfekt tal.

Ett udda perfekt tal maste alltsa besta av minst tre distinkta primtalsfaktorer. [J
Pastaende 5.2. 3,5 och 7 dar alla samtidigt, inga delare till ett udda perfekt tal.

Beviv av pastaende 5.2. Anta att n dr delbar med 105 = 3-5- 7. Primtals faktorise-
ring av n foljer enligt

n=3%.5%.7% . pit. . pp*

dar aq, g, a3 > 1 och py, ..., pr ar distinkta primtal storre an 7.

Om n ér perfekt galler att o &r multiplikativ och o(n) = 2n, sa att o(n) ar del-

bar med 2 men inte med 4. Vi pastar att oy, az > 2.

23



Anta att a; = 1. D4 ar
o(n)=0(3) -a(b*- 7% -pit- .. -pp¥) =4-0(5% T pit- .- pek).

Sa o(n) ar delbar med 4, vilket motsédger faktumet om perfekta tal.
Anta att a3 = 1. Da ar

o(n)=0o(7)-o(3% 5% pit. .-pp¥) =8-0(3% - 5% . pit - - peF).
Motségelse igen, ty delbarhet med 4. Sa,aq, ag > 2.

En omskrivning av o(n) = 2n ger att

on) (14+3+..43") (14+5+...45%) 1+7+..4+7%) (1+..+p*)

n 3a1 50(2 7043 eee pzk

—(1+1+ +1)(1+1+ +1)(1+1+ +1) I
= (1454t St o ctet (Tt ) =
11 | 1
S ST N AT W ST
—( +3+9>< +5>< +7+72>

13\ /6Y /57 4446
(O -m->
9 5/ \49 2205

Motsédgelse. For ett perfekt tal kravs att forhallandet o(n)/n = 2 géller.
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fel hittade i efterhand

Hatice i Kubra Ayranci
May 2026

1 Kapitel 3 o(n) funktionen

@1, 02

Sidan 15: Finns ett indexfel. Det star n = p{'p3*...p;"". Men det korrekta &r n = pi"' p52..pp"

Sidan 16: Jag har missat att d&ndra pa indexet fran Z =0 till Zak '_o 1 hogerledet. Det skulle
innebéra att man summerade 6ver S tva ganger och det ar inte det man vill gora. Jag har skrivit:

aq ag oy
ZZ ZP1P2~ Bk:z ZZ ZP1P2~p§k11 pfk
B1=0p2=0  Br=0 Br=0 \p1=0pB2=0 Br=0
men det ska istéllet sta:
(677 Qp—1
)DDIND I INIED SNl b DD DI DI
B1=0 p2=0  Br=0 Br=0 \B1=0pB2=0 Br_1=0

Aven i nista rad dyker detta indexfel upp.

Qe [e %) ap Qg
S Z Zpl Pttt = e | | Y Z Zpl PP
Br=0 \B1=0p2=0 Br=0 Br=0 B1=0pB2=0 Br=0

Istillet ska det sta

ag ap—1 ag a; o k-1
Z Z Z Z s P2 pfk 11 .pgk _ Z pik Z Z Z Pl B2 pik 11
Br=0 \B1=0pB2=0 Br_1-0 Brk=0 B1=0B2=0  Br_1=0

Sida 17: Index fel och matematiskt fel. Jag har skrivit

o(nm) = p?l—i_l...p?i—’—l qfl_y_l“q] 1
pr—1 p—1 -1 q¢—1

men det jag menade var
i+1
o(nm) = <p?1+1 1opit 1) gt -1 qu -1
p1—1 pi—1 qa—1 g —1

P& sidan 19 har jag upprepat liknande information tva ganger. Meningen nedan bor tas bort.

Det foljer att s(q) ar den enda dkta delare av q.

2 Kapitel 5.1 Tva grundlaggande pastdenden

Sidan 23: Jag skriver i sista stycket att

"Om n ar perfekt géller att o &r multiplikativ och o(n) = 2n, sd att o(n) &r delbar med 2 men
inte med 4.

Korrekt men att o dr multiplikativ &r inte relevant hér.
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