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Sammanfattning

Huvudtemat i denna uppsats dr hur lokala villkor pa punktméngder och konvexa
mingder i R kan ge globala slutsatser. Vi behandlar fyra resultat: Radons lemma,
Hellys sats, Centerpoint theorem och en svag version av Center Transversal Theorem,

och presenterar dem som en sammanhédngande beviskedja:
Radons lemma = Hellys sats = Centerpoint theorem = svag Center Transversal Theorem.

Den svaga versionen av Center Transversal Theorem bevisas inom ramen av den affina
och konvexa geometri som byggs upp i uppsatsen, medan den fulla versionen kréaver
mer avancerade topologiska metoder och ligger darfér utanfor uppsatsens ram. Upp-
satsens bidrag dr att visa en sammanhédngande kedja av bevis och idéer som binder
ihop de fyra resultaten. Var och en av de tre forsta resultaten anvénds i beviset av
néista, och den svaga versionen av Center Transversal Theorem &ar kedjans slutpunkt.
Uppsatsen &r i huvudsak skriven i affint och konvext sprak och anvinder endast ele-
mentdr linjar algebra, sa ldsaren behover inte djupa forkunskaper i linjar algebra for

att f6lja argumenten.
Abstract

The main theme of this thesis is how local conditions on point sets and convex sets
in R? can give global geometric conclusions. We treat four results: Radon’s lemma,
Helly’s theorem, the Centerpoint theorem and a weak version of the Center Transversal

Theorem, and present them as a single coherent proof chain:
Radon’s lemma = Helly’s theorem = Centerpoint theorem =— weak Center Transversal Theorem.

The weak version of the Center Transversal Theorem is proved within the framework of
the affine and convex geometry developed in the thesis, while the full version requires
more advanced topological methods and therefore falls outside the scope of the thesis.
The contribution of the thesis is to show a coherent chain of proofs and ideas that
ties the four results together. Each of the first three results is used in the proof of the
next, and the weak version of the Center Transversal Theorem forms the endpoint of
the chain. The thesis is mainly written in affine and convex language and uses only
elementary linear algebra, so the reader does not need a deep background in linear

algebra to follow the arguments.
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Introduktion

Bakgrund och motivation

Denna uppsats behandlar nagra klassiska resultat inom konvex geometri. Med konvex geo-
metri menas geometri dir konvexitet 4r den viktigaste egenskapen, och de grundlaggande
objekten ar punktméngder, konvexa méngder, konvexa hdéljen och snitt i det euklidiska
rummet R?. Resultaten i omradet ér grundlaggande for att forsta de geometriska samban-
den mellan dessa objekt, och de utgor samtidigt ett viktigt verktyg inom andra delar av

matematiken samt inom tillimpningar som optimering och datavetenskap.

I uppsatsen &r vi inte framst intresserade av formen eller storleken hos en enskild konvex
méangd. I stéllet vill vi forstd vad som maste hénda nar flera punkter eller konvexa méangder
betraktas tillsammans. Fragorna har ocksa en tydlig kombinatorisk sida, eftersom vi ofta
arbetar med dndliga punktméngder, delfamiljer och villkor som géller for ett visst antal
punkter eller méngder. Man studerar alltsad inte bara ett objekt i taget, utan ocksa hur
flera objekt paverkar varandra. Till exempel kan en familj av konvexa méngder uppfylla
lokala snittvillkor, diar sma delfamiljer har gemensamt snitt, och under vissa antaganden
ger detta en slutsats om hela familjen. Ett viktigt tema i uppsatsen ar darfér hur lokala

villkor kan ge globala slutsatser.

I denna uppsats behandlas fyra resultat: Radons lemma, Hellys sats, Centerpoint theorem
och en svag version av Center Transversal Theorem. De hdnger ihop genom en samman-

héngande beviskedja:
Radons lemma = Hellys sats = Centerpoint theorem = svag Center Transversal Theorem.

Varje pil betyder att det foregaende anvinds i beviset av det féljande. Radons lemma
anviander Lemma 2.10 for att visa att en punktméngd med minst d + 2 punkter innehéller
tva icke tomma och disjunkta delméngder vars konvexa héljen skir varandra. Hellys sats
anvinder Radons lemma for att ga frén en punktméngd till en familj av konvexa méngder,
och visar att lokala snittvillkor for sma delfamiljer racker for en global slutsats. Center-
point theorem anviander i sin tur Hellys sats for att hitta en centerpunkt for varje dndlig
punktméngd. Till sist anvinder vi Centerpoint theorem for att bevisa en svag version
av Center Transversal Theorem, dér vi gar fran en punktméngd till flera och stker ett

gemensamt affint delrum i stéllet for en enda centerpunkt.



Den sista satsen behandlas endast i en svag version, som bevisas med hjélp av den affina och
konvexa geometri som byggs upp i uppsatsen. Den fulla versionen kréver mer avancerade
topologiska metoder och ligger dérfér utanfor uppsatsens ram. Pa sa sétt anvands de tre
forsta resultaten i beviset av nédsta, medan den svaga versionen av Center Transversal
Theorem &r kedjans slutpunkt. Tillsammans foljer de temat frén lokala villkor till globala

slutsatser.

Genom hela uppsatsen skriver vi argumenten i huvudsak i affint och konvext sprék. Linjar
algebra anvinds endast i elementér form, till exempel i dimensionsargumentet i Lemma
2.10 och i den vanliga beskrivningen av hyperplan med skaldrprodukt. Vi éversétter alltsa
inte resonemangen till linjara delrum, vilket annars ar vanligt i larobdcker. Lasaren behover

dérfor inte djupa forkunskaper i linjar algebra for att folja bevisen.
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2

Affina och konvexa begrepp

I detta kapitel inférs de affina och konvexa begrepp som behovs i resten av uppsatsen.
Dessa begrepp anvéinds for att beskriva hur punkter kan kombineras, vilka méngder som
ar slutna under sdidana kombinationer, och hur man bildar den minsta affina eller konvexa
méngd som innehéller en given punktméngd.

Kapitlet fungerar som en férberedelse for de senare resultaten. I Radons lemma behover vi
forsta vad det betyder att en punktméngd ar affint beroende. I Hellys sats och Centerpoint
theorem behdver vi anvinda konvexa méngder och konvexa holjen. Darfor samlas dessa

grundbegrepp hér innan vi boérjar med huvudsatserna.

Affina och konvexa kombinationer

Definition 2.1 (Affin kombination).

Lat z1,...,Zm € R? vara punkter. En punkt z av formen

m
z = Z til‘i
=1

kallas en affin kombination av x1, ..., z,;, om koefficienterna ¢; € R uppfyller

Definition 2.2 (Konvex kombination).

Lat z1,...,Zm € R? vara punkter. En punkt z av formen

m
z = Z tixi
i=1

kallas en konvex kombination av x1, ..., 2, om t; > 0 for alla i och

Notera att varje konvex kombination &r en affin kombination dar dessutom t; > 0 for alla

i.



Affina och konvexa mangder

Definition 2.3 (Affin méngd).
En mingd A C R? kallas en affin méngd om den &r sluten under affina kombinationer.

Dvs om for alla heltal m > 1, alla punkter x1,...,x,, € A och alla tal ¢1,...,t, € R med

galler att
m
Zti.ri c A.
i=1

Definition 2.4 (Konvex méangd).

En méngd C C R? kallas en konvex méngd om den ér sluten under konvexa kombinationer.
Dvs om for alla heltal m > 1, alla punkter x1,...,x,, € C och alla tal ¢1,...,t, € R med
t; > 0 for alla ¢ och

galler att
m
Ztiwi e C.
i=1

Definition 2.5 (Affint delrum). En icke tom affin mingd i R? kallas ett affint delrum.

Affint och konvext hdlje

Definition 2.6 (Affint holje).
Lat X C R? vara en godtycklig méngd.

Det affina holjet aff(X) &r méngden av alla affina kombinationer av punkter i X:

aff(X):{Ztixi m>1, x; € X, t; € R, Zti:l}-
=1 =1

For tom méangd satter vi aff () = .

Lat X C R%
Da géller att X C aff(X), att aff(X) ar affin, och att aff(X) dr den minsta affina méngd
som innehéller X. Dvs om A C R? &r affin och X C A, s &r aff(X) C A.

Definition 2.7 (Konvext holje).
Lat X C R? vara en godtycklig mingd.

12



Det konvexa holjet conv(X) ar méngden av alla konvexa kombinationer av punkter i X:

m m
COHV(X):{Zti$i m>1, x; € X, t; >0, thzl}
=1 i=1

Fér tom méngd sétter vi conv(()) = 0.

Lt X C RY.
Da géller att X C conv(X), att conv(X) &r konvex, och att conv(X) ar den minsta konvexa
méingd som innehaller X. Dvs om C' C R? dr konvex och X C C, s4 ér conv(X) C C (se

Lemma 2.8 nedan).

Notera ocksa att conv(X) C aff(X), eftersom varje konvex kombination ar en affin kom-

bination.

Lemma 2.8 (Minimalitet och monotonicitet).
Lit X, Y C R4,

1. Minimalitet: Om C C R? ¢r konver och X C C, sd galler

conv(X) C C.

2. Monotonicitet: Om X CY, sa gdller
conv(X) C conv(Y).

Beuvis:

Minimalitet: Antag att C C R? dr konvex och att X C C. Lat z € conv(X) vara
godtycklig. Enligt definitionen av konvexa holjet dr z en konvex kombination av dndligt
manga punkter i X. Alltsd finns punkter x1,...,x,, € X och tal t1,...,t,, > 0 med

i, t; = 1 sadana att
m
zZ = Z tixi.
i=1

Eftersom X C C, ligger alla punkter z1,...,x,, i C. Darfor dr z en konvex kombination

av punkter i C, och eftersom C ar konvex foljer z € C. Alltsa &r conv(X) C C.

Monotonicitet: Om X C Y och z € conv(X), sa kan z skrivas som en konvex kombina-
tion av punkter i X. Dessa punkter ligger ocksa i Y, alltsa géller z € conv(Y'). Dérfor ar
conv(X) C conv(Y). O

Figur 1 illustrerar geometriskt de tva egenskaperna. Till vinster visas minimalitet. Varje
konvex méngd C som innehaller X maste ocksa innehalla conv(X). Till héger visas mono-

tonicitet. Nar X C Y sa kan det konvexa holjet bara véxa, vilket ger conv(X) C conv(Y').
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wy(Y)
Y
Minimalitet. Om X C C och C ar konvex, Monotonicitet. Om X C Y, sa giller
sa géller conv(X) C C. conv(X) C conv(Y).

Figur 1: Geometriska illustrationer av minimalitet och monotonicitet fér det konvexa hdl-
jet.

Affint beroende och oberoende

I linjar algebra betyder linjart oberoende att ingen vektor i en vektorméngd kan skrivas
som en linjdr kombination av de 6vriga vektorerna. For punktméngder i affin geometri
behover vi en liknande idé, men dér anviander vi affina kombinationer i stéllet for vanliga

linjara kombinationer. Det leder till begreppen affint beroende och affint oberoende.

Geometriskt innebér detta att en affint oberoende punktméngd inte innehaller ndgon punkt

som kan skrivas som en affin kombination av de 6vriga punkterna.

Definition 2.9 (Affint beroende/oberoende).
Lat X = {x1,...,2,} C R% Vi siger att X ér affint beroende om det finns koefficienter

t1,...,t,, inte alla noll, sidana att

m m
Zti =0 och Ztixi =0.
=1 =1

Annars ar X affint oberoende. (Jfr. Babai & Frankl [BF22, Definition 2.19, s. 64-65].)

Nér antalet punkter 4r maximalt, alltsa d 4+ 1 (se Lemma 2.10 nedan), motsvarar en affint
oberoende punktméngd hoérnen i ett d-dimensionellt simplex.

I R! &r det tva andpunkter av ett linjesegment.

I R? &r det tre horn i en triangel.

I R3 &r det fyra horn i en tetraeder.

Samma idé giller i hogre dimensioner.

Exempelvis kan vi i R? ta tre affint oberoende punkter x1,x9, x3, deras affina holje ar da
hela R2. Sen lagger vi till en fjirde punkt x4. D& ligger x4 i deras affina hoélje och kan
skrivas som en affin kombination av x1,x2, 3, s& méngden blir affint beroende. Samma
resonemang géller i R¢, déir en affint oberoende punktméingd kan ha hogst d + 1 punkter.
Detta formaliseras i lemmat nedan och blir viktigt senare nér vi arbetar med punktméngder

som har minst d + 2 punkter.
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Lemma 2.10 (Hogst d + 1 affint oberoende punkter i R?).
Om X = {x1,...,x,} CR? dr affint oberoende sd giller m < d 4+ 1.

Beuvis:

Antag att X ar affint oberoende. Vi véljer 1 som referenspunkt och betraktar differenserna
Vi =Ty — I, i:2,...,m.

Idén &r att Gversdtta pastaendet om affint oberoende punkter till ett pastaende om linjart
oberoende vektorer i R%. Det finns m — 1 sadana vektorer, nimligen vs, ..., v,,, och vi

visar att de &r linjart oberoende.

Antag motsatsen, alltsé att vo,...,v,, ar linjart beroende. Enligt definitionen av linjart
beroende finns det da koefficienter %o, ..., t,,, inte alla noll, sddana att

m

Z tﬂ}i =0

=2

Eftersom v; = z; — x1 kan detta skrivas som

m m m
Ozzti(l‘i—lbl)zzti:m— ( ti):l,‘l.
i=2 i=2 i=2
Vi sédtter nu
m
th=—> ti
i=2
Detta val gors sa att koefficienterna t1, to, . .., t,, summerar till 0, vilket ar ett av villkoren

for en affin relation. Da far vi
m m m m
Zti :t1+zti = —ZtiJthi:O,
=1 =2 =2 =2

och samtidigt, fran uttrycket ovan och definitionen av ¢y,

m m m m
0= Ztixi - <Z ti)xl = t1931 + Ztixi = thxz
=2 =2 =2 =1
Vi har alltsa
m m
Z ti =0 och Z tia:i =0.
=1 =1
Eftersom inte alla to, ..., t, ar noll, ar inte heller alla t1,to, ..., t; noll. Detta ger en icke
trivial affin relation mellan x1, ..., z,,, i strid med antagandet att X &r affint oberoende.
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Alltsa &r vg, ..., vy, linjirt oberoende. Dessa dr m — 1 vektorer i R?, och eftersom R? r
ett d-dimensionellt vektorrum kan hogst d vektorer vara linjart oberoende. Darfor géller
m—1<d, alltsa m < d+ 1. O

Med begreppen affint beroende, konvexa méangder och konvexa héljen pa plats ar vi redo
att g vidare till uppsatsens huvudsatser. Lemma 2.10 visar att om en punktméngd i R?
har minst d + 2 punkter méaste den vara affint beroende. Detta blir utgdngspunkten for
Radons lemma i nésta kapitel, dér vi visar att en sddan punktméangd kan delas upp i tva

delar vars konvexa holjen skér varandra.
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Radons lemma

Vi gar nu vidare till uppsatsens forsta huvudresultat.

Radons lemma beskriver vad en affin beroende relation innebér geometriskt. Fragan ar da
inte bara att punkterna &r affint beroende, utan vad detta sdger om deras konvexa héljen.
Lemmat visar att en punktméngd i R? med tillrickligt manga punkter (minst d 4 2) kan
delas upp i tva icke tomma och disjunkta delar X; och X, vars konvexa hoéljen har en
gemensam punkt w. Denna punkt kan skrivas som en konvex kombination av punkterna
i X1, och samtidigt som en konvex kombination av punkterna i Xo, alltsa samma punkt

uttryckt pa tva olika sétt.

P& detta sitt blir Radons lemma en bro mellan de affina begreppen fran foregdende kapitel

och de konvexa snittproblem som kommer senare.

Lemma 3.1 (Radon).
Lt X = {z1,...,2m} C R? vara en méingd med | X| =m > d + 2.
Da finns icke tomma, disjunkta delmdngder X1, Xo C X med X1 N Xy = @ sddana att

conv(X1) Nconv(Xq) # &.

Detta &r den klassiska formuleringen av Radons lemma, jfr. Babai & Frankl [BF22, Lemma
3.21, s. 89-90].

Definition 3.2 (Radonpunkt).
Lat X1, Xy C R< vara icke tomma och disjunkta delmingder. En punkt

w € conv(Xp) Nconv(Xs)

kallas en Radonpunkt fér paret Xi, Xs.

Exempel i R?

For att ge en geometrisk intuition kan vi betrakta fallet d = 2. Da sédger Radons lemma
att varje mingd X C R? med minst d + 2 = 4 punkter kan delas upp i tva icke tomma

och disjunkta delméngder vars konvexa holjen skir varandra.

Figur 2 visar tva olika fall med fyra punkter i planet. I panel (a) ligger ingen av punkterna



i det konvexa holjet av de andra, s punkterna bildar ett konvext fyrhérn. D& tar vi X1 =
{z1, 23} och X9 = {x9, x4}, punkterna pa fyrhornets tva diagonaler, och diagonalerna skar
varandra i en Radonpunkt w. I panel (b) ligger en av punkterna, x4, inuti triangeln av de

tre andra. Da tar vi X1 = {4} och Xy = {x1, 22,23}, och x4 sjilv 4r en Radonpunkt.

T3

{ B}

o 2 ()

Figur 2: Geometrisk intuition for Radons lemma i R? med | X| = 4.

Bevis av Radons lemma

Idén &r att utga fran en affin beroenderelation féor X och dela upp dess koefficienter efter
tecken, sd att de positiva ger en delméngd X; och de negativa en delméingd Xo. Efter
en normalisering far vi en punkt w som kan skrivas bade som en konvex kombination av

punkter i X; och som en konvex kombination av punkter i Xo. D4 géller
w € conv(X1) Nconv(Xs),
och darmed &r snittet icke tomt.

Steg 1: affin beroende

Eftersom m > d + 2 innehéller méngden X minst d 4+ 2 punkter i R%.
Enligt Lemma 2.10 (Hogst d + 1 affint oberoende punkter i R?) kan di X inte vara affint

oberoende, alltsa maste X vara affint beroende.

Da finns alltsa koefficient t1,...,t,,, inte alla noll, sidana att
m m
th‘ =0 och Ztixi = O, (1)
i=1 i=1

vilket &r en affin beroende relation enligt Definition 2.9.

Steg 2: uppdelning efter tecken

Vi delar upp koefficienterna i (1) efter tecken och definierar
le{i’ti>0}, ng{i’ti<0},

18



dar index med t; = 0 ignoreras. Eftersom ) ;" ¢; = 0 och inte alla ¢; &r noll, kan det
varken gélla att alla ¢; > 0 eller att alla ¢; < 0. Alltsa ar bade T} och T icke tomma och

dessutom disjunkta.

Séatt
Xlz{xi|i€T1}, XQZ{xj|j€T2}.

Genom att gruppera termer i (1) efter tecken och flytta éver den negativa summan far vi

Dotiwi= Y (—t;)xj, (2)

€Ty J€ET

dér alla koefficienter ar strikt positiva i bada leden.

Steg 3: normalisering

For att bada leden i (2) ska bli konvexa kombinationer aterstar bara att koefficienterna i

varje led summerar till 1, eftersom alla koefficienter redan &r strikt positiva. Satt darfor

My = >t My =Y (=tj).

€Ty JET>
Eftersom >, t; = 0 enligt (1), géller
m
My — My = Zti—i- thzzti:(),
i€ JETS =1
och darmed My = My = M, dar M > 0 eftersom T} ar icke tomt med ¢; > 0 for ¢ € 1.
Dividerar vi bada leden i (2) med M, far vi
t; —t;
S b=y Ty
€Ty M J€T M
I varje led ar koefficienterna icke negativa, och de summerar till 1 eftersom
t; M —t; M
Momcl Xt wm b
i€y JjET?
Bada leden &r alltsa konvexa kombinationer, det forsta av punkter i X7, det andra av

punkter i Xo. Satt . .
T o Dh
— M : M
€Ty JET,

Da géller w € conv(X7) och w € conv(Xs), alltsa
w € conv(Xp) Nconv(Xa).
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Déarmed ar Radons lemma bevisat. [

Radons lemma ger alltsa ett forsta exempel pa hur antalet punkter och dimensionen till-
sammans kan ge en geometrisk slutsats om en enda punktméngd. I nésta kapitel gar vi
vidare till familjer av konvexa méangder, déar vi studerar hur lokala snittvillkor kan ge ett

globalt gemensamt snitt. Detta leder till Hellys sats.
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A4

Hellys sats

I foregaende kapitel studerade vi Radons lemma, som visar att en punktméngd i R¢ kan

delas upp i tva delar vars konvexa holjen skir varandra.

Fragan blir nu en annan. Om manga konvexa méangder ligger tillsammans, racker det att

kontrollera snittet for smé delfamiljer f6r att f en slutsats om hela familjen?

Hellys sats svarar ja pa denna fraga under ratt villkor. Innan vi formulerar satsen behover

vi forst inféra begreppen familj och delfamilj av méngder.

Definition 4.1 (Familj och delfamilj av méngder).
Lat m > 1 och lat C1,...,Cp C R? vara méingder. Nér vi vill betrakta dessa méngder

tillsammans skriver vi

{Ci}L ={C1,...,Cn}.
Vi kallar detta en familj av méngder.

Som hos Babai & Frankl antar vi, nidr denna notation anvinds, att médngderna C4,...,Cy,
ar parvis olika om inget annat uttryckligen ségs. Jfr. [BF22, Beteckningar och terminologi,
s. xiii].

En delfamilj av {C’j}gnzl betyder att vi véljer nagra av méngderna i familjen. Den kan

skrivas som

{Ci,...,Ci }y
dar {iy,...,ix} C€{1,...,m}. Vi kallar {i1,..., i} en indexméngd.
I beviset av Hellys sats bildar vi nya méngder genom att ta snitt av konvexa méngder, sa

vi behover forst veta att sadana snitt ar konvexa.

Lemma 4.2 (Snitt av konvexa méangder).
Lat
F={C1,...,Cn}

vara en familj av konvexa mdngder i R, Dd dr snittet



en konvexr mangd.

Beuvis:

Enligt definitionen av konvex méngd behover vi visa att (i~ C; ar sluten under konvexa
kombinationer.

Lat k> 1,18t 21,..., 2 € N2, Ci och 1t ¢1,...,t;, > 0 med Y F_ ;= 1.

Vi bildar den konvexa kombinationen

k
z = Z tjl‘j
j=1

och vill visa att z € NI, C;, alltsd att z € C; for varje i = 1,...,m.
Eftersom x1,..., 2, € iz, C; sa for varje i = 1,...,m géller ocksa att
z1,...,x5 € C;.

Eftersom C; ar konvex och z &r en konvex kombination av punkter i C;, foljer att

k
z = th:r:j e ;.

j=1

Alltsa géller detta for alla i = 1,...,m, och darfor

m
AS ﬂ ;.
i=1
Snittet ar slutet under konvexa kombinationer och ddrmed konvext. O
Hellys sats
Nu kan vi formulera Hellys sats. For att veta att en familj Cy, ..., C,, av konvexa méngder

har en gemensam punkt behover vi inte kontrollera hela snittet direkt. Det récker att
kontrollera alla delfamiljer med d + 1 méngder, och om alla dessa sma delfamiljer har en
gemensam punkt sa har hela familjen det ocksa. Detta ar den tydligaste formen av temat

fran lokala villkor till en global slutsats i denna uppsats.

Sats 4.3 (Helly).
Lit Cy,...,Cn C R? vara en dndlig familj av konvexa mdingder med m > d+ 1. Antag att

for varje indexmdangd {i1,...,iq41} € {1,...,m} gdller
d+1
k=1
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Da féljer
ﬂ Cj #+ .

j=1
Se t.ex. Babai & Frankl [BF22, Avsnitt 3.2.2, s. 89-90].

Det viktiga ar att antalet mangder som maste kontrolleras beror pa dimensionen d, men
inte pa hur stor hela familjen ar.

I R? betyder detta att det ricker att kontrollera alla delfamiljer med tre konvexa méngder.
I R3 ricker det att kontrollera alla delfamiljer med fyra konvexa méngder.

Samma idé géller i hogre dimensioner.

41.1 Exempel i R?

For att ge en geometrisk intuition kan vi betrakta fallet d = 2. D4 sidger Hellys sats att
om varje trippel av konvexa méngder har en gemensam punkt s har hela familjen en

gemensam punkt.

Figur 3 visar fyra trianglar Cy, Cy, Cs, Cy4 i planet. Varje trippel av trianglar har en gemen-
sam punkt, vilket syns i figuren som de 6verlappande fargade omradena, och Hellys sats

ger da att alla fyra trianglarna har en gemensam punkt w, markerad i mitten av figuren.

I x2

Figur 3: Geometrisk intuition for Hellys sats i R? med fyra trianglar.
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Bevis av Hellys sats

For induktion pa m infor vi féljande egenskap for varje heltal m > d + 2:

P(m): Om varje delfamilj med d+ 1 index (jfr. Definition 4.1), {i1,...,i44+1} C
{1,...,m}, uppfyller

C; ﬂ"-ﬁcid+17é@,

sa galler

ﬂCj;ﬁQ.

Jj=1

Vi visar med induktion att P(m) géller for alla m > d + 2, dir basfallet P(d + 2) ges
av Lemma 4.4 och induktionssteget av Lemma 4.5. Fallet m = d + 1 ar tautologiskt och

behandlas separat i slutet av detta avsnitt.

Lemma 4.4 (Basfall for Hellys sats).
Egenskapen P(d+2) géller. Det vill siga, om C1,...,Cqio C R dr konveza méingder och

varje delfamilj med d + 1 index har icke tom skdrning,

Cilﬂ"'ﬂcidJrl # @ foralla {i1,...,ige1} C{1,...,d+ 2},

sa gdller
d+2
NC;#2.
j=1
Beuvis:
Steg 1: val av punkter z;
Fér varje index j € {1,...,d + 2} utelimnar vi méngden C; ur familjen och bildar delfa-
miljen

som bestar av exakt d + 1 konvexa mangder, vilket dr just det antal som antagandet
handlar om. Antagandet ger da

m C’L 7é g,

i#]
sa vi kan véilja en punkt

T € m C;.
1#]
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Detta gor vi for varje j € {1,...,d + 2} och far punkter
d
T1,...,Ta+2 € RY.
Satt

X = {xla"' 7$d+2} - Rd-

Varje punkt x; dr alltsd en gemensam punkt for den delfamilj dér just C; har uteldm-
nats. Relationen mellan de valda punkterna och méngderna kan sammanfattas i f6ljande
schematiska tabell:

1 T2 T3 - Td+l Td42

Gy v ovo o v v

Co |V 7V v v

(T) Cs |v v 7 o VY
Copr | v v v -0 7

Copo |V v V - v 7

Hér betyder v* att konstruktionen garanterar att punkten ligger i médngden, och 7 betyder

bara att konstruktionen inte garanterar det (punkten kan dnda ligga dér).

Latnup € {1,...,d+2} vara ett godtyckligt index. Tabellen (T) visar att varje rad C, har
precis ett ?, i kolumnen x,. Anledningen &r att om j # p, sé ingar C), sjalv i delfamiljen
{C;i : i # j} som x; ér vald ur, och dérfor ligger z; automatiskt i Cp,. Vi sammanfattar

detta som egenskapen

(*) for varje C), ar x, den enda mojliga undantagspunkten.

Denna observation kan lésas pa tva sitt beroende pa hur man tittar i tabellen (T).

Om vi fixerar en méngd C), och ldser tabellen radvis, séger (*) att alla valda punkter z;

med j # p ligger i C). Det betyder att

z; € Cp for alla j # p.
Om vi i stallet fixerar en punkt x, och laser tabellen kolumnvis, sdger samma observation
att x, ligger i alla mangder C; med j # p. Det betyder att

zp € Cj for alla j # p.
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Det enda mojliga undantaget dr d& méngden C),.
De tva formuleringarna &r alltsd samma tabellinformation sedd fran tva olika hall.

Notera att i resten av detta bevis star C; fér de ursprungliga konvexa méngderna och

AR Vi or delfamiljen dar JUSt i utelamnas. arje Cj, eller i ar alltsa en enda
Cy: i # j} for delfamiljen déir just C; uteld Varje Cj, C, eller C; &r alltsd d

d+2

méangd ur familjen {Cj}jzl'

Steg 2: anvinda Radon

Om tva av de valda punkterna sammanfaller, sig x, = x5 med r # s, satter vi
T =Ty = Ts.

Vi visar att = ligger i varje méngd C,,.

Vi anvénder tabellen (T). Det récker att titta pa kolumnerna fér =, och x,. I varje rad C),
finns hégst ett 7, ndmligen i kolumnen for x,, medan alla andra positioner dr markerade
med v enligt villkoret (*).

Om p = r, kan positionen for z, vara ett 7, men positionen for xs &r markerad med v'.
Alltsa géller s € C.. Om p = s, kan positionen for x vara ett ?, men positionen for x,
ar markerad med v'. Alltsé géller x, € Cs. Om p # r, s, ar bada positionerna markerade

med v', s& bade z, och z, ligger i C),.

I varje fall innehaller alltsd C}, minst en av punkterna z, och z,. Eftersom z, = z, = =z,

foljer det att samma punkt x ligger i varje C),. Darfor
JTEClﬂCQm"‘mCd+2.

Alltsa har alla méngderna en gemensam punkt, och beviset ar klart i detta fall.
Darfor kan vi i fortsdttningen anta att punkterna z,...,x4492 dr parvis olika.

Med méngden X = {z1,...,2412} som vi fick pa Steg 1 kan vi nu tillimpa Radons lemma

(Lemma 3.1). D4 finns icke tomma, disjunkta delméngder X, X9 C X med
X1NXe=@ och conv(X;)Nconv(Xs) # @.

Som vi sag i kapitlet om Radons lemma kan en punkt i detta snitt kallas en Radonpunkt
(Definition 3.2).

Vi véljer och fixerar en sadan punkt w:
w € conv(X7) N conv(Xs).
Notera att X7 och X5 inte behover ticka hela X.
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Steg 3: visa w € (),

Fixera ett godtyckligt index p € {1,...,d + 2}. Man kan tanka pa detta som att vi tittar
pa rad C), i tabellen (T) fran Steg 1. Enligt (*) ér x,, den enda av de valda punkterna som
mojligen inte ligger i Cy, sa for att f& w € C), vill vi hitta en av delméngderna X eller X5

som inte innehaller z;,.

Eftersom X; och X» ar disjunkta kan x, ligga i hogst en av dem, sd minst en av utsagorna
xp ¢ X1 eller z, ¢ Xy

giller. Antag t.ex. att x, ¢ X (fallet z,, ¢ X5 behandlas helt analogt).

Da bestar X enbart av valda punkter z; som inte &r x,, och enligt (*) ligger varje sadan
punkt z; i C),. Alltsd
X1 C ).

Eftersom C) dr konvex ger minimalitet i Lemma 2.8(1) att
conv(Xy) C Cp.
Fran Steg 2 vet vi att w € conv(Xy), sa
w € conv(Xq) C Cp,

dvs. w € C),.

Sammanfattningsvis:
¢ Xi = X1CC, = conv(X;)CC, = weCdl,.
Eftersom minst en av utsagorna xz, ¢ X eller z,, ¢ X, alltid géller, ger nagot av alterna-

tiven att w € C),.

Eftersom p var godtyckligt far vi
weCC, forallap=1,...,d+2,

och darmed
weCiNCyN---NCyya,

s& skdrningen av alla d + 2 méngder ar icke tom. O

Lemma 4.5 (Induktionssteg for Hellys sats).
Lat m > d + 2 vara fizerat. Om egenskapen P(m) gdller, sa gdller dven P(m +1).
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Bewvis:

Lat C1,...,Cpny1 € RY vara konvexa mingder med m + 1 > d + 2, och anta att varje

delfamilj med d + 1 index har icke tom skérning, dvs.
CiyN---NCiy, #2 foralla {iy,...,ig41} C{1,...,m+1}.

Vi vill visa att
CinCon---NChpy1 # 2.

Steg 1: skapa {D;}",
Idén i induktionssteget ar att utnyttja hypotesen P(m), som géller for familjer med m
méngder. Vi ersitter darfor familjen {Cj}}n:ﬁl med en ny familj {D;}, med bara m

méngder.

Vi definierar den nya familjen {D;}7, genom
D;=C; fori=1,....m—1, Dy, =Cru N Cryg1.

Genom att sla ihop C,, och C,,41 till sitt snitt D,, far vi en familj med m méngder,

samtidigt som varje punkt i D,, automatiskt ligger i bada.

Detta kan illustreras som:

Transformation (1):

Cl 3 02 3 ) Cm,1 3 (Cm N Cm+1)
\ \ \ 1
Dl ) D2 ) ’ Dm—l ) D’m

Vi vill nu visa att familjen {Dy, ..., Dy, } uppfyller villkoren i P(m):
(i) Dy,..., D, € R? dr konvexa och m > d + 2,

(ii) varje delfamilj med d + 1 index har icke tom skérning:

Dy, ﬂ'-'ﬂDidJrl #+ @ for alla {il,...,’id+1} - {1,...,m}.

Notera att D,, = Cp, N Cpry1 mojligen sammanfaller med nagon D; med ¢ < m. Vi
tillater detta uttryckligen, eftersom villkoren i P(m) formuleras med indexméngder och

upprepningar inte dndrar snitten.

Nér (i) och (ii) ar verifierade kan vi tillimpa antagandet P(m) pa familjen {D;}™,.
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Steg 2: krav (i)

Familjen {D;}7, ska besta av konvexa mingder i R?, och vi ska ha m > d + 2.

Viénster sidan av transformation (1) ger D; = C; for ¢ < m, sd dessa D; ar konvexa
eftersom Cj ar det. Hoger sidan ger D,,, = Cp,, N Cp41, vilket &r konvext enligt Lemma 4.2
(snitt av konvexa méangder dr konvext). Att D; C R foljer direkt av att alla C; C R?, och

m > d + 2 géller eftersom induktionen startar vid P(d + 2), s& nédr vi nar detta steg ar m
redan minst d + 2.

Déarmed &r krav (i) uppfyllt for familjen {D,..., Dy, }.

Steg 3: krav (ii)

Lat {i1,...,iq41} C {1,...,m} vara godtycklig, vilket betyder att vi plockar d+1 méngder
ur familjen {D;}™,. Vi skiljer pa 2 fall beroende pa om méngden D,,, &r bland dessa eller
inte.

Fall 1: inget index ar m

I detta fall & D,, inte bland de plockade. Enligt transformation (1) dr de plockade méng-

derna D;; helt enkelt C;; for alla j, sa

D;,nNn---NnD :Ciﬁ'”ﬂcid_H.

Tq41
Eftersom {i1,...,44+1} C {1,...,m+1} &r detta icke tomt enligt antagandet for {C} }5”;11

Fall 2: njgot index ar m

I detta fall 4r D,, bland de plockade. Vi kan d& ordna indexen si att igi1 = m och
il,...,ide{l,...,m—l}.

Enligt transformation (1) giller D;; = C;, for j = 1,...,d och Dy, = Cy N Cpyp1, 84

Dilﬁ"'ﬂDidﬂDm:Cilﬂ"'ﬂcidﬂ(cmﬂCerl)
=(Ci,N---NCiy) NCry N Cpy1.

Betrakta familjen

f = {Ci17 N ,Cid,cm7Cm+1}

av d + 2 konvexa méngder. Detta ar precis det antal som basfallet hanterar, s& vi kan
tillimpa basfallet inom induktionssteget. Varje (d + 1) delfamilj av F &r ocksa en (d + 1)
delfamilj av {C; };”:"il, och har dérfor icke tom skdrning enligt antagandet. Lemma 4.4 ger
da att hela skdrningen av F ar icke tom, dvs. Dy, N---N D, # @.

Déarmed ar krav (ii) uppfyllt for familjen {D1,..., Dy, }.
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Avslutning av induktionssteget.
Vi har nu sett att den transformerade familjen {D;, ..., D,,} uppfyller bada villkoren (i)
och (ii) i egenskapen P(m). Antagandet att P(m) géller ger da

DlﬁDQQ-'-ﬂDm#Q.

Vi géar nu tillbaka fran familjen {D;}", till familjen {Cj};”:ﬁl. Valj en punkt z i denna

skdrning. Fran definitionen av D; och transformation (1) far vi
xeD;=C; fori=1,...,m—1,

samt

Alltsé ligger z i alla méngder C1, ..., Cp11, och ddrmed
CiNnCen---NChy1 # 9,

dvs. P(m + 1) géller. O

Sammanstallning.

Vi har nu bevisat bada lemmana och kan kombinera dem till ett fullstdndigt bevis av Hellys
sats. Basfallet P(d + 2) foljer av Lemma 4.4, och induktionssteget P(m) — P(m + 1)
for m > d + 2 foljer av Lemma 4.5. Enligt induktionsprincipen géller alltsé P(m) for alla
m>d+ 2.

Fallet m = d 4+ 1 ar tautologiskt, eftersom det da finns bara en delfamilj av storlek d + 1,
vilket &r hela familjen. Sammantaget géller Hellys sats for alla m >d+1. O

Beviset visar ocksd varfor Radons lemma &r ett naturligt verktyg héar. I basfallet skapar
vi d + 2 punkter fran de lokala snittvillkoren, och Radons lemma ger sedan en punkt som
ligger i alla méngder. Induktionen utvidgar sedan slutsatsen till en godtycklig &ndlig familj

av konvexa méngder.

I nésta kapitel anvénder vi Hellys sats pa ett nytt sidtt. Vi gar tillbaka till &ndliga punkt-
méangder och visar att varje sadan punktméngd har en centerpunkt, och Hellys sats blir

ddrmed ett viktigt steg vidare mot Centerpoint theorem.
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Centerpoint theorem

Centerpunkt

I foregaende kapitel bevisade vi Hellys sats, som visar hur lokala snittvillkor fér en familj

av konvexa méngder kan ge ett globalt gemensamt snitt.

Hir soker vi en punkt som ligger centralt i forhallande till en &ndlig punktméngd X C R,
Med centralt menar vi inte att punkten maste ligga mitt i bilden, utan att varje slutet

halvrum som innehéaller punkten ocksa maste innehélla manga punkter fran X.

En sddan punkt kallas en centerpunkt. Innan vi kan formulera detta behéver vi forst ga

igenom hyperplan och halvrum.

5.1.1 Hyperplan och halvrum

For att beskriva en centerpunkt behdver vi kunna dela rummet i tva delar. Det gors med

hjélp av ett hyperplan, vars tva sidor kallas halvrum.

I definitionen av centerpunkt kommer vi att anvinda slutna halvrum, men i beviset kom-

mer vi ocksa att anvinda 6ppna halvrum. Darfor samlas bada begreppen hér.
Notera att vi i detta kapitel antar d > 1.

Definition 5.1 (Hyperplan i R?).
Lat a € R? vara en icke nollvektor och 1at b € R. Ett hyperplan med normalvektor a

definieras som:

H(a,b) = {x € R |a -z =1b}.

dér a -  betecknar den vanliga skaldrprodukten i R

Notera att skaldrprodukten a-x ar summan aqx1 + aoxe + - - - + agxy och ger ett reellt tal.
Ekvationen a - x = b beskriver alltsd alla punkter x vars skaldrprodukt med den fixerade

vektorn a ar lika med det fixerade talet b.
I R? &r ett hyperplan en rit linje och i R? ett vanligt plan.

Definition 5.2 (Halvrum i R%).



Detta hyperplan H(a,b) delar R? i tvi slutna halvrum

H;(a,b) = {z € R | a-x <D}, H}(a,b) = {z € R | a-z >},
och i tva motsvarande 6ppna halvrum

Ho_p(a,b):{xGRd|a-x<b}, Hj;,(a,b):{:cERd|a-x>b}.

Vi anvéander i fortséttningen notation H respektive H,, for ett godtyckligt slutet respek-

tive 6ppet halvrum.

Komplementet av ett slutet halvrum &r ett 6ppet halvrum och tvirtom. Till exempel géller

R\ H(a,b) = H} (a,b), R\ H}(a,b) = H,(a,b).

R2 R?2

slutna halvrum Oppna halvrum

Figur 4: Illustration i R? av de tva slutna och de tva 6ppna halvrummen som bestims av
hyperplanet H(a,b). Hyperplanet H (a,b) markeras i rott.

Lemma 5.3 (Halvrum &r konvexa).

Varje éppet och varje slutet halvrum i R dr konvext.

Beuwvis:

Vi visar att det slutna halvrummet H_ (a,b) = {z € R? | a -z < b} &r konvext.

Ovriga fall visas p4 samma sétt.

Enligt definitionen av konvex méngd (se avsnitt 2.2) behover vi visa att det slutna halv-
rummet H (a,b) uppfyller definition av konvex méngd, dvs. att den ar slutet under kon-
vexa kombinationer sa att varje konvex kombination av punkter i halvrummet fortfarande

tillhor halvrummet.

Lat m > 1, 1at @1,..., 2y, € H_(a,b) och lat t1,... ¢, > 0 med > ;% t; = 1.
Vi bildar den konvexa kombinationen z = 7| t;z;, och vill visa att z € H_(a,b), alltsa
att a- 2z <b.

32



Eftersom varje x; € H;(a,b) giller per definition att a - x; < b for varje 1.

Vi borjar med:
a-z=a- (thxz) = Zti(a - 1)
i=1 i=1

Eftersom a - x; < b for varje ¢ och alla koefficienter ¢; > 0 sa far vi att

Yititi(a - i) <3TL t - b.

Vi kan flytta ut b och genom » ;" ¢; =1 sa far viatt > ;o ¢;-b=5b> 1" t; =b.
Om vi kopplar ihop allt far vi alltsa

m

m m m

a-z=a- (Y tiw) =Y tila-2) <Y ti-b=bd> t;=b.
i=1 i=1 i=1 i=1

Alltsa a - z < b, det vill sdga z € H_(a,b).

Halvrummet &r slutet under konvexa kombinationer s& det uppfyller villkor for konvex

méangd och darmed &ar konvext. O

5.1.2 Centerpunkt och en ekvivalent formulering

Definition 5.4 (Centerpunkt).
Lat X = {x1,...,2,} C R? vara en éndlig punktméngd med |X| = n. En punkt ¢ € R?

kallas en centerpunkt for X om foljande villkor géller:
(D1) For varje slutet halvrum H, med ¢ € H,; géller

n
XNH, > -2
| d‘—d+1

Notera att en centerpunkt inte behover vara en punkt i den ursprungliga punktméngden
X. Det viktiga ar att c ligger i R? och uppfyller villkoret ovan, dvs. varje slutet halvrum

som innehaller ¢ innehéller ocksa tillrackligt manga punkter fran X.

Definitionen ovan anviander slutna halvrum, men i beviset av Centerpoint theorem &r det
mer praktiskt att arbeta med 6ppna halvrum. Vi visar déarfér att definitionen ovan &ar

ekvivalent med f6ljande villkor.

Lemma 5.5 (Ekvivalent formulering av centerpunkt).
Lit X = {z1,...,2,} C R? vara en dndlig punktmingd med | X| = n och ldt ¢ € R%. Dd

ar ¢ en centerpunkt for X om och endast om féljande villkor gdller:
(D2) For varje dppet halvrum Hey, med | X N Hep| > #1” gdller att c € Hop.

Bewvis:

Enligt Definition 5.4 &r ¢ en centerpunkt precis nér villkor (D1) géller. Vi visar darfor att
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(D1) och (D2) &r ekvivalenta.

(D1 = D2).
Antag att (D1) géller.
Lat H,, vara ett 6ppet halvrum med | X N Hgp| > ﬁ‘lln och vi vill visa att ¢ € Hy,.

Antag motségelsevis att ¢ ¢ H,, och sitt Hy := R?\ H,, , dd &r H, ett slutet halvrum
och c € H.

Nu kan vi anvinda (D1) pa H och far | X N Hy| > dLH eftersom vi uppfyller krav H, ar
ett slutet halvrum samt att ¢ ¢ H,, for (D1).

Eftersom | X| = |X N Hyp| + | X N Hy| dér | X| =n, far vi [ X N Hep| =n — | X N Hy|.

Med |X N Hy| > 2% far vi dirfor

n d
XNH,)|<n———=—n.
| ol S d+1 d+1"
Detta motsdger antagandet | X N Hop| > #‘lln, alltsd maste ¢ € Hy.

Eftersom H,, var godtyckligt géller (D2).

(D2 = D1).
Antag nu att (D2) géller.
Lat H. vara ett slutet halvrum med ¢ € H, och vi vill visa att | X N Hy| > #.

Antag motsagelsevis att | X N Hy| < 747 och sitt Hyp = RY\ Hy, d& dr H,, ett dppet

halvrum och ¢ ¢ H,,.

Eftersom |X| = |X N Hep| + | X N Hy| och | X| =mn, far vi | X N Heyp| =n — [ X N Hy.
Med |X N Hy| < Z7 far vi darfor
n d
XNH S L .
XN Hopl >m = o = 1"
Alltsa ar H,), ett 6ppet halvrum med | X N Hyp| > #‘lln.
Dérfor kan vi anvianda (D2) pa H,)p och far ¢ € Hy,.

Detta motséiger att ¢ ¢ Hop.
Alltsé kan antagandet | X N Hy| < 737 inte vara sant.

Dérfor maste | X N Hy| > -

Eftersom H var godtyckligt géller (D1).

Vi har visat bada riktningarna, s (D1) och (D2) dr ekvivalenta. O

Vi kommer sen att anvinda formuleringen (D2) i beviset av Centerpoint theorem.
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5.1.3 Exempel i R?

For att ge en geometrisk intuition kan vi betrakta fallet d = 2. Da sédger Definition 5.4
att en punkt ¢ € R? dr en centerpunkt for en dndlig punktmingd X C R? om varje slutet
halvrum som innehaller ¢ ocksa innehaller minst
X1
3

punkter av X.

Figur 5 visar ett exempel dar X bestar av nio bla punkter och den réda punkten c ar en
centerpunkt for X. De tre panelerna visar tre representativa slutna halvrum vars randlin-
jer gar genom c¢, markerade som de skuggade orange omradena. I varje panel innehaller
halvrummet minst tre av de nio punkterna, vilket motsvarar | X|/3 i definitionen. Figuren
ar dock endast avsedd som intuition; i definitionen maste villkoret galla for varje slutet

halvrum som innehaller ¢, inte bara for dessa tre.

p | ~ .
Hyd X - o H¥ e HPX
° R ¢ ° ° q: ¢ O . \\\\\. * O
—————————— o———————- ) e
° ¢ b ° : ¢ > ° E\\ O

[ ] ° i ° \\\\
[}
|
|

(b) (¢)

Figur 5: Geometrisk intuition for en centerpunkt ¢ i R? med | X| = 9.

Centerpoint theorem

Vi kan nu formulera kapitlets huvudresultat. Centerpoint theorem siger att en sadan
centerpunkt alltid finns for varje dndlig punktméngd i R?. Det r inte sjilvklart, eftersom
punktméngden kan ligga mycket ojdmnt i rummet, men satsen garanterar &nda att det
alltid finns en punkt som fungerar som ett centrum i den mening som Definition 5.4

beskriver.

Sats 5.6 (Centerpoint theorem).
Lit X = {z1,...,2,} C R? vara en dndlig punktmdingd med |X| = n. Dd finns en punkt

c € R* som dr en centerpunkt for X.

Formuleringen och bevisidén foljer Matousek [Mat02, Theorem 1.4.2, s. 14-15].

Bevis av centerpoint theorem

Vi anvénder den ekvivalenta formuleringen (D2) fran Lemma 5.5, och eftersom satsen &r

trivial ndr n = 0 antar vi i beviset att n > 1. Bevisidén ar att forst samla alla 6ppna
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halvrum som innehaller manga punkter fran X, och sedan byta ut varje sddant halvrum
mot ett konvext holje av punkter fran X. P& sa satt far vi en familj av konvexa méngder,

och malet blir da att anvinda Hellys sats for att hitta en gemensam punkt.

Steg 1: omformulera till ett skirningsproblem
Vi vill hitta en punkt ¢ som uppfyller (D2), dvs. en punkt som ligger i varje 6ppet halvrum
som innehaller mer an #‘lln punkter av X.

Forst samlar vi alla sddana halvrum i en familj. Satt

H = {Hop C R? ‘ H,) ar ett 6ppet halvrum och | X N Hyy| > ﬁn}

Alltsa &r H en familj av 6ppna halvrum, dér varje H,, € H ér en delméngd av R,
Att hitta en punkt ¢ som uppfyller (D2) betyder att ¢ ska ligga i varje H,, € H. Det ar

samma sak som att siga c ligger i skdrning av alla dessa halvrum, dvs.

cE ﬂ H,p.
HopeH

Darfor racker det att visa att
(| Hop # 2.

HOPEH

Steg 2: byta H,, till konvexa holjen

For varje sddan H,, € H definierar vi det konvexa holjet
C(Hop) := conv(X N Hyp).

Eftersom halvrummet H,, dr konvext enligt Lemma 5.3 och (X N H,,) C H,, ger mini-

maliteten i Lemma 2.8(1) att
conv(X N Heyp) C Hyp, dvs. C(Hep) C Hyp.

Figuren nedan illustrerar situationen for ett 6ppet halvrum H,,. Punkterna i X &r mar-

kerade i gratt och rétt, dér de réda utgér X N H,yp, och den orange triangeln dr C(H,y).
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Hop

O(Hw))

X N Hyp

Figur 6: lllustration av C(H,p,) C H,, for ett éppet halvrum H,, i R2.

Eftersom C(H,p,) C H,) for varje H,y, € H, géller ocksa att

(| C(Hy) C H,p.
HopeH HopeH

Dvs. om den mindre skdrningen (vénsterledet) ar icke tom, sa ar &ven den storre skdrningen

(hogerledet) icke tom. Det riacker darfor att bara visa

M C(Hey) # 2.

HopeH

Sa malet byts alltsa fran att visa att skdrningen av halvrummen &ar icke tom till att visa

att skérningen av de konvexa mangderna C'(H,y) ar icke tom.

Steg 3: dndlig familj

Aven om det finns oéndligt ménga 6ppna halvrum H,, nir vi varierar parametrarna, sa

galler att méngden X N H,, alltid &r en delméngd av X.

Eftersom varje punkt z; € X antingen tillhér H,), eller inte, och eftersom en méngd med
n element har hogst 2" delmangder, kan X N H,, anta hogst 2" olika virden.

Dvs. det kan fortfarande finnas odndligt manga olika éppna halvrum H,,, men eftersom
X N H,p, alltid ar en delméangd av den dndliga méngden X, kan uttrycket X N H,, bara

anta dndligt manga olika vérden.

Notera att dven om X N H,, dr en &ndlig méngd, sa dr det konvexa holjet C(H,p) =
conv(X N H,y) i allménhet inte dndligt (det ar ett konvext omrade med oéndligt manga
punkter). Men eftersom X N H,, bara tar dndligt manga olika virden, finns det ocksa bara

andligt manga olika C(H,).
Dérfor finns det bara dndligt manga olika méngder av formen
C(Hyp) = conv(X N Hyp).
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Lat
{C1,...,Cn}

vara familjen av alla distinkta méngder som uppstar pa detta séitt. Da ar varje C; konvex,

och eftersom upprepade méngder inte paverkar en skdrning far vi

m
() C(Hy) =()Ci
HOPEH =1
Det aterstar alltsa att visa att .
m C; 7& .

i=1

Dvs. vi skriver om malet fran Steg 2, Ny, cx C(Hop) # @, som handlar om en mojligen

oandlig familj av méngder, till ett garanterat dndligt skdrningsproblem (%, C; # @.

Steg 4: Hellys lokala villkor.
Efter Steg 3 har vi en andlig familj {C,...,C),} av konvexa méngder. For att tillimpa
Hellys sats behéver vi visa att varje delfamilj av storlek d + 1 har icke tom skdrning, dvs.

att for varje val av indexméngd {i1,...,i4+1} C {1,...,m} géller

Cilﬁ---ﬁCidH;é@.

Vi antar i detta steg att m > d 4+ 1. Annars kan vi inte vélja d + 1 méngder ur familjen
{C1,...,Cy,} for att bilda en delfamilj, sa det finns inga delfamiljer av storlek d + 1 att
kontrollera och villkoret ar trivialt uppfyllt.

Antag motséigelsevis att C;, N --- N C; = @ for nagon sddan indexméangd. Eftersom

d+1

skdrningen ar tom finns det ingen punkt i X som ligger i alla C;,,...,C

iqgy, Samtidigt.

Alltsd maste varje punkt i X saknas i minst en av dessa méngder, det vill sdga

X=(X\Ci)U--U(X\C

d+1)a

och tar vi kardinalitet pa bada sidor tillsammans med |A U B| < |A| + |B| samt |X| =n
ger detta
nS‘X\Cil|+"'+|X\Cid+1|' (3)

For att uppskatta varje term | X \ Cj, | i hogerledet fixerar viett k € {1,...,d+1}. Eftersom
C;,, tillhor familjen {C4, ..., Cy,}, finns det ett 6ppet halvrum i H som representerar just
denna méngd. Vi betecknar ett sidant halvrum med H((,I;), vilket betyder att

Ci, = C’(H(()l;)) = conv(X N Hé'g)).
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Av definitionen av konvext holje f6ljer

k k
XNHE Cconv(X nHE) =C;

P

Laitnux € XN Hy;). Fran inklusionen ovan giller da € Cj,, och eftersom x € X sa
ligger x bade i X och i Cj,, dvs. x € X N}, . Eftersom detta géller for varje sadant x far
vi X N HY) € XN Cy, och dirmed | X N Cy, | > |X N HE)|. Per definition av HYy € H
géller dessutom | X N Hé’;)| > d%n, sa

d
k
X NCi,| > X nHP| > i

For varje € X géller antingen x € Cy, eller x ¢ Cj,, sa X delas disjunkt i X =
(X NC;,)U(X\Cy,). Eftersom X ar dndlig ger detta | X| = |X NC;, |+ X\ Cj, | =n, sa
| X\ Cj,.| =n—|XNC;|, vilket tillsammans med | X N Cj, | > #‘lln ovan ger

|X\Clk’ =n- |chlk|

d
IX\Ci|<n———n

d+1
n
X\C; —
X\ Gyl <
Summerar vi denna uppskattning 6ver alla k =1,...,d+ 1 far vi
n
‘X\Cz‘1|+"'+|X\Cid+1|<(d+1)-d+1

‘X\Ci1|+"'+|X\Cid+1|<na

vilket motséger (3). Antagandet C;, N---N C;, , = @ kan alltsa inte hélla, sa

d+1

C; ﬂ---ﬂCl-dH;é@.

Steg 5: fran Hellys lokala villkor till global skdrning.
I Steg 4 visade vi att varje delfamilj av storlek d + 1 har icke tom skdrning. Vi ska nu visa

att hela familjen har icke tom skérning, dvs.
m
m C; #+ @.
i=1

Nu har vi 2 fall:
1. Om m < d+ 1, kan vi kéra samma motsagelse som i Steg 4 direkt pa hela familjen.
2. Om m > d + 2, tillampar vi Hellys sats.
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Vi borjar med fall 1 déar m < d + 1.
Antag motsigelsevis att (i, C; = @. Med samma argument som i Steg 4, fast pa hela
familjen C1, ..., Cy, istéllet for en delfamilj med d + 1 méngder, efter vi repeterar samma

processen som steg 4 far vi

n
<|X\C e+ X\ Cp C—
<X\ Cil+ oo+ X\ Ol <o 2

Fran m < d + 1 kan vi dividera bada sidor med (d + 1) och fi 7% <1, sen multiplicerar

vi sedan bada sidor med n far vi

" <
m-—— <n.
d+17~
Kedjan blir alltsa
n

vilket 4r en motségelse. Ddrmed maste (;2; C; # @.

Nu aterstar fallet 2 dar m > d + 2.
Steg 3 ger att {C1,...,C),} ar en dndlig familj av konvexa méngder, och Steg 4 ger att
varje delfamilj av storlek d + 1 har icke tom skdrning. Bada villkoren i Hellys sats (Sats

4.3) &r alltsa uppfyllda, sa
(Ci#2.
i=1

I bada fallen géller alltsa (%, C; # @.

Steg 6: punkten uppfyller (D2)
Fran Steg 5 vet vi att oberoende av antalet méngder m i familjen {C;}; kommer vi att
fa

(Ci#2.
1=1

Men detta ar fortfarande inte den slutliga form som satsen kréver.
Det man till slut vill ha ar en punkt ¢ som uppfyller (D2), det vill sdga att for varje
relevant 6ppet halvrum H,, giller

c € Hyp.

Sa vi behover ta den gemensamma punkten som vi just fick och visa att den uppfyller
(D2). Det betyder att vi nu ska ga tillbaka fran méngderna C; till de 6ppna halvrummen
H,, som vi borjade med.

Om punkten ligger i varje sadant relevant H,,, d& ar den en centerpunkt.
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Nu véljer vi en punkt

m
(S ﬂ Ci.
i=1
Enligt Steg 3 géller
m
ﬂ Ci = ﬂ C(Hop),
i=1 HopeH

c e C(Hyp) for varje Hyp € H.
Eftersom vi i Steg 2 visade att
C(H,p) = conv(X N Hyp) C Hyp.
Alltsa foljer att
c € H,,

for varje 6ppet halvrum H,, som uppfyller

d
’X N Hop’ > mn

Detta &r precis villkoret (D2) i Lemma 5.5, alltsa &r ¢ en centerpunkt for X. [

Beviset visar hur Hellys sats anvénds for att hitta en centerpunkt: vi gér om problemet till
ett skdrningsproblem for konvexa méangder, tillimpar Hellys sats for att fa en gemensam

punkt, och visar slutligen att denna punkt uppfyller villkoret fér att vara en centerpunkt.

Centerpoint theorem handlar alltsa om en enda dndlig punktméngd. I nésta kapitel gar vi
ett steg vidare och betraktar flera dndliga punktméngder samtidigt. D& ar det naturligt
att friga om det finns ett gemensamt geometriskt objekt som spelar en liknande roll for
alla punktméngderna, och i den svaga versionen av Center Transversal Theorem ar detta
objekt ett affint delrum.
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6

En svag version av Center Transversal Theorem

I féregaende kapitel bevisade vi Centerpoint theorem, som visar att varje dndlig punkt-
mingd i R? har en centerpunkt. En centerpunkt fungerar som ett centrum for en punkt-
méngd, i den mening att varje slutet halvrum som innehéller punkten ocksa innehéller

tillrackligt manga punkter frin méngden.

Vi soker inte ldngre bara en centerpunkt for en enda punktméngd, utan ett affint delrum
S som spelar en liknande roll for flera punktméngder samtidigt. Det betyder att varje
hyperplan som innehaller S ska dela rummet sa att bada de slutna halvrummen innehéller
tillrackligt manga punkter fran varje punktméngd X;. I den svaga versionen betyder detta

| X ]
d+1

minst punkter fran varje X;.

Den fulla versionen av Center Transversal Theorem finns i Matousek [Mat02, Theorem
1.4.4, s. 15]. For k > 1 ar den starkare &n den sats vi bevisar hér, eftersom den ger
en nedre grins med ndmnaren d — k + 2, och da géller d — k+2 < d+ 1. Nar k = 1
sammanfaller gransen med Centerpoint theorem. Beviset anvéinder dock mer avancerade

topologiska metoder som ligger utanfoér uppsatsens ram.

I stéllet bevisar vi en svag version av satsen, som motsvarar Exercise 2 i samma avsnitt i
Matousek [Mat02, Exercise 2, s. 16]. I den svaga versionen ersitts nimnaren d — k + 2 med
d+ 1, sd vi far samma typ av affint delrum som i den fulla satsen men garanterar farre
punkter i varje halvrum fér £ > 1. Fordelen &r att den svaga versionen kan bevisas med
hjalp av Centerpoint theorem och affina holjen, alltsa med verktyg som redan har anvénts

tidigare i uppsatsen.

Forberedelse

I satsen soker vi ett (k — 1)-dimensionellt affint delrum S, alltsa en icke tom affin méngd
S C R? med dim(S) = k — 1. Vi bérjar dirfér med att definiera vad vi menar med

dimensionen av ett affint delrum.

Definition 6.1 (Dimension av ett affint delrum).
Lat A C R? vara ett icke tomt affint delrum. Vi séiger att A &r n-dimensionellt, dir n > 0
ar ett heltal, om det finns n + 1 affint oberoende punkter x1,...,z,1 vars affina holje ar

hela A. Da skriver vi dim(A4) = n.

For en icke tom méngd X C RY 4r det affina héljet aff(X) ocksa ett affint delrum, sa vi
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kan tala om dim(aff(X)). Eftersom R? inte kan innehalla fler in d + 1 affint oberoende
punkter enligt Lemma 2.10, géller alltid dim(A) < d fér varje affint delrum A C R,

Vi kommer ocksa att anvianda villkor (D1) fran Definition 5.4, som sédger att om ¢ &r en

centerpunkt for en dndlig punktméngd X C RY sa giller foljande:

(D1) For varje slutet halvrum H, med ¢ € H,; géller

Detta villkor blir viktigt i beviset senare.

Svag Center Transversal Theorem

Sats 6.2 (Svag Center Transversal Theorem).
Lait X1, ..., X CR? vara dndliga punktmdingder, dir 1 < k < d.
Da finns ett (k — 1)-dimensionellt affint delrum S C R? sddant att foljande gdiller:

Fér varje hyperplan H(a,b) med
S C H(a,b)

innehdller bide H (a,b) och H2} (a,b) minst

| X
d+1

punkter av X; for varjei=1,... k.

Notera att fallet & = 1 ger dim(S) = 0, alltsa adr S en enskild punkt. D& finns bara en
punktméngd X;, och svag CTT reduceras till Centerpoint theorem.

6.2.1 Exempel i R?

For att ge en geometrisk intuition till satsen kan vi betrakta specialfallet d = 3 och k = 2.

D4 soker vi ett 1-dimensionellt affint delrum S, det vill séiga en linje i R3.

I detta fall sédger den svaga versionen av Center Transversal Theorem att for tva dndliga
punktméingder X, Xo C R? finns en linje S C R? med foljande egenskap: varje hyperplan
som innehaller S delar rummet i tva slutna halvrum, och vart och ett av dessa halvrum

innehaller minst
1 Xa| X

d+1 4
punkter av X; for ¢ = 1,2. I figuren har varje punktméngd sex punkter, sa villkoret innebér
minst |X;|/4 = 1,5 punkter. Antalet punkter i en mangd ar alltid ett heltal, alltsa nagot
av 0,1,2,3,.... Av dessa uppfyller 0 och 1 inte villkoret > 1,5, medan 2,3,4,... alla gor
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det. Det minsta heltal som ar > 1,5 ar alltsa 2, och darfor betyder villkoret i praktiken

minst tva punkter i varje slutet halvrum.

Det viktiga ar alltsd att satsen inte bara handlar om ett enda hyperplan. I stéllet véljer
man forst ett affint delrum S, och sedan maste villkoret gélla fér varje hyperplan som
innehaller S. Figur 7 illustrerar detta: i bada panelerna adr de bld punkterna X; och de
réda Xy, och den svarta linjen dr samma S. Panel (a) visar ett hyperplan H; (gront) som

innehaller S, och panel (b) visar ett annat hyperplan Hy (bld), ocksa det innehallande S.

R3 R3
H, Hyxs e
- I
(a) (b)

Figur 7: Schematisk illustration av den svaga versionen av Center Transversal Theorem i
fallet d = 3, k = 2.

Figuren visar alltsa att samma S kan anvidndas for flera hyperplan, vilket &r den viktigaste
skillnaden mellan Centerpoint theorem och den svaga versionen av Center Transversal
Theorem: i stéllet for att soka en enda punkt soker vi har ett affint delrum som fungerar

samtidigt for flera punktméngder.

Bevis av sats 6.2

Bevisidén ar enkel, for varje punktméngd X; véljer vi forst en centerpunkt ¢; med hjilp

av Centerpoint theorem, och samlar sedan dessa centerpunkter i en méngd

C= {Cl,...,ck}.

Det affina holjet av dessa punkter ger ett forsta affint delrum, och om dimensionen &r
mindre dn k — 1 utvidgar vi det till ett (k — 1)-dimensionellt affint delrum S.

Till slut visar vi att detta S har den egenskap som satsen krdver. Om ett hyperplan
innehaller S, s& innehaller det ocksa alla centerpunkter ¢;, och darfor innehaller bada de

slutna halvrummen tillrdckligt manga punkter fran varje X;.

Steg 1: vilj centerpunkter
Vi betraktar familjen {X;}¥_,, dir varje punktmingd X; C R? &r éndlig och 1 < k < d
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enligt satsens antagande. Enligt Centerpoint theorem (Sats 5.6) finns det darfor for varje

punktmingd X; i familjen {X;}%_; en punkt

c; € Rd
sddan att ¢; dr en centerpunkt for X;.
Alltsa:
X o Xy
1 3
Cl e Ck:

dér ¢; ar en centerpunkt for X;.
Enligt villkor (D1) i Definition 5.4 géller att

| X
d+1

VH;>¢ — ’Xz N Hcl‘ >
for varje punktméingd X; i familjen {X;}F_;.
Detta betyder att om ett slutet halvrum H,. innehaller ¢;, da innehaller det minst

| X
d+1

punkter av X;.

Steg 2: C och aff(C)

Nu samlar vi ihop alla centerpunkterna ¢; i en punktméngd och definierar

C=A{ci,...,ck}

Sedan betraktar vi deras affina holje aff(C).
Eftersom C innehaller hogst k& punkter, géller

dim(aff(C)) < k —1.

Eftersom C innehaller hogst k punkter kan dess affina hélje ha dimension hogst £ — 1. En
punkt ger affint holje av dimension 0, tva distinkta punkter spdnner upp en linje som har
dimension 1, och tre affint oberoende punkter spidnner upp ett plan som har dimension 2.

I allménhet kan k& punkter darfor spanna upp hogst ett (k— 1)-dimensionellt affint delrum.

Steg 3: konstruera S

Fran Steg 2 vet vi att dim(aff(C)) < k — 1, men satsen kraver ett affint delrum S med

dimension exakt k—1. Vi behover darfor konstruera ett (k— 1)-dimensionellt affint delrum
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S C RY sadant att
C Caff(C) CS.

Vi delar upp i tva fall beroende pa dimensionen av aff(C).

Fall 1: dim(aff(C)) = k — 1.
I detta fall &r aff(C) redan ett (k — 1)-dimensionellt affint delrum.

Det ar exakt den typ av objekt som satsen kréver, sa kan vi helt enkelt definiera
S = aff(C).
Da galler direkt att aff(C) C S, och eftersom C C aff(C) sa far vi
C Caff(C) C S.

Alltsa kan vi i detta fall helt enkelt anvanda aff(C) sjélv som vart sokta delrum S.

Fall 2: dim(aff(C)) < k — 1.

I detta fall innehaller aff(C) redan alla centerpunkterna, men det gar inte att anvinda
aff(C) direkt som S, eftersom satsen kraver ett affint delrum med dimension exakt k& — 1.
Vi behover darfor utvidga aff(C) till ett affint delrum S med

dim(S) =k -1 och aff(C) C S.

I Fall 2 har vi dim(aff(C)) < k—1, och fran satsens antagande 1 < k < d foljer k—1 < d—1.

Tillsammans med d — 1 < d far vi
dim(aff(C)) <k —-1<d-1<d,

s& aff(C) ér inte hela R?. Vi kan déarfor vilja en ny punkt utanfér det nuvarande affina
delrummet. Nér vi ldgger till en sadan punkt ékar dimensionen med 1. Om dimensionen

fortfarande ar mindre &n k — 1, upprepar vi steget.

Eftersom k — 1 < d — 1 kan processen fortsdtta tills vi nar dimension k£ — 1. Efter dndligt
méanga steg far vi allts ett affint delrum S C R? med dim(S) =k —1 och C C aff(C) C S.

Steg 4: visa att S fungerar
Sats 6.2 kriver att det finns ett (k — 1)-dimensionellt affint delrum S C R? sddant att for
varje hyperplan H(a,b) med S C H(a,b) innehaller bada de slutna halvrummen H_ (a,b)
och H} (a,b) minst

| Xi|

d+1
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punkter av X; for varje i =1,..., k.
I Steg 3 konstruerade vi redan ett (k — 1)-dimensionellt affint delrum S och visade att
C Caff(C) CS.

Det som aterstar ar bara att visa att detta konstruerade delrum S uppfyller satsens ater-

staende villkor. Vi kan formulera dessa krav som ett pastaende.

Pastiende.
Det valda (k — 1)-dimensionella affina delrummet S &r det objekt vi soker, det vill séga:
for varje hyperplan H (a,b) med

S C H(a,b)
galler
| Xil
d+1

[ Xi 0 H(a,0)] >

for varje i = 1,... k.

Bevis av pastaendet.
Lat H(a,b) vara ett godtyckligt hyperplan sadant att S C H(a,b).

Vi ska visa att bada de slutna halvrummen som bestdms av H(a,b) innehaller minst

| X
d+1

punkter av varje X;.

Sa forst behover vi visa att hyperplanet H(a,b) innehaller alla centerpunkterna, eftersom
vi i Steg 3 valde S sa att
C Caff(C) C S,

och eftersom vi nu antar att S C H(a,b) far vi kedjan
C Caff(C) C S C H(a,b).
Déarmed foljer nu att C C H(a,b) och alltsa ¢; € H(a,b) for varjei =1,..., k.

Nu finns det 2 slutna halvrum som bestdms av hyperplanet H (a,b), enligt Definition 5.1
och Definition 5.2 géller

H(a,b) C H (a,b) och H(a,b) C H (a,b).

48



Eftersom varje ¢; ligger i hyperplanet H(a,b), foljer darfor att
c; € H(a,b) och ci € HY(a,b)

for varje i = 1,..., k.

Nu anviander vi egenskapen att ¢; dr en centerpunkt for X;. Villkor (D1) i Definition 5.4

sidger att varje slutet halvrum som innehaller ¢; maste innehalla minst

| X
d+1

punkter av X;.
Eftersom bade H (a,b) och H} (a,b) innehaller ¢;, foljer att

| X
d+1

_ X
| X; N H_(a,b)| > | Xi]

Z U och  |X;NHY(a,b)| >

for varje i = 1,... k.
Detta ar precis det villkor som satsen kréaver och bada de slutna halvrummen som bestdms

av H(a,b) innehéller minst
| Xil
d+1

punkter av X; for varje i =1,..., k.

Eftersom H(a,b) valdes godtyckligt bland alla hyperplan med S C H(a,b) har vi ddrmed

visat att det valda delrummet S uppfyller satsens villkor.

Detta bevisar pastaendet, och eftersom pastaendet ar visat, foljer att det konstruerade
(k —1)-dimensionella affina delrummet S verkligen &r ett siadant delrum som satsen pastar
existerar.

Darmed ar satsen ocksa bevisad. O

Beviset av den svaga versionen av Center Transversal Theorem avslutar den beviskedja
som uppsatsen har f6ljt och blir ddrmed ett sista steg i huvudtemat om hur lokala villkor
kan ge globala slutsatser. I detta kapitel anvinde vi Centerpoint theorem for att ga fran en

centerpunkt for en punktméngd till ett gemensamt affint delrum for flera punktméngder.

I nésta avsnitt sammanfattar vi hela kedjan fran Radons lemma till denna sats.
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Slutsats

I denna uppsats har vi studerat fyra resultat inom konvex geometri: Radons lemma, Hellys
sats, Centerpoint theorem och en svag version av Center Transversal Theorem. Malet har
varit att visa hur dessa resultat hénger ihop, inte bara att presentera dem som separata

satser.

Uppsatsen borjade med affina och konvexa begrepp som gav det sprak vi behévde i resten
av texten, till exempel affin kombination, konvex kombination, affint holje, konvext hélje
och affint beroende. Efter detta bevisades Radons lemma, som visar att om en punktméngd
i R? innehaller tillrickligt manga punkter, s& kan den delas upp i tva delar vars konvexa

holjen skir varandra.

Radons lemma anvéndes sedan som ett verktyg i beviset av Hellys sats, dédr fokus flyttades
fran en punktméngd till en familj av konvexa méngder. Satsen visar att lokala snittvillkor
for smé delfamiljer kan racka for att hela familjen ska ha ett gemensamt snitt, vilket
blev ett tydligt exempel pa uppsatsens huvudtema om hur lokala villkor kan ge globala

slutsatser.

Dérefter anvindes Hellys sats i beviset av Centerpoint theorem, dar vi gick tillbaka till
dandliga punktméngder och visade att varje sidan punktméngd har en centerpunkt. En
centerpunkt dr en punkt som ligger centralt i den meningen att varje slutet halvrum som

innehaller punkten ocksa innehaller tillrackligt manga punkter fran méngden.

Till sist behandlades en svag version av Center Transversal Theorem, déar idén fran Cen-
terpoint theorem utvidgades till flera punktméngder samtidigt. I stéllet for att hitta en
enda centerpunkt stkte vi ett gemensamt affint delrum, och beviset byggde pa Centerpoint

theorem och pé det affina holjet av de valda centerpunkterna.

Pa detta sétt foljer uppsatsen en beviskedja:
Radons lemma = Hellys sats = Centerpoint theorem = svag Center Transversal Theorem.

Var och en av de tre forsta resultaten anvéinds alltsa i beviset av nésta, och den svaga

versionen av Center Transversal Theorem &r kedjans slutpunkt.

Bevisen i uppsatsen anvéinder relativt enkla metoder, fraimst affina begrepp, konvexa méng-

der, snittvillkor och resonemang om #ndliga méngder och antal punkter. Uppsatsen har

o1



ddrmed i huvudsak hallit sig till det affina och konvexa spraket och endast anvént elemen-

tar linjar algebra.

Ett naturligt nésta steg vore att studera de fulla versionerna av Center Transversal Theo-
rem och Ham Sandwich Theorem, vilket skulle kréva mer avancerade metoder fran topologi
och bli en fortsdttning pa samma kedja med nya verktyg. Enligt Matousek [Mat02, Theo-
rem 1.4.4, s. 15] motsvarar Ham Sandwich Theorem just fallet £ = d av Center Transversal

Theorem.
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