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Sammanfattning

Trots att vi anvint oss av berdkningar i tusentals ar ar det en ung
disciplin inom matematiken att forstd vad det egentligen innebér att
nagot #r berikningsbart. Ar 2-4 = 87 Sjélvklart! skulle nog alla utom de
allra minsta svara. Men det ar inte sjalvklart. Faktum &r att det finns fa
sjalvklara berdkningar. En berdkning som faktiskt alla har kunnat enas
om att den &ar sjélvklar &r att efter 0 kommer 1 och efter 1 kommer 2..
Eller egentligen inte det heller. Det man enats om &ar att efter ett tal
vilket som helst kommer ett tal som ar 1 mer &n just det talet. Den
berdkningen ar en av tre s.k. basfunktioner som ligger till grund for alla
berdkningar i hela vérlden.

Det hér arbetet ska forsoka redogora for hur Church-Turings hypo-
tes, sjélva definitionen av vad som &r berdkningsbart, vixte fram. Mitt
huvudsakliga uppdrag ar att presentera EN form av berdkningsbarhet,
teorin om Partiella Rekursiva funktioner. Men vi ska ocksa titta pa -
kalkylen som ligger till grund for flera, fortfarande aktuella, datasprak.
Och fér den mer handfasta begripligheten av hur berdkningsbarhet ar
uppbyggd ska vi studera URM, en forenklad variant av den moderna
datorns féregangare, Turingmaskinen. Jag kommer ocksa redogora for
tva av bevisen for att det s.k. Avgdrbarhetsproblemet saknar 16sning.

Abstract

Even though we have been using calculations for thousands of years,
it is a young discipline in mathematics to understand what it actually
means to be computable. Is 2 -4 = 87 Of course! everyone except
the very youngest would probably answer. But it is not obvious. The
fact is that there are few selfevident calculations. One calculation that
everyone has been able to agree on is that after 0 comes 1 and after
1 comes 2... Or not really that one either. What is agreed upon is
that after a number comes a number that is 1 more than that particular
number. That definition of a calculation is one of three so called Base
functions forming the basis of all calculations in the entire world.. This
work will try to explain how Church-Turing thesis, the very definition
of what is computable emerged. My main task is to present ONE form
of computability, the theory of Partial Recursive functions. But we will
also look at the A -calculus, which is the basis for several, still current,
computer languages. And for the more tangible understanding of how



computability is built up we will study the URM, a simplified version
of the modern computer’s predecessor, the Turing machine. 1 will also
present two of the proofs showing that the so called Decision problem
has no solution.
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1 Introduktion

David Hilbert (1862-1943) var en tysk matematiker och logiker, som dgnade
en stor del av sitt liv at att forsoka bevisa att matematiken &r konsekvent
och att det gar att bygga ett fundament av axiom som gor motségelser inom
det matematiska systemet omdjliga, rent logiskt. Han skriver sjalv 1917 i sin
skrift Axziomatisches Denken s. 411: ”"Det grundlaggande kravet pa Axiomteori
méaste ga langre |an att bara undvika kdnda logiska paradoxer néar de dyker
upp| ndmligen att visa att motsédttningar, inom varje kunskapsomrade, ar helt
omojliga baserat pé ett etablerat axiomsystem.” (Hilbert 1917)

Hans tankar nedtecknades runt 1920 i den omfattande skriften Hilberts Pro-
gram forfattad utifran de 23 Hilbertproblemen rorande olosta matematiska pro-
blem han sjalv presenterat ar 1900. Utifran fraga nr 2 formulerade han ytter-
ligare en tes tillsammans med en av sina elever och sedermera kollega, den
tyska matematikern Wilhelm Ackermann (1896-1962). Tesen gar ut pa att det
gar att formulera en algoritm for att avgéra om ett givet pastaende i forsta
ordningens logik ar giltigt eller inte. Idag kallat Awvgdrbarhetsproblemet. (Ur-
sprungligen ty. Das Entscheidungsproblem). Trots Hilberts enorma meritlista
och omfattande analyser visade sig bada dessa idéer dessvéirre sakna verifier-
barhet. Mitt arbete ska handla om hur hans pastaenden ledde fram till en av
var tids storsta upptéckter; att det gar att definiera vad som 6verhuvudtaget
ar berdkningsbart. Materialet &r omfattande och jag ska forsoka ge en form
av helhetsbild for lasaren. Mitt huvudsakliga uppdrag ar dock att noggrant
presentera EN form av berdkningsbarhet; teorin om Partiella Rekursiva funk-
tioner. Jag ska ocksa redogora for varfor avgérbarhetsproblemet saknar 16sning.
Pa vigen kommer vi bland manga sjalvklart att mota den amerikanske mate-
matikern Alonzo Church(1903-1995) och Alan Turing (1912-1954) en engelsk
matematiker, logiker och kryptoanalytiker vilka har betytt allra mest for dis-
kussionen om berdkningsbarhet. Deras beromda tes; Church-Turings hypotes
kommer ocksa att avsluta detta arbete.



2 Diskussionen

2.1 Forsta spiken i kistan for David Hilbert

Kurt Godel (1906-1978) en Osterrikisk matematiker och en av tidernas framsta
logiker gav David Hilbert ratt satillvida att den forsta ordningens predikatlogik
ar fullstdndig. Alla sanna satser kan bevisas sanna inom systemet. Detta var
valkint redan innan och inget revolutionerande. Men det systemet ar unikt,
for generellt sett staimmer inte detta.

Genom ett bevis, publicerat 1931, ddr Goédel numrerade alla satser enligt ett
bestdmt monster s.k. Godelnumrering, kunde han bevisa att det inom varje
konsistent formellt system som innehéaller aritmetiska operationer finns sanna
pastaenden som kan bevisas vara bade sanna och falska samtidigt. Att ett
pastaende kan bevisas sant och falskt pa samma gang ar forstas oacceptabelt.
Det finns ingenting som séger att pastaendet inte kan bevisas vara sant eller
falskt i ett annat system men det rdcker ju inte om Hilberts teori skulle gélla!
Detta bevis kallas for Godels forsta ofullstindighetsteorem.

Gadels andra ofullstindighetsteorem ar en foljdsats och lyder: "Konsistensen
hos ett formellt system, tillrdckligt for aritmetiken, kan inte bevisas inom sy-
stemet”. (Godel 1931) I sig var denna upptéckt naturligtvis revolutionerande
men en annan sak som fick uppmérksamhet av den amerikanske matemati-
kern Stephen Cole Kleene (1909-1994) var att Godel i sina bevis anvénde en
séarskild sorts aritmetiska funktioner som han kallade rekursiva funktioner.

Kleene utvecklade dessa, som han kom att kalla primitiva rekursiva funktioner
till Generella eller Partiella rekursiva funktioner, vilket han skrev om i sitt
arbete 1936 publicerat i Matematische annalen samma ar (Kleene 1936) Och
dessa skulle visa sig omistliga nar det kom just till definitionen av berdknings-
barhet.

2.2 Alan Turing och diagonalproblemet eller andra spi-
ken i kistan for David Hilbert

Alan Turing var bara 22 ar nar han pa en foreldsning av den ungersk-amerikanske
matematikern Johan von Neumann (1903-1957) horde talas om Hilberts idé
om en algoritm som skulle kunna avgora bevisbarheten i godtyckliga pasta-
enden i matematisk logik. En algoritm som i férlangningen da skulle kunna
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avgora om en matematisk funktion &r berdkningsbar eller inte, utan att behéva
testa sjéalva funktionen.

Neumann sjalv holl inte for osannolikt att det skulle kunna finnas nagon form
av mekanisk process som skulle kunna tillimpas pa ett matematiskt pastaende
och svara pa om det gick att bevisa utan att prova pastaendet forst.

Andra forskare slog ifran sig och en del raljerade t.o.m. éver idén. ! Men Turing
foll just for uttrycket "En mekanisk process” och borjade fundera over, tro det
eller ej, skrivmaskinens uppbyggnad. Ett verktyg han alltid fascinerats av.
Skrivmaskinen med sina typarmar som skriver en bokstav i taget pa ett exakt
avstand fran varandra, dir bokstaverna slutligen blir till ord och komplicerade
sammanhang.

Turings drom var dock en matematisk skrivmaskin som inte behévde en mén-
niskas intervention. Han forestillde sig en sjilvstdndig maskin som utférde
alla matematiska berdkningar som kunde tidnkas existera enligt en exakt pro-
grammering och dar processen utférdes av ett typhuvud som rorde sig 6ver ett
endimensionellt papper i form av en odndlig, rutindelad remsa. Vid varje steg
skulle typhuvudet réra sig ett steg at hoger eller vanster eller stanna och i varje
ruta skulle det skrivas exakt en symbol, raderas en symbol eller accepteras det
som redan stod skrivet. Nar programmet var klart skulle maskinen stanna och
ge ett resultat i ruta nummer ett.

Turing hade vid denna tid (1935) ett stort stipendium pa Cambridge déar han
delade sin tid mellan att studera och undervisa och den myckna fritiden till-
bringade han med langdistanslopning. Det 1ar ha varit nar han lag och vilade
pa en adng i Grantchester under en av dessa loprundor som han kom pa hur
Hilberts tredje fraga skulle besvaras. Inspirerad av det s.k. Diagonalbeviset
som den tyske matematikern Georg Cantor (1845-1918) hade presenterat, dar
han pa ett elegant sidtt hade bevisat att alla irrationella tal var oupprakne-
ligt manga och att de darigenom skiljde sig fran de rationella talen som var
upprakningsbara.

Turing var helt 6verens med Cantor i den grundlaggande analysen men det
han upptéckte var att det inte gick att omfatta ens det upprakningsbara. Det

'Matematikern G.H. Hardy (1877-1947) kommenterade syrligt att en sidan mekanisk
process saklart var omojlig och att det var tur eftersom det skulle gora alla matematiker
overflodiga! Citerat ur A mathematical proof (s.16) publicerat i tidskriften Mind 1929 efter
en foreldsning i Cambridge aret innan
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uppréikningsbara gav helt enkelt upphov till det oupprakningsbara. Svaret pa
Hilbets fraga maste bli nej. Och det skulle, via Cantors tankar, bevisas just med
en mekanisk process, en matematisk skrivmaskin. Eller som det till slut kom
att kallas; en Turingmaskin! 1936 gavs Alan Turings On computable numbers,
with an application to the Entscheidungsproblem (Turing 1936) ut och efter det
var inget sig likt i den berdkningsbara vérlden. For visst kunde man anvinda
mekaniska processer for att l6sa matematiska problem. Kanske att det t.o.m.
var det allra bésta sédttet med tanke pa den kommande utvecklingen som vi
inte ens sett slutet pa idag. (Hodges 1983)

I kommande tva kapitel ska vi titta ndrmare pa detta. Definitioner och be-
rikningar d&r hamtade ur eller inspirerade av kapitel 1-2 i Nigel Cutlands bok
Computability, An introduction to recursive function theory (Cutland 1980).

3 Vad ar en funktion och vilka funktioner ar be-
rakningsbara?

Lat oss forestéilla oss en magisk lada som vi doper till multiplikation.

Vi skickar in tva tal (2,4) — [Multiplikation] — Och ut kommer produkten 8

Vi sdger att multiplikation ar en funktion som varje gang, pa samma satt utfor
samma matematiska procedur som vi kan lita pa oavsett vilka tal vi skickar
in. Den klarar dven att rikna ut en luring som tva negativa tal utan att missa
att det ger ett positivt svar. Latt for oss att forsta som rdknat multiplikation
hela livet att forsta. Vad &r problemet?

Problemet &r att forsta hur multiplikation fungerar pa ett exakt plan. Ved
hénder egentligen i ladan? Kan vi vara sdkra pa att svaret alltid stammer?
Och pa att det alltid kommer ett svar? Och finns det funktioner (= magiska
lador) som faktiskt inte dr berdkningsbara (levererar ett svar) trots att de
verkar utfora en berdkning? Se pa foljande exempel:

n

—
T — [g(n)] — 7,707,707
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(n) {1 om det gar att hitta n 7:or i rad i m:s decimalutveckling,
g\n) =

0 annars

Helt rimlig tanke. Vi matar in 7 i var nyss uppkomna lada som vi kan dopa
till Decimalkontroll och slar oss till ro for att se om den hittar n st. 7:or och
da skickar ut en 1:a efter en stund. Men om den inte hittar n st. 7:or kommer
den fortsdtta scka och oturligt nog har 7 oadndligt manga decimaler, sa vi
kommer kanske aldrig att fa veta om decimalkontroll spottar ur sig en 1:a. En
0:a kommer iallafall inte att komma, det gar ju alltid att soka lite till..

Det som behovs ar alltsa att bestamma exakt hur alla berdkningsbara algo-
ritmer, som vi instinktivt vet fungerar, &r uppbyggda for att lita pa att vi
tankt ratt. Men vi behdver ocksa kunna definiera vilka funktioner som inte
ar berdkningsbara och det svaraste av allt; hur visar vi hur algoritmer som
endast fungerar for vissa ingangsvéirden ar uppbyggda? Vad finns egentligen i
den magiska ladan?

4 Den obegransade registreringsmaskinen

4.1 Maskinens uppbyggnad

Vi fortsdtter pa fantasins vag och placerar en sorts imaginér dator framfor oss,
inte olik den vi anvénder varje dag, men mycket enklare och med ett obegransat
minne och med en obegriansad yta att utféra berdkningar pa. Vi kallar denna
fantasidator for Den obegrinsade registreringsmaskinen (fr. eng. The universal
register machine, URM ). Utan att g& in pa detaljer kan vi pasta att den &r
en variant av den maskin som Alan Turing utvecklade. Maskinen bestar av en
lang remsa som borjar med ruta 1 till vinster och at hoger fortsatter med ruta
2, ruta 3,..., ruta i.. (for varje i € N)

Rl R2 Rg R4 R5 Rﬁ

7’1‘7“2‘7“3\7"4‘7“5‘7“6

Varje ruta innehaller ett naturligt tal som vi bendmner r i Ry, 5 i Ry etc.

Innehallet i rutorna kan dndras av instruktioner som URM kédnner igen. In-
struktionerna svarar mot mycket enkla performativa matematiska procedurer.
En komplett lista med instruktioner utgor ett program P.
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Vi borjar alltsa med att forse URM med ett program P och en forsta konfigu-
ration, d.v.s. en sekvens aq, as, as, ... av naturliga tal i rutorna Ry, Ry, Rs, ...
foljt av ett odndligt antal nollor i det oandliga antal rutor som féljer.

Antag att P bestar av s instruktioner Iy, I», I3, ..., I,.

URM bérjar berdkningen med att lyda [, sedan I, I5 ... etc. tills utrakningen
ar klar. Svaret anges i Ry, om inget annat anges. Vi ska langre fram i texten
presentera ett exempel pa additionsberdkningen

rT+y=>5+3,

men forst ska vi ga igenom de fyra typerna av instruktioner som URMs program
bestar av. De lyder:

1. Nollinstruktionen

For varje n = 1,2,3... finns en nollinstruktion Z(n) (fr. eng. zero).
Svaret fran URM pa Z(n) &r att dndra innehallet i ruta n, R(n) till
0 medan alla andra rutor forblir oférandrade. Om URM éar i foljande
konfiguration:
Ry Ry, Ry Ry Rs Rg
(9]6][5]23]7]4

...och lyder Nollinstruktionen Z(3) far vi alltsa resultatet:

R1 R2 Rg R4 R5 RG
(9]6]0]23]7]4

da svaret pa Z(n) ar noterat som 0 — R, eller &nnu hellre
rn =0 (r, blir 0 oavsett tidigare vérde.)
2. Efterfoljandeinstruktionen

For varjen = 1,2,3. .. finns det en Efterféljandeinstruktion S(n) (fr.eng.
successor). Svaret fran URM é&r denna gang att dndra rutans nummer
uppat med 1. Resultatet av Efterfoljandekonstruktionen S(n) dr noterat
som 1, + 1 — R, eller r,, :=7r, +1 (r, "blit” r, + 1)

3. Overforingsinstruktionen
For varjem = 1,2,3...ochn = 1,2,3... finns en Overforingsinstruktion

T(m,n)(fr. eng. transfer). URM:s svar pa instruktionen &r att byta ut
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siffran r,, i R,, mot siffran r,, i R,,. Alla andra rutor ar precis som innan,
oférandrade. Om URM ér i foljande konfiguration:

Ri Ry Ry Ry R; Ry
(9]6][5 23] 74

och lyder Overforingsinstruktionen 7'(3, 1) far vi saklart resultatet:

R1 RQ R3 R4 R5 RG
(5]6][5 23] 74

Svaret pa T'(m,n) noteras som r,, — R, eller r,, := r,, (r, "blir” r,,).
. Hoppinstruktionen

Hoppinstruktionen anviands for att kunna hoppa i instruktionslistan om
du vill ha alternativ till paféljande instruktion. Ett exempel kan se ut
som foljer:

P befinner sig pa instruktion 5; I5 och skulle alltsa egentligen ga ome-
delbart till I, men Iy bjuder pa tva alternativ; "Om r, = r3 hoppa
till I19 i programmet, om 7y # r3 ga till ndstkommande instruktion i
programmet, i detta fall Ig”.

Instruktionen ser ut som foljer: J(m,n, q) (fr.eng. jump) darm = 1,2,3...
n=123...ochq=1,2,3...

Antag att Hoppinstruktionen &r inforlivad i ett program P och att inne-
hallet i R, och R,, jamfors utan nagon ytterligare foréndring. Da géller;

Om r,, = r, gar URM till den ¢:te instruktionen i P. Om r,, # r,, gar
URM till néasta instruktion i P.

Ex.
T+y=>5+3,

Rl R2 Rg R4 R5 Rﬁ
[5[3]0]0fo0f0

15



L+ J(3,2,5)
_[2: S(l)
Ig: 5(3)
Ii: J(1,1,1)
I :

I ord:

Om ry = r3 ga till I5 och stanna. Om ry # r3 addera 1 till r; och addera
1 till r5. Se om 7 = ry (vilket naturligtvis ar fallet:-), borja da om fran
borjan. Om ro = r3. .. Fortsitt denna berédkningsloop tills 7o = r3 och ga
till /5 och stanna. Svaret (8) kommer att ldsas av i R; och URM kommer
att ha stoppat.

4.2 Den formella definitionen av URM-berakningsbarhet

Berédkningen i forra avsnittet utfordes i ett begransat antal steg och kom till
ett avslut. Vi sdger att berdkningen konvergerar. Skulle berdkningen ej ga att
genomfora och alltsa aldrig komma fram till ett avslut sdger vi att berdkningen
divergerar. Sa vad dr en URM-berékningsbar funktion formellt?

Om vi har en funktion fran N* — N (n > 1) och vi kér den i URM, da é&r
den spontana kénslan att funktionen har en 16sning i form av ett tal OM den
ar berdkningsbar. Stannar berdkningen aldrig och vi ldmnas utan svar ar det
rimligt att tdnka sig att det kan bero pa nagot av foljande: 1) Att funktionen ej
ar berékningsbar 2) att funktionen f fran N” till N inte fatt de ingadngsvérden
som &r definierade for f.

Vi ger foljande definitioner:
Lat f vara en partiell funktion fran N™ till N.
a) Antag att P ar ett program och 1at a1, as, as, ..,a,,b € N

(i) Berdkningen P(aq, as, .., az) konverterar till b om P(aq, as, .., a,) J och lam-
nar svaret b i Ry da berdkningen slutar. Vi skriver P(ay,as, .., a,) | b;

(ii)) P URM-beréknar f om, for alla ay, as, .., a,,b P(ay,as,..,a,) L b
OMM (a4, ag, ..,a,) € Dom(f) och f(ai,as,..,a,) = b (Sarskilt géiller att
P(ay,as,..,a,) L OMM (ay,as,..,a,) € Dom(f)).
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b) Funktionen f & URM-berdkningsbar om det finns ett program som URM-
berdknar f.

Klassen av URM-berékningsbara funktioner betecknas € och n-dra URM-be-
riakningsbara funktioner betecknas %,. Under detta kapitel sdger vi att nagot
ar berakningsbart om det kan berdknas av en URM.

Vi tittar nu pa flodesschemat av vart exempel x +y = 5 + 3,
Start

r3 =712 ja, Stopp!

nej

#(1,1,1) r=r 41

7"31:T3+1

Vi ser att funktionen f(5,3) gar att berékna pa en URM. Alltsa &r funktionen
berdkningsbar!

Notera att det kan finnas flera program som berédknar en och samma funktion.
Det éar ingen skillnad pa funktionernas berdkningsbarhet pa grund av detta
faktum. Daremot raknar varje program endast en funktion av en given aritet.

4.3 Nar ingadngsvarden paverkar berdkningsbarheten

Vi ska nu titta ndrmare pa ett program som stoppar och ger ett svar for
vissa ingangsvarden men inte for andra, d.v.s. dar endast vissa ingangsvérden,
a, € dom(f). Det beror helt enkelt pa hur var initiala konfiguration ser ut.

Vi tar programmet P som riaknar foljande funktion;

17



flx) =

Odefinierat, annars

{%x, Om z &r delbart med 3,

Programmet ser ut som foljer;

Il . 5(2)

IQ : 5(2)

I3 5(2)

I4 : 5(3)

I J(1,2,7)
Ig: J(1,1,1)
I7Z T(3, ].)

Och som vi forstar av foljande bild géller ju endast detta program for ingangs-
varden som ar jamnt delbara med tre.

Rl R2 Rg R4 R5 RG
(6]oJoJofofo

Stannar efter 2 loopar.

Rl RQ Rg R4 R5 RG
[5]o0Jofofo]oO

Loopar for evigt..

Vi ser nedan den allminna formen for att beskriva just dessa berdkningar:

(n) = Det unika b, sa att P(aq,..,an) | b om P(ay,..,a,) |,
g = Odefinierat, om P(aq,..,a,) T

URM fungerar dven for att bestdmma egenskaper hos tal och relationer mel-
lan tal. Om vi exempelvis fragar huruvida y har egenskapen av att vara en
multipel av x och vi har svaren ja eller nej att tillga kan svaren utan problem
representeras av 1 och 0 eller vice versa. Aven booleska operationer gar att
utfora eftersom vi kan ersétta sant med 1 och falskt med 0.
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URM fungerar endast i doménen av de naturliga talen N. Vi ska se att det
géller &ven andra former av berdkningsbarhet. Men med URM é&r det latt gjort
att koda om exempelvis funktioner pa heltalen Z till funktioner pa de naturliga
talen, berdkna uppgiften och sedan koda tillbaka svaret till heltalsdoménen.

4.4 Exempel pd mer komplexa funktioner, beraknade av
URM

Malet ar saklart att vi kan visa att vi i slutdndan kan anvinda URM till alla
berdkningsbara funktioner, tal, relationer etc. Vi kan da helt enkelt kombinera
enkla program for att lyckas 16sa mer invecklade problem. Vi noterar forst att
vi har tre basfunktioner som &r berdakningsbara:

Lemma 4.1. Féljande basfunktioner gar att berdkna:

a) Nollfunktionen 0(0(z) = 0 for alla x),

b) Efterfoljandefunktionen x + 1,

c) For varjen > 1 och 1 < i < n, Projektionsfunktionen U* som skrives

UMxy, zay ..., x,) = ;.

Beuis. Enligt:

a) 0: Program Z(1),

b) = + 1: Program S(1),

c) U": Program T'(i,1).

O

En bra metod for att skapa nya funktioner ar att projicera in resultatet fran
en funktion i en annan funktion. Detta bendmns dven Kompositionsfunktion.
I f6ljande sats visar vi att nar denna process anvands pa berdkningsbara funk-

tioner, sa ar resultatfunktionen ocksa berdkningsbar. Vi sdger kortfattat att €
ar last el. begrdnsad under substitution.

Sats 4.2. Antag att f(y1,y2...,Yk) och g1(X),g2(X), ... gr(X) dr beriknings-
bara funktioner dir x = (x1,x2,...,%,), dd dr funktionen h(x) definierad som
h(x) ~ f(g1(x), g2(x), ... gr(X)) berdkningsbar.
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Beuvis. Antag att F Gy, ..., G} ar standardprogram som beréknar f, g4, ..., g,
da skapar vi ett program H som omfattar foljande tydliga procedur for att
berdkna h:

Givet x, anvind programmen Gy, ..., Gy for att i tur och ordning berikna
(91(x), g2(x), . .. gx(x)) och spara resultaten pa bestdmd plats. Anvind sedan
program F' for att berdkna f(g1(x), g2(x), ... gr(x)). O

Vi far inte forlora information pa végen om erhallna viarden som ska anvéndas
i kommande berékningar! Vi bestdmmer att:

m = maz(n, k,p(F),p(G1),...,p(Gk)) och vi borjar med att lagra x i rutorna
Ryi1,. . Rypgn; Tutorna Ry ipaq, -y Rimanir kommer att anvindas for att
dubblera virdena av g;(x) nér de berdknats for i = 1,2,..., k. De rutorna ar
helt ignorerade vid berédkningarna av funktionen.

Ri...Rp Ruii-. Roin Boingi Boiniz oo Roinii
’ ‘ x ‘ gl(X) ‘ 92(X) “ gi(X) ‘0‘0...

Vi ska nu titta pa ett program for att berdkna funktionen
h(l’l, Za, Ll?g) =T + i) -+ XT3

dér vi byter ut x; + x5 mot x och x3 mot y i x + y. Vi berdknar exemplet
5+ 2+ 4, vilket ger oss ett startfdlt som ser ut som foljer;

Rl R2 Rg R4 R5 RG
(512[4]0f0]0

Om vi uttrycker berdkningen som:
= add e {add e (z1,x3), proj e (x3)}

kan den beskrivas med nedanstaende program pa en URM:
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I : T(1,4) vi lagrar x1, x5 och x3 i rutorna 4,5 och 6

ep
~
~

I;: T(3,6)

Iy: T(3,1) — g1(x) skickas till ruta 1
Is: T(1,7) — vi lagrar ¢;(x) i ruta 7
Is: T(4,1) — vi hdmtar tillbaka x;
I: Z(3)

Iy: J(3,2,12) vi berdknar gs(x)

Ig : S(l)

Lio: S(3)

IH : J(l, 1, 8)

LIy T(1,8) — vi lagrar ¢go(x) i ruta 8
Lis: T(7,2) — vi hémtar tillbaka g, ()
La: Z(3)

LIis: T(3,2,19) vi beréknar f(g(x))
Lig: S(1)

Liz: S(3)

Ilg : J(1,1,15)

Iy : STOPP — Vi laser av svaret i Ry

Sahéar ser det ut nér vi ar klara. Det korrekta svaret ar tydligt avldsbart i ruta
Rli

Rl RZ Rs R4 RE) RG R? RS RQ RlO
11 Al4]5]2]4] 4 ] 7 ]0]0--
h= f(g(x)) X 91(%) 92(%)

4.5 Redo for nasta kapitel i berdkningsbarhetens tjanst

Trots att jag bara givit ett fatal exempel hoppas jag att ldsaren fatt en nagot-
sanar fullodig bild av hur URM fungerar. Jag tanker att vi nu &r redo for mitt
huvudsakliga tema for denna text; teorin om Partiella Rekursiva funktioner.

Dér inget annat anges har jag i kapitel 5 hdmtat fakta fran Mathematical Logic,
A course with exercises Part II av René Cori och Daniel Lascar i 6versdttning
av Donald H. Pelletier, sid. 7-22 (Cori och Lascar 2000)
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5 Partiella Rekursiva funktioner

5.1 En forsta oversikt
Partiella Rekursiva funktioner dr uppbyggda av:

e De tre Basfunktionerna vilka &r berdkningsbara enligt Lemma 4.1 och
Bevis 4.1 i foregaende avsnitt

och de darifran harledda
o Kompositionsfunktionerna
o Primitiv rekursion
och
e Begriansad och obegransad Minimalisation

Dessa funktioner arbetar endast pa de naturliga talen N. Vi séger att deras
definitionsmdngd och vdrdemdngd alltid bestar av naturliga tal N.

Innan vi ger definitionerna kommer héir nagra fortydliganden géllande notation
och forklaringar av uttryck:

e Lat P vara ett heltal. Vi skriver
Fp, NP = N

Om p = 0 kommer vi enligt konvention att hivda att det enda elemen-
tet 1 N? ar den tomma maéangden. F{ ar alltsa funktionen av 0 element.
Méngden av J,oy F, betecknas F.

e om ¢ ar ett heltal 1 <4 < p &r den i:te projektionen P! i funktionen Fp
definierad som

-Pz'p(xla L2, T35 - - - 7xp> =T

Vi kallar den Projektionsfunktionen P.
e Per definition ar Efterfoljandefunktionen S:
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Sx)y=x+1
vars varde av ett heltal n ar n + 1.

e Om fi, fa,..., fn hor till F, och g hor till F, da ar den Sammansatta
funktionen h definierad som

h = g(fl,fg, .. .,fn>($17l’2, Ce ,ZEp)

Definition 5.1. Definition via Rekursion Rekursionsfunktionen

e Detta ar proceduren for att definiera funktionen som foljer av foljande
uppenbara faktum.

Om f € F, och g € F,19, da har vi en och endast en funktion h € F, 11
som uppfyller ovanstaende villkor:

for alla x1,22,...,2p 0chyi N

(i) h(x1, e, ..., 2p,0) = f(2),
(ii) h(z1, 20, ..., xp,y + 1) = g(z1, T2, .. ., 2p, Yy, h(T1, T2, . . ., T, Y)).

Vi séger att h ar funktionen som ar definierad via rekursion fran f (bas-
villkoret) och ¢ (det rekursiva steget).

Definition 5.2. Méangden av primitiva rekursiva funktioner &r den minsta
delméngden F av F som uppfyller foljande villkor

1) For varje heltal p innehéaller E Nollfunktionen 0 : N — N och alla dérifran
harledda konstantfunktioner fran N? till N,

2) For alla heltal p och for alla heltal ¢ dar 1 < i < n, innehéller F alla
projektioner P/,

3) E innehaller efterfoljandefunktionen S,

4) E é&r last under sammanséttning av funktioner. Det betyder att om n
och p ar heltal, om fi, fo, ..., f, &r element i F, som hor till E och om

g ar ett element i F,, som ocksa hor till £, da hor den sammansatta
funktionen g(f1, fo,..., fn) till E.
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5) E é&r last under rekursion, det betyder att om p &r ett heltal och om
funktionerna f i F, och g i F,1o bada hor till E, da ar funktionen h
definierad via rekursion fran f och g, &ven den tillhérande E.

Vi sétter:

Ro={0:N=N}U{P’ N - N,1<i<p}u{S:N*— N}

Rn+1 =Ry, U{h: h berdknas via rekursion fran tva funktioner i R,,}

U {h : h berdknas via sammanséttning fran tva funktioner i R, }

Méngden av primitiva rekursiva funktioner ar da lika med UneN R,

For att bevisa att en funktion ar primitivt rekursiv racker det med att visa hur
man erhaller den genom att anvinda klausulerna 4) och 5) via funktionerna
beskrivna i klausulerna 1), 2) och 3). A andra sidan, for att bevisa att alla
primitiva funktioner besitter egenskapen &, ricker det att visa att funktionerna
i klausulerna 1), 2) och 3) besitter den och att klassen av funktioner som har
denna egenskap &r sluten vid sammanséttning och rekursion.. Vi kan ocksa se
att det, for varje primitiv rekursiv funktion f, finns en algoritm som berdknar
den. Det &ar sant for funktionerna i Ry och om det ar sant for funktionerna i
R, ar det ocksa sant for dem i R, .

Definition 5.3. En delméngd A C NP kallas f6r primitivt rekursiv om dess
karaktaristiska funktion ar primitivt rekursiv. Den karaktéristiska funktionen
(XA =)X4 for mingden A definieras av

0 annars

PO {1 om (ni,ng,...,n,) €A

Om &(z1,22,...,x,) i en egenskap applicerbar pa heltalen ny, ns, ..., n, (vi
sager ocksa predikatet med n argument) dr & primitivt rekursiv om méngden

{(x1,29,...,2p) : (x1,29,...,2,) uppiyller &}
ar primitivt rekursiv.
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Definition 5.3 ar ett exempel pa att det gar att utvidga berédkningsbara funk-
tioner till berdkningsbara tal, egenskaper, talserier och relationer. Naturliga
tal, heltal, rationella tal och exakt definierade reella tal sisom ex. v/2, e och 7.

En f6r mig intuitiv men langtifran matematisk exakt definition av vad ett icke
berdkningsbart tal ar skulle kunna uttryckas som foljer. Det ar hidmtat fran
internet under en icke verifierar kélla men jag ndmner det dnda:

"Oéndliga reella tal som i sin egen beskrivning &r i sin kortaste form &r ej
berdkningsbara. Ingen algoritm kan i ett dndligt antal steg berdkna dem”.

5.2 Primitiva rekursioners definitioner och mangder

Nu foljer hér ett antal exempel pa vardagliga berdkningar beskrivna i rekursiv
form.

5.2.1 Addition

Addition f(z,y) = x +y &r en primitiv rekursiv funktion som definieras enligt
foljande

r+0==x
v+ (y+1)=(r+y) +1

Om vi paminner oss om att

NP = N,
g NP2 5 N
h:NPH 5 N

kan vi skriva
h(z,0) = f(z) = P}
h(z,y+1) = gz, y, Mz,y)) = S(h(x,y))
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och vi nu sétter h= addition (add) och p = rekursion sa far vi slutligen
add = p’| P}, S o F5]
I det foregaende och hidanefter anvander vi oss av regeln att om vi permute-

rar, identifierar eller ligger till "stumma” variabler hos en primitivt rekursiv
funktion, s& ar dven resultatet primitivt rekursivt.

Exempelvis fran funktionen f(y1,y2) kan vi erhalla:

hi (21, 22) f(l"z,-iﬁl)
ho(z) = f(z, z)

hs(l’l, T2, 553) = f(3027 5133)

Denna regel anvindes dven vid vart exempel med URM:

h(Il, 132,1‘3) = T + T2 + T3

5.2.2 Multiplikation

Multiplikation f(z,y) = = -y ar en primitiv rekursiv funktion som definieras
enligt foljande;

z-0=0
v (y+l)=z-y+ua

h(x,0) = f(0)
h(z,y+1) = g(x,y, h(z,y))

Om vi denna gang skriver h = multiplikation (mult.) och p = rekursion, far vi
(tillsammans med var redan definierade addition)
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mult = p°[Py, add ¢ [P}, P}]|

Denna, lite kryptiska, definition gar att hirleda via det banala exemplet:

3:3=2-34+3=1-34+34+3=3+3+3

5.2.3 Mindre an eller lika med

Lite langre fram i min text kommer jag att anvinda mig av den rekursiva
funktionen "MindreinFEllerLikamed” och det definieras i sin tur via de rekur-
siva funktionerna "BlirNoll” (fr.eng IsZero) och subtraktion via Féretridare-
funktionen, “pred”. (fr. eng. Predecessor function). Jag vill darfor redan nu
gora en oversikt dven av dessa. I detta lilla avsnitt samt i avsnitten 5.2.4 — 5.3
aterviander jag till Computability kap. 1-2 (Cutland 1980)

Foretriadarefunktionen*** -1 definieras via rekursion och bevisas enligt fol-
jande:

0—-1=0
(z+1)-1==x

Och om vi sétter h = pred

R(0) = f() = 0 = noll®
h(y+1) =gy, h(y)) =y
sa far vi:

pred = p°[noll®, proji]
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Avbruten subtraktion x—y kan skrivas som:

. r—y (om z>7y)
r—y =
0 annars

och bevisas enligt féljande:

r—0=ux
2=(y+1) = (z=y)=1 (med hjilp av ***)

dar, om h = sub

h(z,0) = f(z) = P,
hz,y+1) = g(x,y, h(z,y))

har vi definitionen:

sub = p?[ P}, pred o P;]

Vi definierar:

BlirNoll = sube| S e0, P}]

och "Mindre &n eller lika med” kan nu definieras som

MindreanFEllerLikamed = BlirNoll e sub.

5.2.4 Definition genom falluppdelning

En anvindbar variant av funktioner dr de som &r beroende av omsténdighe-
ter. For ett visst ingangsviarde anvinds salunda en funktion och for ett annat
anvands en annan. Dessa funktioner ar dven de, primitivt rekursiva. Det mest

klassiska exemplet &r
T om z > 0,
x| =

—xr om x<0
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Ett lite mer vardagligt exempel skulle kunna vara g(x) dér g ar berdkningen
av genomsnittlig tillvixttakt i cm/ménad for ett barn 0-12 manader

0 —3 man,

()

() 4—6 man,
() 7—9 man,
() 10—12 man.

Definition 5.4. Anta att fi(x), ..., fr(x) ir totala berikningsbara funktioner
och att

M (@), ... My(x) ar bestimda egenskaper som sidkrar att motsvarande funk-
tion g(x) géller. Da &r funktionen g(x) giltigt beskriven som

(

fi(x) om M(x) giller,
fo(x) om Msy(x) géller,

kfk(ar:) om My(x) géller,
berdkningsbar.

Bevis. g(x) = C1 - Mi(x)fi(x) + ... + Cy - Mi(2) fr()

ar berakningsbar via substitution av addition och multiplikation. C &r hér de
Booleska sant och falskt. m

5.2.5 Exempel pa en funktion inom en annan doméin in de natur-
liga talen, N

Som tidigare ndmnts arbetar bade URM och berdkningar/definitioner av pri-
mitiva rekursiva funktioner endast pa de naturliga talen, N. Men det gar att
koda om tal fran exempelvis doménen heltal, Z. Nar vi gor det hamnar vi just
i definitioner/berdkningar genom falluppdelning. Hér ar ett exempel.

Funktionen f(x) = x — 1 &r for alla virden pa = endast berdkningsbar i hel-
talsdoménen Z. Vi kodar om den till f*(z) pa heltalsdoménen N enligt:
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2n om n >0,
a(n) =
—2n—1 om <0
l . .
0 1(m) = 27711 om m ?r jamn,
—5(m+1) om m dr udda

1
Z(Qx—l):x—2
1
—2(zr-1)-1=—z+1
1 1
2(—§x—§—1):—x—3
1
—2—Fr—g—D-1l=r+2

och resultatet blir:

r—2 om x > 2, x ar jamn,
. T+ 2 om x> —1, x ar udda
fr(x) =

—r+1 om x <2 xarjamn

—r—3 om x < —1, zxirudda

Pa detta siatt gar funktionen att berdkna for alla viarden pa z.

5.3 Begransad minimalisation eller p-operatorn

Aven om vi har bevisat att en viss funktion eller att en viss kombination av
funktioner ar rekursiva kan det vara av intresse att definiera funktionen med
hjalp av begrdnsad minimalisation, den s.k. p-operatorn. Jag illustrerar med
ett utforligt exempel.
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Anta att f(ax,z) ar en funktion, vilken som helst. Den begrénsade summan,
Y.y [f(x,2) och den begrinsade produkten [[,_, f(z,2) dr funktionerna
av x,y beskrivna enligt foljande:

i)
> f@,0)= 0

z<0
waz Zfa:z+f ),
z<y+1 z<y

i)
Hf(:r;,z) = 1

2<0
Hfa:z (Hfmz) L 2).
z<y+1 z<y

tes 5.5. Anta att f(x, z) dr en total berdkningsbar funktion, da dr funktionerna
Yooy f(®2) och I, [ (2, 2) berikningsbara.

Bevis. Ekvationerna i och ii ar definierade via rekursion fran berédkningsbara
funktioner. O

Aven foljande slutsats géller:

Foljdsats 5.6. Anta att f(x,z) och k(x,w) dr totala berdkningsbara funktio-
ner, da dr dven funktionerna

Z fa:z (1)

och

I r@2 (2)

z<k(z,w)

berdkningsbara.

Bevis. Vi substituerar y mot k(x, w) i den bundna summan __; ..., f(@, 2)
och i den bundna produkten [],_; ., f(®. 2) O
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Om nu den bundna produkten blir noll vill vi kanske veta nar det sker i be-
rikningen. D& kan vi anvénda oss av p-operatorn. Vi skriver uz < y(...) d.v.s.
det minsta z, mindre &n y sa att...

For att denna funktion ska vara total bestdmmer vi att z = y om inget sadant
virde pa z existerar. Da kan vi t.ex. fran en given funktion f(x,z) definiera
en ny funktion g som

det minsta z < y,sd att f(x,2) =0
g(x,y) = pz <y(f(x,z)) =04 (om ett sidant =z finns),

y om inget sadant z finns.

1z < y kallas den begrinsade minimalisationsoperatorn eller den begransade
p-operatorn.

Sats 5.7. Antag att f(x,y) ar en total berdkningsbar funktion, dd dr dven
pz < y(f(x,z) =0) det.

Bewvis. Studera funktionen

h(m,v) = [[ sa(f(@,u))
u<v

som ar berdkningsbar enligt foljdsats 5.6
Antag att foljande géller for ett givet x,y, zo = pz < y(f(=x,z) = 0).
Da ser vi att:

e om v < zy ar h(x,v) =1

e om z) < v <y éarh(e,v)=0
och foljaktligen:
h(zx,v)

e 2o = antalet v mindre &n y sa att h(z,v) =1, =% _,

Darfor ar:
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pz <y(f(e,z)=0) = Z(H 59(f(‘”7“))>

v<y u<v

och berdkningsbart enligt tes 5.5!
O

Vi aterkommer lite langre fram till den s.k. obegridnsade p-operatorn som har
ett nagot annorlunda anvandningsomrade. Men forst nagra ytterligare exempel
pa primitiva rekursiva funktioner som definieras med eller utan p-operatorns
hjalp!

5.3.1 Primtalsserien

Méangden {z : x &r ett primtal} &r primitivt rekursiv. = &r ett primtal omm
z>1ochVy <z(y <leller y=uxeller ydelar inte x)

Aven - funktionen &r primitivt rekursiv via var bundna p-generator pa fol-
jande sétt:
7(0) =2

m(n+1) =pz < (7(n)! + 1)[z > m(n) och z ar ett primtal]

(Héar anvénder vi oss av det véilkdnda faktum att det alltid existerar ett primtal
strikt mellan p och p! +2)

5.3.2 Kodning av talféljder 1.

Begreppet berdkningsbarhet &r dven applicerbart pa kodning av talfoljder,
d.v.s. det gar att via funktioner géra om é&ndliga talfoljder till tal eller ut-
trycka dem som andra talféljder. Har féljer tva olika system for denna uppgift.
Observera att det inte bara ar mojligt utan helt nédvéndigt, bade att kunna
uttrycka talféljden som ett heltal i N och att ur samma heltal kunna aterga
till talfoljden det motsvarade!

Pastaende 5.8. For varje nollskilt heltal p, finns det primitiva rekursiva funk-
tioner
o € Fp och 7,55, ...,00 € Fu

som har foljande egenskap:
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oy, dr en bijektion fran NP till N vars inverterade funktion uttrycks som
a,' = (Bi(x), (@), ..., Bh(x)).

Bevis. Vi borjar med att konstruera as. for att gora det rdknar vi upp talparen
av heltal enligt diagrammet som foljer:

. {10}
- (40)

Mer precist, vi numrerar paren (x,y) genom att f6lja diagonalerna sa att sum-

man av x + y ar konstant. Virdet av as(x,y) &r exakt det nummer som re-
{7}

presenterar antalet foregangare av (x,y) i denna upprakning. Ex. (2,1) ar det

attonde talparet i uppriakningen! Alltsa innan paret (m -+ n,0) finns det

1
1+2—|—...+(n+m):§(n+m+1)(n+m)

Talpar. Paret (m,n) ligger pa samma diagonal och ligger exakt n steg Gver
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det. Foljaktligen:
1
a(m,n) = §(n+m+ (n+m)+n
O

Notera att as ar primitivt rekursiv och ar stérre én eller lika stor som bade
n och m. Eftersom as ar bijektiv kan vi hitta tillbaka till n och m genom att
anvianda nagon av foljande funktioner:

B2(x) = pz < 2[Ft < 2 ay(z,t) = 2]
och
Ba(x) = pz < z[Ft < 2 as(t,2) = ]
% och 32 ér d& ocksé& primitivt rekursiva.

Vi kan nu definiera
043(5(7, Y, Z) = 062(1’7 Oég(y, Z))

och
By =B, 85 = Bt o B3 och B3 = B3 0 B3
och mer generellt
Qpi1 (X1, Tay o ooy Ty Tpi1) = Qp(T1, Tay - ooy Ty Tpo1, Q2(Tp, Tpi1));
BT =87, BT =85, Byt =By, By =B o B, Byl =50 B,

Slutsatsen ar att vi skriver

ap(x) =z
och

Pilz) =x

och vi anvinder § for att bendmna méngden av éndliga talféljder av heltal
enligt

[§ = M(N)]
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5.3.3 Fibonacciserien

Leonardo Fibonacci levde i Pisa, Italien mellan ca 1170 och 1250. I skriften
Liber Abaci introducerade han en talserie (vilken dock antagligen var kind
betydligt tidigare), numera kallad Fibonacciserien som gar ut pa att ett visst
tal i serien alltid &r summan av de tva foregaende talen. Fibonacci utgick fran
genetik och framforallt i vilken takt kaniner forokade sig. (En liten svaghet var
att han utgick ifran att kaninerna hade evigt liv och det kan ju ifragasittas :-)
Senare har det dock visat sig att det finns manga stéllen i naturen dir denna
serie uppenbarar sig, som i spiralmonstren pa kottar och ananas.

Forskning har visat att det antagligen inte dr en slump att bladens placering
runt en stjélk foljer Fibonacciserien. Det &r det effektivaste séttet att maxime-
ra solexponering, s.k. Phyllotaxis (grek. phyllon (blad) och tdxis (ordning))!
(Coxeter 1969) Seriens forsta tal ar: 0,1,1,2,3,5,8,13...

Vi har alltsa att:
{ f0) =f(1)=1
f(n+2) =f(n)+ f(n+1),

Fibonacciserien ar ett exempel pa en primitivt rekursiv funktion dér rekursio-
nen sker simultant. Det &r ju inte endast ett tal, utan tva som &ndras i varje
steg. Om vi definierar Fibonacci rekursivt = g(n) kan vi skriva

g9(n) = ax(f(n), f(n +1))

..och da ser vi att serien ar primitivt rekursiv enligt:

{ 9(0) = as(1,1)
gn+1) = ax(B3(g(n), B3 (9(n)) + Bi(g(n))),

..och eftersom g ér det dr dven f det da f = 2oy

Vi far anledning att aterkomma till ett mer komplicerat exempel pa detta i
avsnitt 5.3.5.

Ytterligare ett intressant fenomen som foljer med serien &r att om vi dividerar
ett tal med narmast foregaende sa konvergerar kvoten mot det gyllene snittet.
Detta blir tydligt ju hogre upp i talserien vi kommer. Det gar att hitta flera
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belagda exempel, men ocksa mérkliga sammantraffanden och serien har darfor
kallats magisk vilket jag dock med varm hand ldmnar at andra att utforska
narmare..

5.3.4 Kodning av talféljder 2.

I presentationen av mitt arbete i kapitel 2 namnde jag uttrycket Gddelnumre-
ring som Kurt Godel anviande for att bevisa sina tva ofullstandighetssatser. For
tydlighetens skull ska jag har i korthet beskriva vilken metod som skapades for
just detta dndamal. Denna utgor det andra exemplet for kodning av talfoljder
som jag vill presentera. Definitionerna ar hamtade ur professor Dag Wester-
stahls (undervisningskompendium, Géteborgs universitet) Rekursionsteori, En

Introduktion (1981) sid. 30-31. (Westerstahl 1981)

Godelnumrering bygger pa Aritmetikens fundamentalsats som sédger att varje
naturligt tal storre &n 1 kan skrivas som en produkt av en unik uppséattning
primtal:

X0 T Tk—1

dér xp_1 > 0 med nodvéindighet.

Fér varje k > 0 definierar vi nu en k-stillig funktion (o, ..., 2;_1)" enligt
1) <$0, e ,xk71>k e pgo-'_l . pffl'i‘l . pii}lJrl

Vi sétter ocksa

2) (=1
Talet (z,...,7,_1)" kallas sekvenstalet for k-tipeln (zq, ..., 2p_1);
Den tomma talfoljden har alltsa sekvenstalet 1.

3) Skiilet till att vi dkar exponenterna med 1 dr att vi vill att t.ex. (0,0)?
ska vara skiljt fran (0,0,0)? ; i sjélva verket galler nu:

4) <$0,...,Z’k_1>k:<y0,...,ym_1>m < k= m och T; = Y; for i<k

I fortsdttningen utelamnar vi oftast det 6vre indexet och skriver helt
enkelt (zg,...,x,_1) - stélligheten framgar &nda.

Méngden av talfoljder kallas Sq, alltsa:
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5)

6)

xr € Sq < det finns k,xg,..., x5 sddana att = = (xg,...,Tg_1).

Trots att det finns odndligt manga sekvenstal ar det inte alla tal som
kvalificerar sig. Talet 21 kan t.ex. inte vara ett sekvenstal!

21 = 3! . 7! motsvarar ingen talféljd som uppfyller vara kriterier. Titta
t.ex. pa tidigare ndmnda (0,0,0). Det kommer med ndédvéndighet att
oversittas i talet 2071 . 30T . 5041 — 30 D.v.s. Varje sekvenstal méaste
vara uppbyggt av minst ett primtal av varje storlek upp till det talets
storsta primtal!

V1 definierar nu:

()i = pyy<a(~ p!°[2)

och

lg(z) = pyy<s(~ pylzr) om x > 0 och lg(0) = 1 Da géller att lg(<>) =0
och

Om z = (xg,...,25_1)" sd lg(x) = k och (z); = z; for i < k

Om z &r ett sekvenstal ar alltsa lg(x) langden pa foljden som x &r se-
kvenstalet for, och (z); &r det (i + 1):a elementet i den for i < lg(x).

Mark att:
Om sq(x) sd lg(z) < x och (x); < x for i < lg(x).

De tal vi far genom denna strategi ar saklart mycket stora. Men metoden
ar vattentit. En talfoljd kan pa detta sétt oversattas till ett unikt tal och
det gar att ur talet hitta tillbaka till talfoljden!

Vi tittar pa ett exempel.

(4,0,2) = 2°.31. 5% = 32.3.125 = 12 000
(z)3:2 for: 51112 000

Léngd : 3 for: 7+ 12 000

Slutsatsen ar alltsa: Primtalet 5 representeras av en 2 : a och lg(z) &r 3.
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5.3.5 Ackermann-Péters funktion och den obegransade j-operatorn

Det finns funktioner som vi intuitivt ser dr berikningsbara men som vi anar
inte har strukturen av en primitivt rekursiv funktion. Vi vill kunna utvidga be-
greppet berdkningsbarhet dven till dem. Betrakta exempelvis féljande funktion
som definieras:

A(0,n) =n+1
A(m+1,0) = A(m, 1)
Alm+1,n+1) = A(m, A(m + 1,n))

Funktionen kallas Ackermann-Péters® funktion (Dean och Naibo 2025) och
ar en variant av alla de funktioner som gar under namnet Ackermanns funk-
tion. Vi gor en tabell for nagra av de forsta resultaten sa kan vi tydligt félja
progressionen av hur svaren utvecklar sig:

2Rozsa Péter (1905-1977), ungersk matematiker, kind som de rekursiva funktionernas
moder. Péter hade stort inflytande, men som béde kvinna och judinna under andra vérlds-
kriget blev antagligen hennes storslagna karridr dnda betydligt blygsammare dn den kunde
ha blivit.
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3 5 13 29 61 | 253 | 509 |2 -3)--

4| 13 65533 12sl k| x| k|0

Det &r uppenbart att funktionen ger svar for samtliga ingangsviarden. For
A(m,n) kommer vi att pa andra raden hitta ett A(z,y) med antingen x < m
nagonstans i en tidigare rad, eller + = m, y < n tidigare i samma rad. Via
induktion pa m:

A (=) := A(m, —) ar den primitiva funktionen:
Basfall: Via definition av A,

Efterfoljande: Anta att A, ar primitivt rekursiv
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primitiv

(via induktionshypotesen)

Att Ackermanns funktion inte &r primitivt rekursiv i sin helhet ska vi dock
snart bli varse!

5.3.6 Hur gar vi vidare?

Vi har hittills forhallit oss till exempel pa total och primitiv rekursion. Alla tal
relationer, funktioner, talfoljder och egenskaper har varit mojliga att hérleda
via de tre basfunktionerna samt komposition, rekursion och bunden minimali-
sation. Men med detta exempel blir det tydligt att vart behov av definitioner
inte &r uttomt. Forutom totala rekursiva funktioner som inte ar primitiva (lik-
nande just Ackermann) har vi ocksé exempel péa funktioner som &r primitivt
rekursiva for vissa ingangsviarden men inte for andra, s.k. Partiellt rekursiva
funktioner. Samlingsnamnet for alla ar darfoér Generellt rekursiva funktioner
eller rétt och slatt Rekursiva funktioner.

Totala rekursiva funktioner gar fran NP — N. Partiellt rekursiva funktioner
gar ocksa fran NP till N men beteckningen blir istéllet N — N.

Det ar ofta beskrivet som att Ackermanns funktion kom till som ett forsok till
bevis for att det finns totala rekursiva funktioner som inte &r primitiva men
det ar en grov forenkling. Historien ar betydligt mer spéannande &n sa.

David Hilbert holl ett omtalat foredrag 1924 som han kallade "Om det odndli-
ga” (ty. Uber das unendliche) dar han diskuterade huruvida det var mojligt att
via de dndliga matematiska verktygen beridkna det oéndliga. I samma féredrag
presenterade han dessutom sitt kiinda exempel Hilberts hotell (ty. Hilberts ho-
tel) som &r ett bevis pa att Naturliga tal, Heltal, och Rationella tal, men inte
reella tal har lika stora oéndligheter. (Hilbert 1927)

Hilbert forsokte forsta och skilja pa "vanlig rekursion” (14s primitiv rekursion)
och "transfinit rekursion” som leder inte bara till oédndligheten utan till den
odndlighet som inte &r uppriakningsbar. Det han kom fram till utvecklades
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sedan till just Ackermanns funktion som sjéalvklart skapades i samarbete med
Wilhelm Ackermann!

For tydlighetens skull foljer har aterigen min tidigare definition och sedan
exemplet A(2,1). Trots sma ingangsvirden blir det tydligt att det dréjer innan
det gar att leverera ett svar. Och det ar heller inte mojligt att med ett snabbt
6gonkast komma fram till ens ett Gverslag om vad vad svaret ska bli!

A(0,n)=n+1
A(m+1,0) = A(m, 1)
Am+1,n+1)=A(m,A(m + 1,n))

A(2,1) = A(1, A(2,0))
= A(1,A(1,1))
= A(1, A(0, A(1,0)))
= A(1, A(0,A(0,1)))
= A(1, A(0,2))
= A(1,3)
= A(0,A(1,2))
= A(0, A(0, A(1,1)))
= A(0, A(0, A(0, A(1,0))))
= A(0, A(0, A(0, A(0,1))))
= A(0, A(0, A(0,2)))
= A(0, A(0,3))
= A(0,4)
=5

Funktionen fungerar for alla ingdngsvirden men redan for A(4,2) blir svaret
hela 2%5°36—3 ett tal med 19729 siffror. Varje steg gar som jag visade litt att
folja men anledningen till att resultaten snabbt blir astronomiska (tyvérr mer
an sa..) ar att det sker simultan rekursion vilket ocksa kallas inkapslad (eng.
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nested) funktion. Fibonacciserien som vi métte i avsnitt 5.3.3 var ju ocksa ett
exempel pa detta men skillnaden ar att den i sin helhet ar primitivt rekursiv
och alltsa véxer kontrollerat upp till den "normala” odndligheten..

Eftersom Ackermann-talen blir sa stora gar de heller inte att skriva i den form
vi ar vana vid, utan man anvéander en sirskild sorts system med pilar istéllet for
exponenter for att 6verhuvudtaget fa 6verblick, s.k. Knuth’s up arrow notation.

Hér foljer nu ett skissartat bevis for att Ackermann-Péters funktion inte ar
primitivt rekursiv.

A:N?2 5 N
for varje m:
Ay =Am,—) : N—N
(Den m:te raden i tabellen, dér varje rad véxer fortare och fortare.)

Definition 5.9. (for f,g: N — N): f < gom IN,¥n > N, g(n) > f(n) och
f < g (g dominerar f).

Lemma 5.10. Fér varje primitivt rekursiv funktion f finns det en rad A,, sd
att f < A,,.

Slutledning 5.11. n — A(m,n) dominerar varje primitiv funktion.

Slutledning 5.12. Detta dr inte primitivt berdkningsbart och A(m,n) dar inte
primativt rekursiv.

For att kunna definiera en funktion som &r total men ej primitivt rekursiv
behovs den obegransade p-operatorn, d.v.s. en funktion av typen:

g(x) = pz <y((f(z)) =0)
Det finns inte utrymme for mig att héar beskriva minimalisationsfunktionen

som definierar Ackermanns funktion som totalt rekursiv. Jag ska istéllet ta ett
mer familjart exempel vilket &r...
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5.3.7 Division; ett exempel pa en Partiellt rekursiv funktion som
definieras via den obegransade p-operatorn

Divisionsfunktionen ar pa manga sitt knepigare &n de tre andra riaknesétten
eftersom den hela tiden befinner sig pa griansen mellan naturliga tal och ratio-
nella tal och da har jag &nda bortsett fran berdkningar pa heltalsdoménen Z.
(Se avsnitt 5.2.4) Men &ven om en division inte gar jamnt ut finns det defini-
tionsmetoder for funktioner som ocksa berdknar restens storlek och pa sa sétt
ser till att varje divisionsberdkning i det avseendet blir total.

Ett problem som dock inte gar att bortse ifran ar att talet 0 i namnaren ger en
kvot som ej ar definierad. Vi kan komma runt ocksa det genom att bestdmma
den kvoten som likvéirdig med 0 och ténka bort det for Gvrigt. Men ett stiligare
siatt att definiera division ar att gora det via den obegrénsade p-operatorn.

Vi kénner beskrivningen av division som exempelvis;
For a,b € N:

div(a,b) = det unika a s& att a = bg + r for ett ¢ och ett r som uppfyller
foljande villkor: 0 < r < b.

div(a,b) — {som ovan, ZZ I; 7: 8
Men om vi tittar pa féljande idé:
Vilket ar det storsta ¢ vi kan hitta for att denna olikhet ska gélla, g - b < a?
En relevant idé da likheten géller om r = 0 och olikheten géller om r < b.
Detta ar dock inget minimalisationsproblem.

Vi skriver istéallet

b(g+1)=bg+b>bg+r=a

vilket 4r samma sak som
a < bg+0.

Vi kan alltsa nu stélla oss fragan, vilket dr det minsta ¢ — (¢ + 1)b > a?
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Och nu kan vi ge en definition av division som méter upp vart krav pa att den
ska vara pa formen:

9(x) = pz <y((f(z)) = 0)

Vi skriver att

div*(a,b) = det minsta g sa att (¢ +1)b > a

Funktionen som vi ska adaptera till y-operatorn gar fran, f : N® — N eftersom
vi har tre variabler och den ar partiellt rekursiv och vi skriver:

f(a,b,q) = MindreinFEllerLikamed (mult(s(q),b),a))

eller

f(a,b,q) = MindreinEllerLikamed o [mult ¢ [S e [PS], P5], P}]]
Men vi vill ju komma hit!

1 if (¢+1)b<a
0 if (¢g+1b>a

pf(a,b,q)) = {

~—

Dar vi, nar vi erhaller svaret 0, vet att det var ingaende virde pa ¢ som var
riatt svar. Erhaller vi oupphorligen svaret 1 utan foréandring anar vi (eller ser
t.o.m.) att funktionen for det virdet &r odefinierad.

Nu ska vi allts& definiera p?f : N2 = N = div*
och det blir helt enkelt;

div* = p*[MindreinEllerLikamed o [mult @ [S e [ P3], P5], P]]

Ok! Vi provar:
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div*(13,6) =
6
~ N
9(13,6,0) = MindreanEllerLikamed (Mult(1,6),13) =1#0

)
12

)

g(13,6,1) = MindrednEllerLikamed (Mult(2,6),13) =1#0
18
. . ~ N
g(13,6,2) = MindreédnEllerLikamed (Mult(3,6),13) #1=0

Svar: div*(13,6) = 2 som alltsa &r den storsta delaren. Vilken resten blir far
vi réakna ut, om vi inte ser det, men det ar en total funktion sa den stéller inte
till det for oss.

Men lat oss titta pa vad som hénder om vi har féljande ingangsvarden:

div*(8,0) =

| . ~~
9(8,0,0) = MindreédnEllerLikamed (Mult(1,0),8) =1#0
9(8,0,1) = MindreédnEllerLikamed (Mult(2,0),8) =1#0
~~
9(8,0,2) = MindreédnEllerLikamed (Mult(3,0),8) =1#0

i evighet eftersom ingangsvéirdet b = 0 inte ar definierat.

Vi kommer aldrig att hitta ett ¢ och darvidlag har vi visat varfér det inte ar
mojligt att ha 0 i ndmnaren.

6 Avgorbarhetsproblemet

Vi ska ga tillbaka till Alan Turing som lag och vilade pa sin dng for att nu
antligen visa varfor det inte finns nagon l6sning pa das Entscheidungsproblem.
Jag kommer att redovisa svaret bade med hjalp av Diagonalbeviset via Georg
Cantor men ocksa redovisa den variant som ligger ndrmast Turings eget bevis;
Problemet med Sjdlvreferens som aterfinns i tidigare naimnda; On Computable
numbers.. §8 pa sidorna 246-247 (Turing 1936)
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6.1 Diagonalbeviset

Georg Cantor pastod foljande: Om du gor en (fiktiv) lista med oéndliga Reella
tal i decimalform sa kommer det att ur listan dnda ga att hitta ett tal som
inte ar pa listan! Han anvinde sig av foljande teknik: Byt forsta decimalen,
n i forsta talet mot n + 1. Byt sedan andra decimalen n i listans andra tal
mot n + 1. Fortsdatt sa med tredje, fjarde och... Till slut har vi ett helt nytt
tal pa diagonalen som skiljer sig fran alla tal pa listan, ett som alltsa inte var
uppraknat fran borjan.

Lite mer "formellt” kan vi skriva beviset som:
1. Anta en lista £ som innehaller reella tal.
2. Diagonalbeviset ger att vi hittar ett reellt tal som inte finns pa listan L.
3. Ingen lista med reella tal £ kan innehalla samtliga reella tal.

Jag skulle sjalv uttrycka det sa att det "gommer sig” oandligt med reella tal
i varje lista som ej ar listade. Detta visar att det inte finns nagon en-till-en-
relation mellan listans numrering och de reella talen.

Vi sager att
1. Det finns ingen surjektion N — R
2. Alltsa: Det finns ingen bijektion N — R.

Vi har alltsa bevisat att det finns fler reella tal &n naturliga tal och att deras
oandligheter skiljer sig. De reella talen ar 6veruppréakneliga.

Alan Turing angrep problemet fran ett annat hall.
Omigen kan vi uttrycka det "formellt” som:
1. Anta en berdkningsbar lista £* av berdkningsbara reella tal

2. Diagonalbeviset ger att vi hittar ett berdkningsbart tal som inte finns pa
listan L*

3. Ingen berdkningsbar lista £* innehaller alla berdkningsbara tal.

4. Alltsa ar en lista med alla berdkningsbara reella tal inte sjalv berak-
ningsbar.
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Skillnaden hér ér att Turing tdnker sig att varje berdkningsbart tal motsvaras
av en algoritm som i sin tur motsvaras av en Turingmaskin. Och att de ar
upprakneligt manga ar ju inte sa konstigt, d.v.s det borde ga att berdkna
listan med en Turingmaskin som ar programmerad med ratt algoritm.

Men det gar inte att hitta en Turingmaskin som kan berdkna den dar listan..
eller en algoritm som kan avgora om andra algoritmer ar berdkningsbara..

6.2 Sjalvreferens

Utifran denna kunskap fortsatte Alan Turing med ett skarpare bevis mot att
det skulle finnas en algoritm som kunde avsloja om en funktion, ett tal eller
ett logiskt pastaende hade ett svar utan att testa det forst. Han bevisade det
med hjalp av Sjalvreferens. Har kommer ett exempel pa det som &ar en lite
enklare variant da vi inte behéver ga in i exakt hur Turingmaskinen fungerar
pa detaljniva..Exemplet ar hamtat fran Stanford encyclopedia of philosophy:
Computability and complexity 2.4 (Immerman 2021).

Om vi ténker oss Turingmaskiner som Partiella funktioner fran N — N och
ocksa att N = {0, 1,2,..n}. Om M é&r en Turingmaskin sa siger vi da att M:s
remsa innehaller talet n om M:s remsa borjar med en binér representation av
n.

Om M pé input n alltid stannar och ger ett svar m skriver vi M(n) = m
och menar att M kan utfora den berdkningen. Om M istéllet aldrig stannar
eller spottar ut ett uppenbart icke accepterbart svar, sidger vi att M(n) ,* och
ar odefinierat. Varje Turingmaskin gar att associera med en partiell funktion

M N — N U{_"}. Dock ér en funktion M total om for allan € N, M(n) € N.

Nu kan vi formellt definiera vad det innebér for en méngd (S) att vara rekursivt
upprakningsbar (r.e)(eng. recursively enumerable). Lat S C N. Da ar S r.e.
omm det finns en Turingmaskin, M som uppréknar S enligt foljande;

S ={M(n)[n e N; M(n) #}.

Vi kan beskriva det som att M pa indata n som utdata far exakt den méangd
m som ingar i S. Salunda dr S r.e. om den kan tolkas av en unik Turingmaskin.
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Anta att S &r r.e. och kan beskrivas enligt ovan. Nu kan vi beskriva en annan
Turingmaskin som vi kallar P som pa indata n kor M:s program pa indata i i
en sorts Round-Robin-process 3 dnda tills M slutligen matar ut n. Om detta
hander stannar P och och matar ut 1, d.v.s. P(n) = 1. Om n ¢ S kommer
aldrig M att mata ut n och P kommer aldrig att stanna d.v.s. P(n) . Vi
kan kalla P:s méngd for (£) med egenskapen att vara ibland-avgorbar (fr. eng.
semi-decidable). Och vi séger att ibland-avgorbar dr synonymt med att vara
rekursivt upprakningsbar.

Lat notationen P(n) | betyda att Turingmaskinen P slutligen stannar. Defi-
niera nu £(P), méngden accepterad av P, som de tal n som gor att P stannar
pa indata n:

L(P)=A{n|P(n) L}

Vi far da sjilvklart att S = L£(P) om S &r r.e och lika sjalvklart att om S
accepteras av Turingmaskinen P sa éar S r.e!

Vi séger att en méngd ar avgorbar omm det finns en Turingmaskin P som
bestdmmer huruvida n € S eller n ¢ S {or alla n € N. Om ja betecknas som 1
och nej som 0 kommer alltsd P(n) = 1 betyda att n € S och P(n) = 0 betyda
att n ¢ S. Synonyma med avgorbar ar sa klart berdkningsbar, majlig att losa
och rekursiv.

Komplementet till S C N; N — S &r alla tal som inte dr i S Vi sdger da att
méngden S ar komplementdrt rekursivt upprdakningsbar, co-r.e. omm komple-
mentet ar rekursivt upprakningsbart, r.e.

Om en méngd S ar r.e. och co-r.e. kan vi helt enkelt gora en lista med tva
kolumner med de olika alternativen och nér vi undrar kan vi helt enkelt scanna
listan och kolla i vilken kolumn vart kontrollerade n dyker upp. Faktiskt &r det
sa att en méangd &r rekursiv omm den ar bade rekursivt uppréikningsbar och
dess komplement ocksa &ar det!

Turing fragade sig om alla méngder var avgorbara och besvarade sjilv fragan
med ett besdmt nej! eftersom varje avgérbar mangd motsvaras av exakt en av

3Round Robin #r en sorts "rittvis” process dér alla indata kors simultant tills utdata
dyker upp for varje enskilt virde, om de dyker upp...
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alla upprakningsbart manga Turingmaskiner och det tyvérr finns 6verupprak-
neligt manga delméngder av N.

For att bevisa detta skapade han en oavgoérbar méngd anvindades sig av Di-
agonalbeviset.

Han hittade pa en méangd:

K= {n|M.n)}

IC bestar av de Turingmaskiner som stannar pa indata av: Sitt eget program.

K &r r.e. Anta nu att K ocksa ar co-r.e. och lat d vara numret pa en Turing-
maskin som accepterar komplementet till /C. Det blir for alla n

né¢ K= M,gyn)l

Men vad hédnder om vi byter ut n mot d i ekvationen ovan?

d¢ K= My(d) |

Fran borjan sade vi dock att definitionen av K var

de K =Mqyd){.
Vi hamnar nu i situationen att

deK<d¢K

som &r en motsigelse. Vart antagande att K &r co-r.e. &r falskt. Det foljer
hér att IC inte ar rekursiv och att det inte gar att bevisa om en Turingmaskin
stannar pa sitt eget program som indata. Faktum ar att vi ocksa da bevisat att
det inte gar att bevisa om en Turingmaskin kommer stanna pa nagon indata
alls. Inte utan att kora programmet pa den aktuella Turingmaskinen och se
vad som hénder. Das Entscheidungsproblem &r verkligen olosbart.

David Hilbert blev nog dndéa aldrig helt 6vertygad. Han sager sjélv i en radio-
intervju ar 1930 som svar pa det gamla uttrycket "Ignoramus et Ignorambus”
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("Vi vet inte och vi kommer aldrig att veta”), myntat ar 1872 av den tyske
filosofen Emil du Bois-Reymond: ”"Wir miissen wissen, wir werden wissen” ("Vi
maste veta, vi kommer att veta”). Och han var envis dnda in i det sista for
citatet gar att aterfinna pa hans gravsten i Gottingen, staden déar han verkade
som &lskad ldrare och professor i hela sitt liv!

7 Alonzo Church

Innan mitt avslutande kapitel i denna uppsats dér jag redogor for den offici-
ella definitionen av berdkningsbarhet ska jag i korthet namna Alonzo Church
(1903-1995) och A-kalkylen.

Bade Alonzo Church och ldsarna far forlata mig att detta kapitel blir s& rump-
hugget. A-kalkylen &r inte bara viktig for definitionen av beradkningsbarhet
utan ligger ocksa till grund for de flesta stora datorspraken som LISP, Haskell
och Javaskript. Church sjalv var ocksa skapare av den moderna logiken som
vi kiinner den idag och &n viktigare; han var Alan Turings larare pa Princeton
university aren fore 2:a varldskriget. Det &r alltsa sa att de bada ovederségli-
gen paverkat varandra och att bada kan ta at sig dran av att ha lagt grunden
till den explosionsartade utveckling av datorvetenskapen vi sett i modern tid.

Men viktigast av allt, det &r helt klart att definitionen av berdkningsbarhet
vilar pa badas axlar.

Aven Alonzo Church hade reagerat pa Hilberts idé om en algoritm som kunde
avgora om ett pastaende i forsta ordningens logik var sann eller inte, men
hans svar var att uppfinna en elegant variant av funktioner, A\-kalkylen med
vars hjalp han kom till samma slutsats som Alan Turing, att det inte var
mojligt.

7.1 Hur fungerar den?

A-kalkylen bestar av endast 3 komponenter:

. M N

[] T

variabel funktion applikation
(indata) (utdata)
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Ett mycket enkelt exempel ar:

Mr(z? — 22 +5)2=22-2.24+5=5

Detta kan ju tyckas begransat och framforallt intill forvaxling likt hur vi rak-
nar funktioner till vardags, men eftersom en funktion i A-kalkyl kan ta in en
applikation och som utdata ge en ny funktion kan proceduren paga pa ett
strukturerat sitt oavsett méangd indata.

Ett exempel pa detta som alltsa blir betydligt intressantare ar:

S(S(x)) = M. (Ax.f(fx)))(An.n+1)
Az.(An.n + 1) ((Ann + 1)x))
Az.(An.n+1)(x + 1))
r(r+1)+1

r.x+ 2

=
=

A
=\
Proceduren att pa detta sitt ersiatta en variabel med en ny funktion alternativt
ett tal kallas S-omwvandling (eng. S-reduction)

7.2 Vad har detta med beriakningsbarhet att gora?

Det ar viktigt att vara inforstadd med att denna typ av funktionsbeskrivning
skiljer sig fran den vi dr vana vid. Om vi i var vanliga matematik ser funktioner
utifran ett Eztensionellt perspektiv dér tva funktioner med samma indata och
utdata ségs vara likviardiga, som en méangd av par, kraver A-kalkylen att funk-
tionerna ska var exakt samma i varje mojlig varld. Varje funktion i A-kalkylen
ar uppbyggd av regler och tva utrdkningar ar alltsa inte med nédvéandighet
likvardiga &ven om in- och utdata ar identiska. Vi sdger att tva funktioner
maste vara Intensionellt lika for att rdknas som likvardiga. Vilket i praktiken
blir att varje funktionsbeskrivning &r exklusiv.

Se detta enkla men tydliga exempel:

ADDERA ETT := \z.z + 1
ADDERA TVA OCH SUBTRAHERA ETT := \z[[z + 2] — 1]
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I extensionell mening identiska utrdkningar, i intensionell mening mer tvek-
samt...

Vi kan tdnka oss att A-kalkylens krav pa att se funktioner som regler med
exklusiviteten att tva funktioner aldrig kan likstdllas med varandra ar det som
gor den till;

1) en perfekt definition av berdkningsbarhet (likheten med rekursionsteorin
ar slaende, vilket &ven Church sjalv pastod);
2) en mycket siker grund for programmering.

(Alama och Korbmacher 2024) Stanford Encyclopedia of Philosophy.

8 Church-Turings hypotes

Vi har nu éntligen kommit fram till det som vérlden (hittills) lyckats enas om
som en definition av berdkningsbarhet; Church-Turings hypotes. Aven detta
kapitel 4r hdmtat ur Stanford Encyclopedia of Philosophy (Copeland 2026)

Hypotesen utgar fran en konceptuell beskrivning av vad som kan kallas en
effektiv eller systematisk eller mekanisk metod, M, for att kunna losa logiska,
matematiska eller datorméssiga problem. Och da menar vi l6sa alla problem
som gar att 16sa.

Metoden M ar i detta sammanhang effektiv, systematisk eller mekanisk endast
om:

1. M utgors av ett begrénsat antal exakta instruktioner (dar varje instruk-
tion i sin tur uttrycks i ett dndligt antal symboler);

2. M kommer, om det utfors felfritt, att producera onskat resultat i ett
begrénsat antal steg;

3. M kan (i praktiken eller i princip) utféras av en ménniska som endast
har papper och penna att tillga;

4. M kraver ingen insikt, intuition eller uppfinningsrikedom hos den person
som utfér berdkningen.
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Trots att ovanstaende &r en mycket informell beskrivning lyckades bade Alonzo
Church och Alan Turing 4 uttrycka varsin definition av M formellt och exakt.
Deras definitioner visade sig vara ekvivalenta i sa matto att bada lyckades
pricka samma mangd S av funktioner, namligen den mingd som bestar av alla
kinda berdkningsbara funktioner. Och, &nnu béttre, det visade sig att det i
S inte heller fanns nagra funktioner vars virde INTE kunde erhallas med den
metod som uppfyller ovanstaende villkor for effektivitet. Déarfor dr pastaendet
“Det finns en effektiv metod for att erhalla viarden for funktionen f” utbytbart
mot “f dr en medlem av S”.

8.1 Alan Turings definition
Alan Turings definition lyder:

Tal som &r berdkningsbara kan berdknas med hjilp av en Turingmaskin. (Med
risk for att bli langrandig paminner jag om att Turings pastaende sjalvklart
géller allt som ar berdkningsbart, funktioner, méangder, booleska operationer,
tal etc. Det enda som inte gar att berdkna &r de reella talen som inte gar
att med en Turingmaskin generera siffra for siffra. For, som tidigare visats,
Turingmaskinerna ar ju upprakneligt manga, medan de reella talen ar 6ver-
upprakneliga sa det ar ju inte konstigt att det inte finns Turingmaskiner till
alla de talen.)

Han tilldgger; ... Berdkningsbara tal inkluderar alla tal som naturligt kan be-
traktas som berdkningsbara.

Och han betonar att allt som en Turingmaskin kan utféra kan ocksa utforas
av en raknande manniska” (eng. computer).

Men det som ar det unika med Turings val av definition, det &r just att Tu-
ringmaskinen ar rent mekanisk, en strikt maskinell metod for berédkningar.

8.2 Alonzo Church’s definition

Alonzo Church gav egentligen tva definitioner som han ansag likvirdiga. Aven
dessa giller samtliga typer av berdkningsbarhet.

1. Effektiv berdkningsbarhet dr samma sak som berdkningsbar med A-kalkyl.

4Oberoende av varandra
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2. Effektiv berdkningsbarhet dr detsamma som definierad och berdknings-
bar via rekursion

Det ar av vikt att paminna om att den sista definitionen kom ur ett samarbe-
te mellan Church, Kleene och den amerikanske logikern John Barkley Rosser
(1907-1989). Rosser var som elev till Church &ven involverad i arbetet med
A-kalkylen.

8.3 Sammanfattning

Vad som ar berdkningsbart gar alltsa att definiera men inte att bevisa rent
matematiskt. Church-Turings hypotes ar inte heller ett bevis. Dess styrka ligger
i att de tre definitioner som mitt arbete handlat om och som i sublimerad
form uttryckts av Alan Turing och Alonzo Church har visat sig extensionellt
ekvivalenta. Det kan tyckas som att berdkningsbarhetens vara eller inte vara
alltsa vilar pa en svag grund. Men om vi beténker att tesen statt sig under
snart 100 ar utan att nagon kunnat visa pa motsatsen ar det svart att inte
vara hoppfull.

Det finns ingen kéind berdkning som gar att utfora med en Turingmaskin som
inte d&ven A-kalkylen klarar av. Eller som &r omojlig att definiera via rekursion.
Det finns ddaremot en diskussion inom matematikskraet vilken definition som
ar elegantast eller tydligast. Alonzo Church sjilv sag en fordel i att definiera
berédkningsbarhet med “berdkningsbar med en Turingmaskin” eftersom idén
ar intuitivt lattare att forsta, framforallt for en lekman. Alan Turing maste
ha varit stolt 6ver Church’s uttalande och &n mer sa 6ver Kurt Godels tre
fortydliganden i samma fraga.

Godel beskriver Turings analys av berdkningsbarhet som ... mycket tillfreds-
stallande och korrekt. . . utan rimligt tvivel. . .

...ingen har fore Turing tankt v termer av det stringenta begreppet mekanisk
procedur, vilket givit oss rdtt perspektiv. Och ... inte bara korrekt utan begreppet
“majligt att utfora med hjilp av en Turingmaskin” dr ocksa unikt. (Wang 1996,
s. 203) Men &ven den modeste Alan Turing tillstod sjalv redan 1937 att hans
upptéackt kanske var lite mer Gvertygande.

Church-Turings hypotes bor inte heller missuppfattas som exklusivt giltig for
dessa tre definitioner. Varje definition som ar extensiellt ekvivalent med dem
kan sdgas inga i tesen.
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9 Charles Babbage och Ada Lovelace

Det finns tva fantastiska personer som inte fatt plats i mitt arbete trots
att de absolut fortjanar det. Den brittiska matematikern Charles Babbage
(1791-1871) och den brittiska matematikern Ada Lovelace (1815-1852).

Babbage gjorde bland mycket annat ritningar pa tva matematiska maskiner
som han kallade Den Analytiska maskinen och Differensmaskinen. Ritningarna
finns att beskdda pa London Science Museum och 1991 byggdes dessutom
en modell av Differensmaskinen vilket visade att ritningarna &r helt korrekta
och att maskinen skulle ha fungerat redan 1791! Problemen som uppstod da
berodde pa vibrationer orsakade av kugghjulen samt att han blev tveksam
kring konstruktionen medan han holl pa. Det sédgs att kostnaden for bygget
uppgick till £17000 ...

I arbetet med Analysmaskinen hade Babbage Ada Lovelace till sin hjélp. De
boérjade arbeta tillsammans da hon 1842-1843 Gversatte en text av den italiens-
ka ingenjoren Luigi Menabrea som handlade om just en analytisk matematisk
maskin. Men arbetet férdjupades och Ada kompletterade Gversdttningen med
egna noter och tankar. Dar aterfinns dven vad manga matematiker anser vara
det forsta datorprogrammet, d.v.s. en algoritm som kan "koras” i den Analy-
tiska maskinen. Om den Analytiska maskinen anses vara den forsta datorma-
skinen sa anses Ada Lovelace vara den forsta datorprogrammeraren. Hon har
ocksa fatt ge namn at ett datorprogram skapat pa 1970-talet som fortfarande
anvinds och just heter Ada. Lovelace hade manga idéer kring maskinens roll
i samhallet som vi fortfarande idag brottas med. Vem bestdmmer, ménniska
eller maskin? och hur fungerar hjarnan egentligen? Gar den att forsta rent
matematiskt. Det ar ingen 6verdrift att sdga att hon var langt fore sin tid!

10 Slutord

Jag har forsokt att ge en bild av hur vi definierar det vi varje dag tar for givet;
att det gar att lita pa matematiska utrdkningar! Om vi rédknat ratt..

Babbage, Lovelace, Fibonacci, Hilbert, Godel, Kleene, Neumann, Ackerman,
Péter, Church, Rosser...och alla andra, icke har ndmnda, matematiker som

5Ada Lovelace var dessutom Lord Byron s dotter men han kan knappast ta at sig dran
for dotterns framgangar.
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bidragit till denna erévring, vad skulle vi gjort utan er? Men kanske &nda att
det ar rattvist att framforallt undra vad vi skulle gjort utan Alan Turing och
inte att forglomma;

Vad skulle vi gjort utan Turingmaskiner?

Innehall
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