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Abstract

Game theory studies strategic situations in which the decisions of multiple
agents affect each other’s outcomes. The subject is of great importance in
fields such as mathematics, economics, and the social sciences. The aim of this
thesis is to provide an introductory yet mathematically rigorous presentation
of central aspects of finite game theory, with a focus on concepts, models, and
results that are relevant for upper secondary education or further studies.

The thesis examines static games in normal form, where concepts such
as pure and mixed strategies, dominance, best response, Pareto optimality,
and Nash equilibrium are introduced. It also studies games in extensive form,
where sequential decisions are modeled using game trees and analyzed through
subgame perfect Nash equilibrium and backward induction. Games with
imperfect information are further explored through information sets and the
distinction between mixed and behavioral strategies.

A central component of the thesis is the existence of Nash equilibrium in
finite games. This is presented through an analytical proof based on Brouwer’s
fixed-point theorem and Sperner’s lemma.

The thesis is intended to function both as an introduction to game theory
and as an illustration of how mathematical models can be used to analyze

conflict, cooperation, and rational decision-making.



Sammanfattning

Spelteori studerar strategiska situationer dér flera aktorers beslut paverkar
varandras utfall. Amnet har stor betydelse inom bland annat matematik,
ekonomi och samhéllsvetenskap. Syftet med detta arbete ar att ge en introducerande,
men matematiskt stringent framstéllning av centrala delar av dndlig spelteori,
med fokus pa begrepp, modeller och resultat som kan vara relevanta for
gymnasial undervisning eller vidare studier.

Arbetet behandlar statiska spel i normalform, dar begrepp som rena och
blandade strategier, dominans, bédsta respons, Pareto-optimalitet och Nash-
jamvikt introduceras. Vidare studeras spel i extensiv form, dar sekventiella
beslut modelleras genom speltrad och analyseras med hjéilp av delspelsperfekt
Nash-jamvikt och baklingesinduktion. Aven spel med imperfekt information
behandlas genom informationsméngder och skillnaden mellan blandade- och
beteendestrategier.

Ett centralt inslag i arbetet dr existensen av Nash-jamvikt i dndliga
spel. Detta presenteras genom ett analytiskt bevis som bygger pa Brouwers
fixpunktssats och Sperners lemma.

Arbetet ska fungera bade som en introduktion till spelteori och som ett
exempel pa hur matematiska modeller kan anvindas for att analysera konflikter,

samarbete och rationella beslut.
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1 Introduktion

Detta examensarbete ar en introduktion till spelteori. Arbetet inleds med en introduktion
till beslutsteori och rationellt handlande som grund for spelteoretisk analys. Dérefter
behandlas statiska spel i normalform, dér centrala begrepp sasom strategier, dominans,
basta respons och begreppet Nash-jamvikt introduceras och analyseras med hjalp
av klassiska exempel. Det presenteras dven ett analytiskt bevis pa existensen av
Nash-jamvikt som involverar Sperners lemma och Brouwers fixpunktssats.

Vidare utvidgas teorin till spel i extensiv form dér sekventiella beslut och
dynamiska situationer modelleras genom speltréad. Slutligen berér vi dven spel med
imperfekt information déar osédkerhet och informationsméangder paverkar analysen.
Genomgaende kombineras formella definitioner med konkreta exempel for att skapa
en tydlig och sammanhéngande forstaelse.

Som ett pedagogiskt stod har jag firgkodat vissa delar i exemplen dér varje
spelare representeras av en farg. Detta med forhoppningen att det ska underlétta for

lasaren.

1.1 Bakgrund

Som blivande gymnasielarare i matematik soker jag omraden som ar bade tillgdngliga
och intressevackande for framtida elever. Spelteori rymmer manga idéer som lampar
sig val i undervisning, sasom logiskt tdnkande, modellering, sannolikhet, optimering,
och fragor om vad rationalitet verkligen innebér. Dessutom krévs inte mer an
hogstadiematematik for att fa en intuitiv forstaelse och kunna l6sa enklare spelteoretiska
problem. Samtidigt erbjuder omradet tydliga kopplingar till verkliga situationer,
allt fran vardagsliv till samhéllsfragor. Detta mojliggor att skolans demokrati- och

viardegrundsarbete kan komma till uttryck i &mnets innehall, inte bara i arbetsséttet.

1.2 Arbetets avgransningar

Eftersom spelteori ér ett omfattande omrade gors flera avgriansningar i arbetet.
Framstéallningen fokuserar huvudsakligen pa andlig och icke-kooperativ spelteori,
med sarskild tonvikt pa spel i normalform och extensiv form. Arbetet syftar inte till att
ge en fullstindig forskningsorienterad framstéllning av &mnet, utan fokuserar istéllet
pa centrala begrepp, modeller och resultat som kan vara relevanta for undervisning

pa gymnasial niva eller vidare studier inom dmnet.
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Arbetet utgar huvudsakligen fran Essentials of Game Theory av Leyton-Brown
och Shoham [4]. Eftersom framstéllningen i denna litteratur ér relativt koncentrerad
och ofta presenteras resultat i hog takt, kompletteras den med delar av Tadelis Game
Theory: An introduction [7], som i flera aspekter erbjuder mer utforliga resonemang

och alternativa perspektiv pa omradet.

1.3 Vad ar spelteori

Spelteori ér ett tvarvetenskapligt omrade med rotter i bade matematik och ekonomi.
Ett spel ar en situation dér flera rationella aktorer fattar beslut, och dar varje
aktors utfall beror pa samtliga aktorers val. Detta innebér, till skillnad fran klassiska
optimeringsproblem, att aktoren inte bara behdver ta hdnsyn till sina egna mal,
utan aven forutse hur andra kan komma att agera. Spelteorin erbjuder matematiska
modeller for att beskriva sadana beslutssituationer. Omradet har tillimpningar inom

méanga omraden, bland annat ekonomi, statsvetenskap och biologi [6, s. 1-2].

2 Exempel pa spel

Ett bra sétt att forsta det spelteoretiska ramverket ér att studera exempel. Nedan

foljer tva exempel pa spel.

2.1 Fangarnas dilemma

Tva fangar, Oscar och Klara, ar gripna efter att ha gjort intrang pa ett skyddat
omrade. Overvakningskameror visar tydligt att de har befunnit sig pa platsen, vilket
ricker for att styrka ett atal for olaga intrang. Samtidigt har ett sabotage skett inne
pa omradet dar viktig utrustning har férstorts, men det finns inga direkta bevis som
knyter nagon av dem till sjalva sabotagehandlingen.

Pa polisstationen blir fangarna placerade i tva olika rum och far inte tillatelse att
kommunicera med varandra. De ges tva olika val. De kan antingen erkdnna (F); det
var de som forstorde utrustningen eller neka (IV); det var inte dem som forstorde

utrustningen. Detta innebér att fyra olika scenarion kan uppsta.

1. Bada fangarna erkénner brottet. 3. Klara erkdnner och Oscar nekar.

2. Bada fangarna nekar till brottet. 4. Oscar erkédnner och Klara nekar.



Figur 1: En illustrativ bild av fangarnas dilemma.

Aklagaren, som i detta fall &r matematiker, forsoker komma fram till en strategi
som gor att en eller bada fangarna erkdnner brottet. Han kommer slutligen fram till

foljande:

1. Om bada fangarna erkdnner doms de for olaga intrang samt sabotage och far

da 2 ars fangelse vardera.

2. Om bada nekar till brott far de 1 ars fangelse vardera. Detta pa grund av att
aklagaren inte har tillrdcklig bevisning for att déma dem for hela brottet, utan

de blir bara domda for olaga intrang.

Om detta var den enda informationen &ar det sjélvklart att bada fangarna kommer
neka till brott och darmed spendera 1 ar i fangelset, men den matematiskt skickliga

aklagaren ar inte riktigt klar utan forklarar dven foljande:

3. Om den ena erkinner och den andra nekar kommer den som erkdnner slippa
fangelse, medan den andra, som nekade till brott, doms till 3 ars fingelse

eftersom det nu finns starka bevis.

Om Klara nekar till brott medan Oscar erkédnner blir det sdmsta tdnkbara scenariot for
Klara. Samtidigt blir det béasta tankbara scenariot for Oscar. Givet denna information,
vad bor fangarna géra? Resultatet kan beskrivas med hjilp av en utbetalningsmatris

som vi ser i Figur 2.



Klara

E| 221 0-3

Oscar
N | -3,0 | -1,-1

Figur 2: Utbetalningsmatris for fangarnas dilemma.

Utbetalningsmatrisen kan hjalpa oss att forsta hur de olika utfallen ser ut i olika
scenarier. Lat oss nu, med hjalp av Figur 2, forsoka att avgora vad Oscar bor gora.

Anta att vi vet att Klara véljer att erkdnna. Om Oscar véljer att neka kommer
han hamna i fangelse i 3 ar, men om han istallet viljer att erkénna behéver han
(bara) sitta 2 ar istdllet. Med vetskapen att Klara har erkant kan Oscar gynnas
genom att sjalv erkdnna.

Anta nu det andra scenariot; vi vet att Klara har valt att neka. Om Oscar ocksa
valjer att neka kommer han hamna i fingelse i 1 ar, men om han istéallet valjer
att erkdnna gar han fri. Med vetskapen att Klara har nekat kan Oscar, precis som
fallet innan, gynnas genom att sjilv erkénna. Oscar gynnas alltsd genom att erkdnna
oavsett vad Klara valjer att gora. Vad Klara gor blir darfor irrelevant for Oscar, da
han far farre ar i fingelse genom att erkanna.

Andra nu synsétt och fraga dig vad Klara borde gora. Med samma resonemang
som ovan borde Klara ocksa vélja att erkdnna pa grund av spelets symmetri.

Detta kan kdnnas paradoxalt. Vi har just argumenterat for att bada deltagarna
gynnas genom att erkdnna, men samtidigt hade de bada fatt ett lindrigare straff om
bada hade valt att neka. Nér Oscar och Klara agerar utifran egen vinning och utgar
fran vad som ar bast for dem, oavsett vad den andra valjer att gora, ar det mest
rationella att bada viljer att erkdnna. Trots att det hade varit mer gynnsamt om
bada hade valt att neka, driver den individuella rationaliteten dem till att erkdnna,

vilket gor att bada far ett simre resultat.

2.2 Klimatkris

Om historien om Oscar och Klara inte vicker tillrdckligt intresse for omradet kommer

nu ett till exempel inspirerat av Carl-Joar Karlsson [3, s. 2-3].
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Klockan slar 14:00 i Belém, Brasilien. Det ar dags for COP30, ett toppmote
dér tva lander antingen kan vélja att samarbeta eller inte samarbeta inom det nya
klimatforslaget. Om de samarbetar gynnas bada landerna med 6 enheter (exempelvis
ravaror eller pengar), men om bara ett av landerna véljer att samarbeta kommer
landerna endast fa 3 enheter. Sjalvklart kostar det att samarbeta, det kravs bade tid
och pengar, nagot som valideras till 4 enheter. Vi kan nu skapa en utbetalningsmatris

och forsoka komma fram till vad som anses vara det mest rimliga beslutet; samarbeta
(S) eller inte (inte S)?

Land 2

Inte S S

Inte S| 0,0 | 3,-1

Land 1

Figur 3: Utbetalningsmatris for spelet klimatkris

Precis som forra problemet med fangarna finns det en strategi som utifran
landernas egna intressen alltid ar den mest gynnsamma. I detta fall; att inte samarbeta.
Det bésta kollektiva utfallet blir éverkort av landernas mest rationella strategi. Detta
ar ett tydligt exempel pa hur egenintresse kan hindra kollektiv handling; trots ett

akut gemensamt problem riaddades inte klimatet.

Klimatkrisen vacker en rad storre fragor, vissa existentiella. Om varje land
prioriterar sina egna kortsiktiga intressen vad kan vi da forvinta oss av internationella
klimatforhandlingar? Skulle besluten sett annorlunda ut om lénderna fick kommunicera
och lova varandra att samarbeta? Vad hander nar landerna mots i nya forhandlingar
gang pa gang, ar efter ar? I vilken utstridckning paverkas landerna av hur rationell

den andra aktoren antas vara? Ar tillit en faktor?

Spelteorin ger oss verktyg att analysera just dessa typer av fragor. Den forklarar
varfor egna individuella intressen kan prioriteras éver gemensam framgang. An
viktigare kan vi studera under vilka omstandigheter samarbete istallet skulle kunna

uppsta.



3 Beslutsteori och rationella beslut

Detta Avsnitt bygger pa Kapitel 1 i Tadelis [7, s. 3-10].

Innan vi fordjupar oss i spelteorin behover nagra grundlaggande begrepp och
definitioner inforas. Den "rationella spelaren” ar en term som frekvent kommer att
aterkomma, men vad innebér det att en spelare agerar (ar) rationell i sina beslut.
Det kan framsta 6verdrivet att formellt definiera vad som menas med en rationell
spelare, men en sadan definition &r nodvéindig for att den fortsatta analysen ska vara
entydig.

Tadelis beskriver beslutsproblem som ett problem innehéllande tre specifika

inslag:

1. Handlingar ar de handlingar som star till buds for en spelare i ett spel. Mangden

av mojliga val betecknas A.

2. Utfall &r de mojliga konsekvenserna som resultat av nagon av handlingarna.

Maéangden av utfall betecknas X.

3. Preferenser beskriver hur spelaren kan rangordna de olika utfallen fran mest
till minst 6nskat. Preferensrelationen 77, som definieras nedan, beskriver vad

som menas med att spelaren foredrar nagot 6ver nagot annat.

Definition 3.1. Lat X vara en méingd av mojliga utfall. En preferensrelation pa X

ar en binér relation dar x - y tolkas som "utfallet x ar minst lika bra som utfallet

b

Y.

Axiom 1 (Fullstdndighet). Preferensrelationen 77, pa X dr fullstdndig. Det vill sdga
att det for alla x,y € X gdller att

x oy eller y .

Axiom 2 (Transitivitet). Preferensrelation 7= pd X sdgs vara transitiv om for alla
x,y,z € X gdller att
xZyochyzz = x7 2z

Definition 3.2. En utbetalningsfunktion u : X — R representerar preferensrelationen

sa att det for nagot par z,y € X géller

u(@) = uly) <= =2y
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Ett centralt antagande inom spelteorin ar att spelets aktorer agerar rationellt
i den meningen att de alltid gor vad som &r béast for dem sjalva. Eftersom varje
handling i detta sammanhang leder till ett bestdamt utfall kan utbetalningen ocksa
ses som en funktion av handlingar. I viss litteratur, till exempel hos Tadelis [7],
anvinds beteckningen v(-) fér denna funktion. I detta arbete anvénds i stéllet u(-)
genomgaende, bade for utbetalning 6éver utfall och for utbetalning éver handlingar.
Syftet ar att halla framstallningen notationsmaéssigt enkel. Vi har nu det som krévs

for att definiera vad det innebar for en spelare att vara rationell.

Definition 3.3. (Rationell) En spelare ar rationell om den i ett beslutsproblem,
med en utbetalningsfunktion u(-) 6ver handlingar, véljer en handlingsprofil a € A sa

att den maximerar utbetalningen. Det vill saga att a* blir vald om och endast om

u(a*) > u(a) for alla a € A.

4 Statiska spel med fullstiandig information

Du som laser detta har med stor sannolikhet suttit och studerat infor ett prov. Att
hart arbete och dedikerade studier ofta ger resultat i form av hogre betyg ar nagot
som bade du och jag som lasare sannolikt kan enas om. Detta kan beskrivas som ett
beslutsproblem: det finns tydliga handlingar, till exempel hur mycket tid man véljer
att ligga pa studier, och tydliga utfall, i form av betyg, dar hogre betyg i allménhet
ar att foredra. I en sadan situation framstar sambandet mellan mer studier och battre
utfall som relativt okomplicerat. Om detta inte helt speglar din egen studieerfarenhet
ar det dock fullt forstaeligt.

Under perioden 1966-1995 tillampades i den svenska grundskolan ett system
med relativ betygssattning, dér betygen 1-5 fordelades i proportion till gruppens
prestationer. Antalet hogsta betyg var begrénsat, vilket innebar att en femma i en
grupp i praktiken kunde motsvara en trea i en annan. Utfallet berodde alltsa inte
enbart pa den egna prestationen, utan dven pa hur évriga elever presterade.

Ett liknande inslag aterfinns i dagens hogskoleprov. Slutpoéngen ar normalfordelad
utifran provdeltagarnas prestationer, vilket innebér att det inte ar ett visst antal rétta
svar som garanterar en viss poang. Resultatet beror istéllet pa hur val man presterar
relativt andra. Av denna anledning kan det ibland uppsta ett visst, och enligt mig
fullt legitimt, ifragasdttande mot de personer som skriver 2,0 pa hogskoleprovet flera

ganger i rent rekreationssyfte.
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I dessa situationer racker det inte langre att betrakta studier som ett rent
beslutsproblem. Nér utfallet beror pa hur andra individer presterar méaste ramarna
for analysen andras. Du ar inte langre den enda rationella aktoren vars handlingar
paverkar resultatet. Istéllet befinner du dig i en situation déar flera rationella aktorer
fattar beslut samtidigt, och dar utfallet for var och en beror pa samspelet mellan
allas handlingar. For att kunna analysera sadana situationer kravs darfor ett mer
generellt ramverk &n beslutsteorin. Det ar har spelteorin tar vid. Vi borjar darmed
att analysera strategier i de mest renodlade situationerna, som vi nu kallar for spel.

Forsta kategorin av spel som kommer att behandlas ar statiska spel med fullstandig
information. For att ett spel ska vara statiskt méaste spelarnas handlingar véljas
simultant. Detta innebar dock inte nédvandigtvis att valen sker vid exakt samma
tidpunkt, utan snarare att ingen spelare har kinnedom om de 6vriga spelarnas val
vid tidpunkten for sitt eget beslut. Spelet behover dven resultera i nagon form av
utbetalning for spelarna, exempelvis att man far eller forlorar poéng. Att ett spel
har fullstdndig information handlar om att alla spelare vet vad de har gett sig in pa;

de vet spelets regler och utfallet av deras handlingar [7, s. 44-45].

Definition 4.1. En héndelse F ar allmdn vetskap om (1) alla vet E, (2) alla vet att

alla vet E, och sa vidare i all odndlighet.

For att sammanfatta ér ett statiskt spel med fullsténdig information ett spel

innehallande fyra komponenter som behover vara allman vetskap bland alla spelare:

« alla mojliga handlingar fran alla spelare,

« alla mojliga utfall,

» vad varje kombination av handlingar fran alla spelare (handlingsprofil) kommer
att resultera i,

« preferenserna hos varje spelare [7, s. 45].

4.1 Spel i normalform

Spel kan modelleras och representeras pa flera olika satt inom spelteorin. En av de
mest grundlaggande formerna &r spel i normalform. Det som utméarker denna typ av
spel ar att de kan sammanfattas i en matris, dar varje spelares mojliga handlingar
stalls mot varandra och dér konsekvenserna av varje kombination av handlingar blir
tydliga [4, s. 3]. Fangarnas dilemma och klimatkrisen ar bada exempel pa spel i

normalform.
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For spel i normalform beror utfallet enbart pa spelarnas handlingar. Det finns
inga yttre variabler, sasom tid, ordningsfoljd eller slump i omgivningen, som paverkar
resultatet. Denna avskalade struktur gor normalformen sarskilt lampad for att
analysera grundlaggande strategiska konflikter mellan individuellt rationella val och
kollektiva konsekvenser.

Manga komplexa spel kan reduceras till spel i normalform. Av den anledningen
utgor dessa spel en central byggsten inom spelteorin och en naturlig utgangspunkt

for att forsta mer avancerade modeller.
Definition 4.2. Ett spel i normalform ar en tupel G = (N, A, u) dar:

e N éar en dndlig méngd bestaende av n spelare dér varje spelare indexeras av
1€ N.

e A = A x---x A,, dar A; ar en andlig madngd av handlingar som star
till forfogande for spelare i. Varje vektor a = (ay,...,a,) € A kallas en

handlingsprofil.

o u=(Up,...,u,) dir u; : A — R ar en reellvird utbetalningsfunktion for spelare

1.
Exempel 1. Betrakta det klassiska spelet sten, sax och pase mellan tva spelare.
Detta ar ett spel i normalform. N = 2, A= {sten, sax, pase}, A,= {sten, sax, pase},
A = A; x A,. Ett exempel pa en mojlig handlingsprofil r a = (sten, sax) dar u;(a)=1
och uy(a)= — 1 (Spelare 1 vinner vid handlingsprofil a och Spelare 2 forlorar vid

handlingsprofil a).

4.1.1 Mer exempel pa spel i normalform

Tva undergrupper av spel i normalform som ar varda att ndmna ar konstant-summa-

spel och gemensam-utbetalnings-spel.

Definition 4.3. Ett spel med tva spelare ar ett konstant-summa-spel om det existerar
en konstant ¢ sddan att for varje handlingsprofil a € A; x As géller det uy(a)+uq(a) =

C.

Vi har dven gemensam-utbetalnings-spel som ocksa kallas for lagspel eller rent

samordningsspel.

Definition 4.4. Ett gemensam-utbetalnings-spel ar ett spel dar det for alla handlingsprofiler

a € A och for varje par av spelare ¢, j géller att u;(a) = u;j(a).
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For lagspel kan spelarna samordna sina handlingar sa det blir maximal utbetalning
for samtliga spelare. I Figur 4 kan vi se hur den maximala utbetalningen sker da

spelare 1 valjer handling R och spelare 2 valjer handling L.

R L

w
w

RI| 1,1

L|-1,-1] 22

Figur 4: Utbetalningsmatris for ett gemensam-utbetalning-spel

Syftet med att lyfta dessa undergrupper av spel ar pa grund av att alla lagspel
kan omvandlas till ett konstant-summa-spel om man lagger till en tredje spelare
vars handlingar inte paverkar 6vriga spelares utfall men gor sa att summan av
utbetalningarna blir ¢. Nar ¢ = 0 far spelen ett eget namn — Nollsummespel.
Nollsummespel har fatt stor betydelse inom moderna tillimpningsomraden sasom
artificiell intelligens och maskininlarning, dar spelteoretiska idéer anvands inom bland
annat forstarkningsinlarning (reinforcement learning), datasikerhet och optimeringsproblem
[5, s. 48-49].

Definition 4.5. Ett spel ar ett nollsummespel om det for varje handlingsprofil
a€ Ay x - x A, géller ¥,cnui(a) =0.

Exempel 2. (Kurragémma — Ett nollsummespel) Filip och Nora ska leka
kurragdbmma. Filip &r den som letar och Nora véljer att antingen gémma sig bakom
en buske eller bakom ett hus. Filip far sedan vélja om han ska leta bakom busken

eller bakom huset. Utbetalningsmatrisen for spelet representeras i Figur 5.

Nora

B 1,1 | 1,1

Filip
H| -1,1 1, -1

Figur 5: Utbetalningsmatris for spelet kurragémma.
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4.1.2 Konskampen

Klimatkrisen och fangarnas dilemma &ar bada exempel pa spel som rymmer bade
konflikt och samordning, men dar dessa element samexisterar i ett paradoxalt
sammanhang. Detta dr nagot aterkommande for manga spel. Ett annat kint exempel
ar ett spel (i normalform) som kallas for konskampen (battle of the sexes)[7, s. 69-70][4,
s. 6]. Aven om spelet ofta diskuteras i relation till heteronormativa antaganden, belyser
det flera centrala och intressanta spelteoretiska resultat, som vi aterkommer till langre
fram.

Johan och Becka &r sambos och gillar att ga pa fredagsdejter pa fredagseftermiddagarna.
Denna fredag kan de antingen vélja mellan att aka in till stan och gora ett Escape
Room (ER) eller spendera eftermiddagen pa en trampolinpark (T). Bada foredrar att
vara med varandra, samtidigt som Johan foredrar Escape Room och Becka foredrar
trampolinpark. Denna fredag har Johans mobil laddat ur och de behover enskilt vilja
om de ska bege sig mot stan for ett escape room, eller aka till trampolinparken. De
har alltsa inte mojligheten att samordna sina val sinsemellan eftersom Johans mobil

ar urladdad. Utbetalningsmatrisen kan vi se i Figur 7.

Figur 6: En illustrativ bild av konskampen.

Becka
ER T

ER| 2,1 | 0,0

Johan
T 0, 0 1,2

Figur 7: Utbetalningsmatris for konskampen.
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4.2 Strategier i spel i normalform

Ett centralt begrepp inom spelteorin ar strategier. For nagon som ér ny inom omradet
kan strategier latt forvaxlas eller likstdllas med handlingar. En typ av strategi ar att

vélja en handling och sedan spela den. En sadan strategi kallar vi for ren strategi.

Definition 4.6. En ren strategi for spelare ¢ ar en deterministisk handlingsplan.
Mangden av rena strategier for spelare ¢ noteras med S;. En strategiprofil s =
(S1,.--,5n), S; € S; for alla ¢ € N, beskriver en kombination av strategier valda av

alla n spelare i spelet.

I spel i normalform sammanfaller begreppen handling och ren strategi. Utifran en
mangdteoretiskt forhallningssatt kan vi sidga att det finns en bijektion mellan spelarens
rena strategier S; och spelarens handlingar A;. Observera att denna identifikation
ar specifik for spel i normalform. I dynamiska spel kan en strategi inte reduceras
till en enskild handling, utan maste ange val vid varje mojlig beslutspunkt, nagot vi
undersoker mer i Avsnitt 8.

Analysen i rena strategier ger i vissa fall ingen stabil eller entydig forutsagelse av
utfallet. Detta vécker fragan om hur spelare bor agera i situationer dar ingen ren
strategi framstar som sjialvklar. Atervinder vi till Kurragémma-spelet dér Filip ska
forsoka att hitta Nora bakom busken eller huset dr den intuitiva strategin att Nora
valjer att gobmma sig halften av gangerna bakom busken och hélften av gangerna
bakom huset. Detta gor att Filip tvingas att leta bakom busken halften av gangerna
och bakom huset hélften av gangerna. For att analysera detta val av strategi — att
slumpa mellan tva eller flera handlingar — behdver vi utvidga strategibegreppet och
infora det vi kallar for blandade strategier. Notera aven hur det inte ar ett irrationellt

beslut att slumpa. Slumpandet dr sjilva strategin.

Definition 4.7. (Blandad strategi) Lat G = (N, A, u) vara ett spel i normalform.
For varje mangd X, 1at I1(X) beteckna mangden av alla sannolikhetsférdelningar

over X. Da ar méngden av blandade strategier for spelare i S; = I1(A;)

Definition 4.8. (Blandade strategiprofiler) Mangden av blandade strategiprofiler
ar den kartesiska produkten av de individuella blandade strategiméngderna: S7 x
oo X Sn

Med s;(a;) betecknar vi sannolikheten att handling a; spelas under den blandade

strategin s;.
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Definition 4.9. (Stodet) Stddet till en blandad strategi s; for spelare i betecknas

supp(s;) och &r mangden av rena strategier (handlingar) sadana att {a;|s;(a;) > 0}.

Exempel 3. For att forsoka forankra idén bakom blandade strategier i ett spel i
normalform kollar vi pa foljande exempel:

Antag ett klassiskt spel av sten, sax, pase, dar vinnaren far utbetalningen +1,
forloraren —1 och oavgjort ger 0 poang till bada spelarna. Mangden av blandade

strategier kan i detta fall beskrivas som

Sie{l,Q} = {pstenapsaxyppése | Dsten 1 Psax T Ppsse = 17 D > O}

Spelare 1 och spelare 2 valjer nu en blandad strategi

13
Sx = 1/3 € Sie{1,2}7
1/3

som innebér att sten, sax och pase har lika stor chans att bli valda. Vi noterar aven
att supp(s;) = {sten, sax, pase} = A; for bade spelare 1 och 2. Eftersom spelarna
véljer samma strategi sa har vi att s, = s; = so. Strategiprofilen i detta fall blir

alltsa den kartesiska produkten av s; och ss: (s1,82) € S1 X Ss.

En rimlig frdga blir nu hur vi kan rangordna de olika strategierna. Ar s, en bra
strategi for sten, sax, pase? Ett satt att studera detta ar med hjalp av forvintad

utbetalning.

Definition 4.10. (Forvantad utbetalning av en blandad strategi) Lat (N, A, u)
vara ett spel i normalform. Den férvintade utbetalningen wu; for spelare ¢ med

strategiprofilen s = (s1,...,s,) definieras som
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Exempel 4. Vi atergar till exemplet med sten, sax, pase och berédknar den forvintade

utbetalningen for spelare 1 med en strategiprofil s = (s, s.).

acA Jj=1
— (G153 (-1)-5+3-0-5)
—0.

Att utfora dessa berakningar kan upplevas krangligt. Ett annat sitt ar att se pa

den forvantade utdelningen som
u;(s) = (utbetalning) - (sannolikhet).

Utbetalningen for spelare 1 da handlingsprofilen a = {sten, sax} ar 4+1 och sannolikheten

att denna handlingsprofil spelas ér % . % = %. Saledes har vi fatt fram en av vara
nio termer. Att den forvantade utdelningen ar noll i en klassisk sten, sax, pase kan
intuitivt forklaras med att spelet dr ett symmetriskt spel dar man forvintas vinna

lika manga ganger som man forlorar, givet att spelarna spelar strategin s,.

5 Optimala strategier och jamvikt

Likt manga delar av matematiken dr optimering en central och viktig del. Till skillnad
fran beslutsproblem dér en aktors handling far ett specifikt utfall, blir spel med flera
spelare en mer komplex situation och dar miljon spelet d4ger rum i kan paverka. I
detta avsnitt kommer vi studera olika ldsningsbegrepp. Med ett 16sningsbegrepp avses
ett kriterium som anvinds for att identifiera rimliga eller stabila utfall i ett spel [7, s.
54][4, s. 9].

5.1 Pareto-optimalt

Néar man analyserar spel uppstar naturligt fragan hur olika utfall ska jamforas. Ett
mojligt angreppssitt vore att summera utbetalningen 6ver samtliga spelare och sedan
jamfora dessa totalsummor. Ett sadant forfarande kraver dock starka antaganden
om hur olika spelares nyttor ska vagas mot varandra. I allmédnhet kan spelare ha
skilda intressen och preferenser, vilket gor att en direkt summering av nyttor bor

behandlas med forsiktighet. Daremot finns jamforelser som kan goras utan att infoéra
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sadana varderingar. Om ett utfall gér minst en spelare béttre stalld utan att gora

nagon annan samre stalld, framstar det som entydigt battre. Exempelvis ar utfallet
A = (Person 1 far 5, person 2 far 3)

samre an
B = (Person 1 far 6, person 2 far 3),

eftersom person 1 far det béattre i B medan utfallet for person 2 inte &ar sarskiljande.

Denna intuitiva idé kan vi formulera som en definition.

Definition 5.1. (Pareto-dominant) Strategiprofil s Pareto-dominerar strategiprofil
s"om det for alla i € N, u;(s) > w;(s'), och det finns nagot j € N sa att u;(s) > u;(s).

Layton-Brown och Shoham har valt att definiera Pareto-dominans ¢ver strategiprofiler,
inte bara handlingsprofiler. I spel i normalform med rena strategier sammanfaller
strategiprofiler med handlingsprofiler, medan definitionen ovan éven técker fall med
blandade strategier genom att jamfora de forvintade nyttor som strategiprofilerna

ger upphov till [4, s. 10].

For ett spel kan flera olika strategier dominera 6ver andra. En naturlig foljdfraga
blir om det finns en strategi som dominerar alla andra strategier. Om det finns en

sadan strategi kallar vi den for Pareto-optimal.

Definition 5.2. (Pareto-optimal) Strategiprofilen s’ ar Pareto-optimal om det

inte existerar nagon annan strategiprofil s € S som Pareto-dominerar s'.

Exempel 5. Ett ytterligare klassiskt exempel pa spel ar Hjort/Hare-spelet. Forestéll
dig tva spelare som ska ut i skogen och jaga. I denna fiktiva skog finns det endast
en hjort och tva harar. For att kunna jaga hjorten maste spelarna samarbeta. Att jaga
hararna klarar man pa egen hand. De olika utfallen representeras i utbetalningsmatrisen

i Figur 8 nedan.
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Jagare 2

Hjort Hare

Hjort| 3,3 | 0,2

Jagare 1
Hare| 2,0 1,1

Figur 8: Utbetalningsmatris for spelet Hjort/Hare

I detta exempel kan vi exempelvis se hur strategiprofilen s = (hjort,hjort) Pareto-
dominerar strategiprofilen s’ = (hare, hare). Utfallet 4r battre fér bada spelarna
nir de samarbetar och jagar hjorten. Efter en ndrmare titt kan vi dven se att
strategiprofilen s = (hjort,hjort) ar Pareto-optimal i den meningen att ingen annan
strategiprofil kan gora nagon spelare béattre stialld utan att gora den andra sédmre
stalld. Trots detta saknar Pareto-analysen i sig ett strategiskt stabilitetskriterium:
for en enskild spelare kan valet av hjort innebéra en risk om den andra spelaren
valjer annorlunda. Detta visar att kollektiv nytta inte nodvéindigtvis sammanfaller
med strategisk rationalitet och leder naturligt vidare till analys av bdsta respons och

Nash-jamuvikt.

5.2 Basta respons och Nash-jamvikt

Vi kommer nu att ta analysen in till spelarens perspektiv som kommer leda fram till
det mycket betydelsefulla och inflytelserika begreppet Nash-jimuikt.

Om det hade varit s& att en spelare vet vad ovriga spelare kommer att spela, blir
problemet direkt ett besluts-optimerings-problem. Detta ar en bra utgangspunkt nar
vi nu ska utvidga var analys.

Vi borjar med att definiera s_; = (s1,...,8-1, Si+1,-- -, Sn), €n strategiprofil s

som saknar spelare i:s strategi. Darav kan vi skriva s = (s;,$_;).

Definition 5.3. (Bésta respons) Spelare i:s bista respons pa en strategiprofil s_;
ar en blandad strategi s; € S; sadan att w;(s}, s—;) > u;(s;, s—;) for alla strategier

SiESi

Méngden basta responser kan vara oédndlig, sarskilt nér spelaren ar likgiltig

mellan flera rena strategier. Bista respons ar ingen optimal strategi i sig sjilvt. Den
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sédger egentligen bara vad man bor gora givet vad motspelaren gor just nu, men den

kulminerar i en central idé for spelteorin: Nash-jamvikt [4, s. 11].

Definition 5.4. (Nash-jamvikt) En strategiprofil s = (si,...,s,) ar en Nash-

jamuikt om for alla spelare ¢, s; ér basta respons pa s_;.

Denna definition kan upplevas som abstrakt och brukar darfoér konkretiseras
som en stabil strategiprofil s dar ingen av spelarna gynnas av att byta strategi. I
YouTube-videon Nash Equilibriums // How to use Game Theory to render your
opponents indifferent [1] forklarar professorn Trefor Bazett att en Nash-jamvikt ar
"Ett val av blandade strategier for varje spelare sadant att ingen spelare ensidigt kan
forbattra sin forvantade utdelning”.

Ett annat, enligt mig, intuitivt satt att se pa Nash-jamvikt, taget fran William
Spaniel, ar dar han valjer att forklara Nash-jamvikt som "En lag som ingen skulle
vilja bryta, dven i franvaro av en effektiv polis”. Han exemplifierar detta genom att
anvanda foljande exempel som han presenterar i YouTube-videon Game Theory 101
(5): What Is a Nash Equilibrium? [8].

Exempel 6. (Bilforarna) Anta tva bilforare som niarmar sig en korsning fran tva
vinkelrédta riktningar. For den ena foraren ar trafikljuset gront och for den andra rott.
Varje forare har tva mojliga strategier: Kor eller Stanna. Om bada véljer att kora
kommer de att kollidera vilket innebar en kraftigt negativ utbetalning. Om en foérare
kor medan den andra stannar passerar den korande utan forsening, medan den som
stannar forlorar tid. Om bada stannar uppstar en onodig tidsforlust for bada. Lat
oss aven anta att det inte fanns nagon polis — hade nagon av bilférarna velat bryta

mot lagen? Spelet representeras i en utbetalningsmatris, se Figur 9.

Kor  Stanna

Kér |-10,-10| 1,0

Stanna| 0, 1 -1, -1

Figur 9: Utdelningsmatris for bilférarna.

Detta spel har tva rena Nash-jamvikter: (Kor, Stanna) och (Stanna, kor). I dessa
utfall har ingen spelare incitament att ensidigt avvika. Om en férare stannar ér det

optimalt for den andra att kora, och om en forare kor ar det optimalt for den andra
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att stanna. Det intressanta ar att trafikregeln inte drivs av hot och sanktioner fran
stat eller polis, snarare att laglydnad sammanfaller med bilférarnas egenintresse.
Rodljusens funktion kan darmed tolkas som en koordineringsmekanism som valjer

en av spelets jamvikter.

Vidare kan vi dela upp Nash-jamvikt i tva underkategorier strikt- och svag Nash:

Definition 5.5. (Strikt Nash) En strategiprofil s = (sy,...,s,) ar strikt Nash-

jamuikt om det for alla aktorer och for alla strategier s, # s;, w;(s;, S—;) > u;(s}, s—;).

Definition 5.6. (Svag Nash) En strategiprofil s = (s1, ..., s,) ar svag Nash-jamuvikt
om det for alla aktorer och for alla strategier s} # s;, w;(s;, s—;) > u;(s;, s—;), och det

ar inte en strikt Nash-jamvikt.

Dessa undergrupper finns for att kunna beskriva hur stabilt en Nash-jamvikt &r.
En blandad-strategi-Nash-jamvikt kommer alltid vara svag, medan en ren strategi
kan vara antingen strikt eller svag beroende pa spelet.

Vi har nu natt fram till den mest centrala satsen, formulerad av John Nash.

Sats 5.7. (Nash 1951) Varje spel med ett begrinsat antal spelare och handlingsprofiler

har atminstone en Nash-jamuikt.

Denna sats bevisas 1 Avsnitt 7.

6 Att bestamma Nash-jamvikt for spel i normalform

Vi kommer alldeles strax gora ett aterbesok hos nagra spel som presenterats tidigare
i arbetet. Denna gang vill vi systematiskt och matematiskt ta fram spelens Nash-
jamvikter. Innan vi gor det infor vi en definition av dominans. Ett begrepp som

kommer underlatta arbetet att ta fram rena Nash-jdmvikterna.

6.1 Dominanta strategier och IESDS

Definition 6.1. (Dominans) Lat s; och s} vara tva strategier for spelare i, och lat

S_; beteckna mangden av alla strategiprofiler for de 6vriga spelarna. Da géller:
1. Strategin s; strikt dominerar s, om det for alla s_; € S_; géller att
wi(siys—;) > ui(sh, 5.
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2. Strategin s; svagt dominerar s, om det for alla s_; € S_; géller att
i (i, 5—i) > uisg, 5-4),
och det finns minst ett s_; € S_; sadant att

wi(siys—;) > ui(sh, 5.

3. Strategin s; mycket svagt dominerar s; om det for alla s_; € S_; géller att

ui(8iy i) > ui(s], 5-4).

Om en strategi dominerar alla andra strategier sager vi att den ar (strikt, svagt

eller mycket svagt) dominerande.

Det ar viktigt att skilja mellan dominans av en strategi och Pareto-dominans.
Nér vi siger att en strategi s; dominerar en annan strategi s; avser vi en jamforelse
ur spelare ¢:s perspektiv. Dominans ar alltsa ett individuellt begrepp och tar endast
hénsyn till spelare i:s nytta, medan Pareto-dominans ar ett kollektivt begrepp som
beskriver en forbattring for kollektivet som helhet.

Om det finns en strategi som dominerar kommer det ocksa finnas en strategi som

blir dominerad. Vi infor en kort definition for detta.

Definition 6.2. (Dominerad strategi) En strategi s, ar strikt (svagt, mycket
svagt) dominerad for en spelare ¢ om en annan strategi s; strikt (svagt, mycket svagt)

dominerar s;.

Det centrala med att ha infort begreppet dominans ar att vi kan utesluta vissa
strategier fran vidare analys. Om en strategi ar strikt dominerad av en annan strategi
kan den aldrig vara en bésta respons mot nagon strategi hos motspelarna. Darmed
kan den inte heller inga i ndgon Nash-jamvikt.

Givet ett spel i normalform G = (N, A,u) med rena strategier s € S kan vi
utfora en sa kallad Itererad Elimination av Strikt Dominerade Strategier (dven kallat
IESDS) for att hitta en sa kallad strikt-dominant-strategi-jamvikt.

Definition 6.3. Strategiprofilen s” € S ar en strikt-dominant-strategi-jimuvikt om

sP € S, ér en strikt dominerande strategi for alla i € N.
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6.2 Jamvikter i FAngarnas Dilemma

Fangarnas dilemma &r ett av de mest klassiska spelen inom spelteorin. Detta spel
har en strikt-dominant-strategi-jamvikt: (Erkdnna, Erkianna) och &r darfor losbar
genom [ESDS.

Exempel 7. (Fangarnas dilemma lost med IESDS) Betrakta spelet i normalform

med tva spelare i € {1, 2} och strategiméngder
SIZ{E7N}7 SQZ{EaN}a

samt nyttofunktioner uy, us givna av utdelningsmatrisen i Figur 2.
Vi visar forst att E strikt dominerar N for spelare 1. Enligt Definition 6.1 racker
det att kontrollera att

ui(E, s9) > ui (N, s9) for alla sy € Ss.
Detta ger de tva fallen
u(E,N)=0>—-1=u;(N,N) och w(F,E)=-2>-3=u;(N,E).

Alltsa ar N strikt dominerad av E for spelare 1 och kan elimineras.

Pa samma sétt géller att E strikt dominerar N for spelare 2, eftersom
us(s1, E) > ug(s1, N) for alla s; € S,
det vill sdga
us(N, E) > us(N, N) och us(E, E) > us(E, N).

Alltsa kan dven N elimineras for spelare 2.

Efter iterativ eliminering av strikt dominerade strategier aterstar endast strategiprofilen
(E, E). Darmed ar (F, E') den unika Nash-jamvikten i spelet. Processen illustreras i
Figur 10.

6.3 Jamvikter i Konskampen

Vi atergar nu till konskampen och fragar oss vad Johan och Becka bor gora for att

det ska bli en sa lyckad fredagsdejt som mojligt. Detta spel visar sig ha tre stycken
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E|-2, -20,-3] E|-2,-2/0,-3| E|-2, -2 B2 2

Figur 10: Visuell representation av IESDS for Fangarnas dilemma.

Nash-jamvikter, diar tva av jamvikterna ar rena strategier medan den tredje ar en

blandad strategi.

Om vi antar att Johan spelar en blandad strategi

ohan(ER '
SJohan — Ploh ( ) = , , € [07 1]
pJohan<T) 1—r

och Becka en blandad strategi

ecka ER
SBecka — Pheck ( ) = ! ) q € [07 ]-]
pBecka(T) 1— q

kan vi berdkna deras forvantade utbetalning och sedan avgora vad deras bésta
respons bor vara. Eftersom en ren strategi ar ett specialfall av en blandad strategi
kommer alltsa alla tre Nash-jamvikter trilla ut nar vi ansétter sjopan 0Ch Specka att

vara blandade strategier.

Vi kommer att vilja undersoka spelarnas bésta respons. For Johan innebar det

bésta 1 beroende pa Beckas val av ¢.

Lat oss anta att Johan spelar ER respektive T. Forvantade utdelningen ges da av

UJohan(FR) =2-q+0-(1—¢) =2¢
uJohan(T) =0- q +1- (]. - (j) =1- q.
I fallet da
Usohan (ER) > tgonan(T) <= 20> 1—¢ < ¢> %

blir Johans bésta respons att anvanda sig av strategin » = 1, det vill saga den rena

strategin dar man alltid véaljer ER.
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Om istallet
UJohan (FR) < Ujonan(T) <= 20 <1—q <= ¢ < %

blir bésta respons att hela tiden véilja T, vilket betyder att » = 0.

Det intressanta fallet blir nar
UJOhan(-ER) = uJohan(T) — = %

eftersom det nu inte spelar nagon roll vad Johan valjer. Alla mdojliga  ger en strategi
som ar bésta respons.
Resultatet fran de olika fallen kan sammanfattas och representeras visuellt i Figur

11 nedan.

q

1/3 1

Figur 11: Visuell representation av Johans basta respons mot strategin Sgecka
Om vi pa liknande séatt bestammer Beckas béasta strategier givet ett visst » erhaller
vi

U'Becka(ER) =T
uBeCka(T) =2 27‘7

vilket innebar att

—qg=1

—q=0

Wi Wi wiN

—qg=z, xz€]0,1].

Detta resultat kan laggas in i grafen i Figur 11 vilket da ger en ny graf dar
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skdrningspunkterna ar koordinaterna déar det uppstar en Nash-jamvikt eftersom

det ar dar bada spelarna spelar en strategi som ar bésta respons. Se Figur 12.

.
1 Q)
2/3 S
C — 1
1/3 1

Figur 12: Visuell representation av Johans och Beckas basta respons mot varandras
strategier med Nash-jamvikterna markerade.

Nash-jamvikterna for konskampen ér alltsa

6.4 Busken eller brottet - Kurragomma med en twist

Betrakta nu kurragémma-spelet som presenterades i Exempel 2. Vi modifierar spelet
genom att utrusta huset med ett larmsystem. Om Nora véljer att gdbmma sig bakom
huset finns det en sannolikhet att larmet utloses. I de fall larmet gar far Filip
information om att Nora har valt att gobmma sig bakom huset. Larmsystemet ar
daremot inte helt tillforlitligt, utan utloses endast 75% av gangerna Nora valjer att
gbébmma sig bakom huset. Fragestallningarna lyder: Hur ofta bor Filip leta bakom

busken och hur ofta bér Nora gobmma sig bakom busken?
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Figur 13: En illustrativ bild av spelet Busken eller brottet - Kurragémma med en
twist

Intuitivt kan man forvianta sig att Filip véljer att leta bakom busken mer frekvent
eftersom han anviander larmsystemet for att avsloja Nora en del av gangerna. Det
visar sig att denna intuition ar korrekt; Filip bor leta bakom busken oftare dn vad

han letar bakom huset.

For Nora kan det vara lockande att justera sin strategi pa ett liknande satt; att
gomma sig bakom busken oftare for att inte riskera en garanterad forlust nar larmet
utloses. Detta visar sig inte vara fallet. Nora borde utnyttja larmet och gomma sig

bakom huset, nagot som kan tyckas ologiskt.

Anta att Filip spelar en blandad strategi

ilip (B
SFilip = priip(B) = ' , 1 €l0,1]
Pritip(H) 1—r

och Nora en blandad strategi

e (2 (1), e

dar r ar sannolikheten att Filip letar bakom busken och ¢ dr sannolikheten att Nora

gobmmer sig bakom busken.

Malet for Filip ar att vélja en strategi som gor Nora likgiltig mellan sina val. Det
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vill séga att

UNora(B) = tNora(H)
= 11—+ (1)) =(0,75)(—1) 4+ (0,25)((—1)(1 = r) + (1)(r)).

Loser vi ekvationen far vi att » = 0,8 vilket innebar att Filip bor leta bakom busken
80% av gangerna.

Malet for Nora éar att vélja en strategi som gor att Filip blir likgiltig i valet att
leta bakom busken eller huset givet att larmet inte utloses. Detta fall &r nagot mer
komplicerat dn foregaende berdkningar eftersom villkoret ar nu att Filip inte far nagon
indikation fran larmet. Genom att anvinda Figur 14 kan vi berakna sannolikheten

att Nora har gomt sig bakom huset givet att larmet inte utlostes.

(1 —1¢)(0,25)
(1 - (1)(07 25) +q
q
(1—=1¢)(0,25) +¢

p(Nora &r bakom huset, givet att larmet inte har utlosts) =

p(Nora &r bakom busken, givet att larmet inte har utlosts) =

Buske Hus

utloses ej

utloses ej

Figur 14: Sannolikhetstrad for kurragdbmma-spelet med larmsystem.

Vi ér nu redo att stilla upp ekvationen uppi,(B) = upiip(H) som innebér att

Filip blir likgiltig om och endast om

(1 —¢)(0,25)
(1—1¢)(0,25) 4+ ¢

q
NG o)+

q ,
1((1 —¢)(0,25) + q) + (=1

gy (1= 0)(0.25)
~ a0+

)=
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Loser vi ekvationen erhaller vi 16sningen ¢ = 0, 2, vilket innebér att Nora borde
valja en strategi dar hon gommer sig bakom busken 20% av gangerna.

Vidare kan problemet generaliseras genom att lata x vara sannolikheten for att
larmet utloses. Vi kan da hitta funktioner som beskriver hur Filips och Noras strategi
bor véljas givet nagot viarde x. Dessa funktioner plottas i Figur 15. Genom figuren
kan man dra nagra intressanta slutsatser, exempelvis att ju oftare larmet utloses,

desto oftare bor Nora véilja att gomma sig bakom huset, vilket kan te sig paradoxalt.

Sannolikhet Gom buske
o
Ot

0 0.5 1
Sannolikhet att larmet utloses

Figur 15: Graferna for ¢(x) och r(z).

6.5 Jamvikter hos Hjort/Hare-spelet

Till skillnad fran konskampen, dér spelarna vill koordinera sina val men har olika
preferenser over utfallet, representerar Hjort /Hare-spelet en situation dar spelarna
i grunden foredrar samma utfall. Problemet ligger istéllet i osédkerheten kring
motspelarens val. Att jaga hjorten ger den hogsta utbetalningen for bada spelarna,
men innebér samtidigt en risk om den andre spelaren véljer att jaga hare.

Trots dessa skillnader har bada spelen samma matematiska struktur. Jamvikterna
kan alltsa berdknas pa liknande sétt som i konskampen. Déremot kommer jag denna
gang bestdmma de rena jiamvikterna genom att identifiera bésta respons for spelarna
givet att spelarna spelar rena strategier.

Bésta respons for Jagare 1, om Jégare 2 spelar den rena strategin sy = (Hjort),
kommer att vara att sjilv spela den rena strategin s; = (Hjort). Vi kan alltsa

markera 3:an for Jéagare 1. Pa grund av symmetri kommer Jégare 2 ha en basta
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respons se = (Hjort) givet att Jagare 1 spelar den rena strategin s; = (Hjort).
Strategierna dr markerade i Figur 16.

Lat oss nu anta att Jégare 2 spelar den rena strategin so = (Hare). Bésta respons
for Jagare 1 skulle da vara att ocksa spela rena strategin s; = (Hare) eftersom Jagare
1 inte har nagra incitament att spela hjort. Detsamma géller om vi byter perspektiv
till Jagare 2. Pa sa sétt blir d&ven den rena strategin s = (Hare) en bésta respons pa

motstandarens rena strategi s = (Hare).

Jagare 2
HjOI"t Hare
Hjort| 3,3 0, 2
Jagare 1
Hare| 2,0 1,1

Figur 16: Utbetalningsmatris for spelet Hjort/Hare dér bésta respons ar markerade
med ett streck.

I Figur 16 ser vi att i boxen uppe at vaster och boxen nere at hoger har bada
jagarna sina bésta responser. I dessa utfall har ingen spelare incitament att ensidigt
avvika; det skulle forvarra deras utdelning. Dérigenom kan vi utldsa spelets tva rena

Nash-jamvikter:

s1 = (Hjort, Hjort)

si1 = (Hare, Hare)

Att bestamma den blandade strategin som ger jamvikt ldmnar jag som en 6vning

till l4saren.

7 Bevis for existens av Nash-jamvikt

I denna del kommer ett bevis for Sats 5.7. Beviset ar inspirerat av Xin Jiang och
Leyton-Browns analytiska bevis [2]. Vissa delar av framstéllningen har omarbetats i

syfte att gora det tydligare, bland annat genom illustrativa figurer och ekvationer.

Definition 7.1. (Konvex) En méngd C' C R™ ar konver om det for varje z,y € C
och A € [0,1], Az + (1 — N)y € C. For vektorer z°, ..., 2" och icke-negativa skaldrer
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Ao, 5 Ay som uppfyller 7 o \; = 1, vektorn 37, Az’ = 1 kallas for en konvex

kombination av 2V, ..., 2"

Definition 7.2. (Affint oberoende) En mingd av vektorer {2°,... 2"} i ett
vektorrum ar affint oberoende om den enda l6sningen till > | \;z* = 0 och 7, \; =
Oar A\ =--- =\,

En affint kombination av tva vektorer v, vy kommer att spinna upp en linje L.
Mer bestamt den linje som gar genom punkterna vy, vo. Om vi nu vill lagga till en
vektor vz sé att mangden {vy,ve,v3} blir affint oberoende sé far inte v ligga pa

linjen L. Vi kan nu definiera vad en hypertetraeder eller n-simplex ér.

0

Definition 7.3. (n-simplex) En n-simplex, med notationen z° . ..z" ar méngden av

alla konvexa kombinationer av den affint oberoende méngden av vektorer {z°, ... 2"},
med andra ord
20" = {Z)\lx’ :Vie{0,...,n},\; > 0;0ch Y\ = 1}.
i=0 i=0
0 n

Varje 2° kallas for hérn av simplexen 20 ... 2™,

Definition 7.4. (Standard n-simplex) Standard n-simplexen /\,, definieras som

N, = {y e R

S yi=1lochy >0 WzO,...,n}.
i=0
Exempel 8. Vi har att

AQZ{yGR?’

2
ZyizlochyizO Vz':(),...,n}

1=0

vilket mer konkret betyder

Ny = | €ER | yo+yr +yo=1,9>0
Y2

Denna méngd representeras geometriskt i Figur 17. Detta simplex har hornen



Figur 17: Standard 2-simplex

Definition 7.5. (Simpliciell uppdelning) En simpliciell uppdelning av en n-
simplex T" &r en &ndlig méngd simplex {7;} sadan att U; 7; =T, och for alla T;, T}

galler att 7; N7} antingen &ar tom eller lika med en gemensam sida till bade 7; och 7j.

Lat y € 2°...2" vara en godtycklig punkt i en simplex. Ett séitta att beskriva

denna punkt dr med hjilp av en konvex kombination av hérnen: y = 3, \;zt. For
0,5

Ay kan punkten yo = | 0,5 | skrivas som en konvex kombination Az + \yz? dér

0
A1 = Ay = 0,5. Har har vi involverat tva av hornen for att beskriva yy. Idén om att

involvera horn for att beskriva en godtycklig punkt y kan vi nu uttrycka genom att
definiera en funktion: x(y) = {i : A; > 0}. Denna funktion anvénder vi nu for att

definiera korrekt méarkning.

Definition 7.6. (Korrekt méirkning) Lat 7 = 2°...2" vara en simpliciell
uppdelning och lat V bendmna mangden av alla horn for alla delsimplex. En funktion

L:V —{0,...,n} ar en korrekt mdrkning av en uppdelning om L(v) € x(v).

Denna definition gor att hornen i en simpliciell uppdelning inte kan fa vilka

etiketter som helst. Exempelvis maste ett horn som ligger pa en kant mellan v; och
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vy fa en etikett vy eller vy for att det ska vara en korrekt méarkning. Detta krav ar

ekvivalent med vad som ibland kallas for Sperners randvillkor.

Definition 7.7. (Fullstindig méarkning) En delsimplex ar fullstandigt markt om

L ar surjektiv pa virdeméngden {0, ... ,n}.

Lemma 7.8. (Sperners lemma) Lit T = 2°...2" vara en n-simplex, lit T, vara
en simpliciell uppdelning och lat L vara en korrekt markning. Da finns det minst ett

udda antal (minst en) fullstindigt mdrkta n-simplex i T,,.

Beviset av Sperners lemma hénvisas till sida 4-5 i Xin Jang och Leyton-Brown

[2].

Definition 7.9. (Tyngdpunkter) Tyngdpunkten av en simplex z9 . . . " &r medelvérdet

av dess horn, m%rl >t

Sats 7.10. (Brouwers fizpunktssats) Lat f : /\,, — /\,, vara kontinuerlig. Da
har [ en fixpunkt, det vill siga, 3z € A\, sadant att f(z) = z.

Bevis. Beviset bygger pa Sperners lemma och gar ut pa att vi konstruerar en
fullstdndig méarkning av A, for att sedan gora en odndlig simpliciell uppdelning sa
att det finns en delf6ljd av fullstindigt mérkta delsimplex som konvergerar mot en
fixpunkt.

Del 1. Konstruera en korrekt markning £. Lat ¢ > 0. Gor nu en simpliciell
uppdelning av A,, sa att det euklidiska avstandet mellan samma m-simplex ar
mindre dn €. Definiera nu en mérkning £ : V' — {0,...,m} enligt foljande: For varje

v valj en etikett som uppfyller

L(v) € x(v) N{i: filv) <vi} (1)

dér v; ar den i:te komponenten av v och f;(v) ar den i:te komponenten av f(v). Vi
behover dessutom forsakra oss hogerledet i 1 inte ar den tomma méangden for att
sikerstélla att £ ar vildefinierad for alla v. Detta gors genom ett motsigelsebevis.
Antag att ingen koordinat minskar nir vi nér vi applicerar funktionen f, dvs f;(v) > v;
for alla ¢ € x(v). Enligt definitionen av x géller v; > 0 <= j € x(v). Ddrmed har

V1

5 sziv,:l. )

jex(v)
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Eftersom f;(v) > v; for alla j € x(v),

> filv)> 3 v=1 (3)

Jj€X(v) Jjex(v)

Men eftersom f(v) ocksa tillhér standardsimplexen A, har vi,

> fil) <) filv) =1 (4)
j€X(v) =0
Ekvation 3 och 4 leder till en motsigelse. Déarav ar £ véldefinierad for alla v.

Del 2. Da ¢ — 0, fullstandigt markta delsimplex konvergerar till en
fixpunkt av f. Eftersom £ ar en korrekt mérkning sa kommer det, enligt Sperners
lemma 7.8, dtminstone finnas en simplex p°...p™ som ar fullstindigt mérkt, sddant
att fi(p') < p'. Nar vi later € — 0 sd kommer det att att finnas en begrénsad foljd C
av tyngdpunkter for fullstandigt markta delsimplex. Varje tyngdpunkt ar en konvex
kombination av horn i simplexen, och ligger darfor sjilv i simplexen A,,. Eftersom
A, ar kompakt kommer talféljden vara begransad. Enligt Bolzano—Weierstafl sats
kommer det alltsa finnas en konvergent delf6ljd som gar mot ett viarde z. Detta
kan observeras i Figur 18. Det betyder att for alla ¢ = 0,...,m, p* — 2z dd € — 0.
Eftersom f &r kontinuerlig maste f;(z) < z; for alla i. Genom ett liknande argument
somiDel 1l (1=3fi(z) <X,z =1, vilket 4r en motsdgelse) kan vi nu siga att

f(z) == O

Sats 7.9 kan inte anvédndas direkt for att bevisa existensen av Nash-jamvikt.
Eftersom Nash-jamvikt ges av en strategiprofil behover vi istéallet studera simplotop,
vilket ar den kartesiska produkten av simplex. Det visar sig att Brouwers fixpunktssats
aven kan tillimpas pa simplotoper, eftersom dessa, precis som simplex, ar kompakta

och konvexa méangder, vilket ar centrala forutsidttningar for att kunna anvinda satsen.

Hjilpsats 7.11. (Brouwers fizpunktssats for simplotoper) Lit K = H§:1 AT
vara en simplotop och lat f : K — K wvara en kontinuerlig funktion. Da har f en
fixpunkt.

Vi ar nu redo att ta itu med beviset for existens av Nash-jamvikt. Beviset bygger
pa att vi konstruerar en kontinuerlig funktion f : S — S sadan att varje fixpunkt
till f &r en Nash-jamvikt. Sedan anvinder vi Hjalpsats 7.11 for att argumentera for
att det alltid kommer att finnas en fixpunkt for f, det vill sdga, det finns alltid en
Nash-jamvikt.
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(a) Triangulering och ett urval tyngdpunkter (b) Vald delféljd av tyngdpunkter med
hos fullstdndigt méarkta delsimplex. gransvarde z.

Figur 18: Mlustration av hur tyngdpunkter fran fullstindigt méarkta delsimplex kan
valjas sa att de konvergerar mot ett virde z.

Sats. (Nash 1951) Varje spel med ett dandligt antal spelare och handlingsprofiler

har atminstone en Nash-jamuikt.
Bevis. Givet en strategiprofil s € S, for alla ¢ € N och a; € A;, definierar vi

©ia;(s) = max{0,u;(a;, s_;) —u;(s)}.

Vi definierar sedan funktionen f : S — S genom f(s) =5 = {s},...,s,}, dar

S(a;) = 5i(a;) + Pia,(8) _ 5i(a;) + Pia,(8) . (5)
Yhiea; (5i(0i) + pin(s) 1+ Xpea(@ip(s))
Funktionen tar alltsa en strategiprofil s och skickar den pa en ny justerad strategiprofil
s'. s, ar justerad sa att den okar sannolikheten for den handling a; som ger mer
utbetalning for spelare i; det ar taljaren. Namnaren normaliserar den nya strategin
s, sa att den fortfarande klassas som en strategi.

Vi noterar hur s &r en vektor i R™ och hur s;(a;) blir en projektion i i-planet.
Eftersom det ar en projektion ar funktionen s;(a;) kontinuerlig. Notera hur differensen
wi(a;, s_;)—u;(s) ar ett kontinuerligt polynom eftersom det ar forvantade utbetalningen.
©ia;(8) = max{0, u;(a;, s_;)—u;(s)} kommer alltsd ocksa vara kontinuerligt. Namnaren

ar dessutom storre eller lika med 1. Slutsatsen blir att f ar kontinuerlig.
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Eftersom f : S — S ar kontinuerlig, S ar konvex och kompakt, sa har f en
fixpunkt enligt Hjalpsats 7.11

Vi behéver nu visa att
s ar en en Nash-jamvikt <= s ar en fixpunkt avf.

Om s ér en Nash-jamvikt innebar det att ¢; ,,(s) = 0, for alla 4. Insatt i ekvation (5)

ger

i si(ai) +90i,ai(3)
si(a;) = L+ 30,ea, (@ip;(5))
140

= si(ai).

Alltsa ar,
f(s) =s.

Nu behéver vi visa att pastaendet géller at andra héllet. Antag att s = f(s).
Eftersom w;(s) ér ett viktat medelvidre av u;(a;, s—;) kommer det finnas en handling
a; € supp(s) vars utbetalning inte 6verstiger u;(s). Alltsa giller det att det existerar

ett a; sadant att
uia;, s—;) <wui(s) <= wi(a;,s_;) —u(s) <O0. (6)

Genom definitionen av ¢ och ekvation 6 kan vi siga att

Pia () = max {0, wi(aj, s—;) —ui(s) p = 0. (7)

<0

Eftersom s ar en fixpunkt till f géller det att s = s’ vilket i sin tur innebar att
si(a;) = si(a;). (8)
Ekvaionerna (7) och (8) i (5) ger

 s@te @)
I+ ZbieAi(SDi,bi(S)) 1+ ZbieAi(SOial%'(S)) ’
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vilket bara kan vara sant om

L+ 2 (pin(s) =1 = > (pin(s)) =0,

b;eA; b;cA;

eftersom s;(a;) > 0. Alltsd maste
win;(s) =0 foralla i€ N, b eA,.

Detta kan endast uppsta om ingen spelare kan forbattra sin utbetalning genom att

byta till en ren strategi. Darmed &r s en Nash-jamvikt. O

8 Spel i extensiv form med perfekt information

Hittills har vi studerat spel dér aktorerna valjer sina handlingar samtidigt. Denna typ
av modell kan beskriva manga strategiska situationer, men i manga sammanhang sker
besluten istéllet sekventiellt: aktorerna interagerar med varandra och fattar beslut
efter varandra. For att analysera sadana situationer introduceras spel i extensiv form.
I denna framstéllning begrénsar vi oss fortfarande till spel med perfekt information,
vilket innebar att spelets struktur, strategier och utbetalningar ar kinda av samtliga

spelare.

Definition 8.1. (Potensmingd) Potensméangden av en mangd A, P(A), ges av
P(A)={B| B C A}.

Definition 8.2. (Spel i extensiv form med perfekt information) Ett dndligt
spel med perfekt information i extensiv form definieras som en tupel G = (N, A, H, Z, x, p, 0, u)
dar

e N éar en dndlig méngd bestaende av n spelare dér varje spelare indexeras av

1€ N.
o A &r en mangd av handlingar.

H ar mangden av icke-terminala noder (beslutsnoder).

o 7 &r méngden av terminala noder (slutnoder), dar Z &r disjunkt fran H.
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X : H — P(A) ar handlingsfunktionen som till varje beslutspunkt h € H

tilldelar mangden av mojliga handlingar i den noden.

e p: H — N ér spelar-funktionen som till varje beslutspunkt h € H tilldelar den

spelare som fattar beslut i noden.

e 0: HxA— HUZ ér successorfunktionen som till varje par (h,a) tilldelar

den efterfoljande noden i spelet. Funktionen uppfyller att om
o(hy,a1) = o(hg, az)
sa galler hy = hy och a; = as.

o u=(up,...,u,) ar utbetalningsfunktionerna dér w; : Z — R anger spelare :s

utbetalning i varje slutnod.

For att exemplifiera spel i extensiv form betraktar vi ett eskalationsspel mellan tva
lander. Spelet borjar med att land 1 kan vélja att hota eller att acceptera situationen.
Om land 1 accepterar avslutas spelet direkt med utbetalningen (0,0). Om land 1
istallet véiljer att hota far land 2 mdojlighet att vilja mellan att ge efter eller att
eskalera konflikten. Om land 2 ger efter avslutas spelet med utbetalningen (1, —2).
Om land 2 istéllet eskalerar far spelare 1 aterigen fatta ett beslut: att ge upp eller
att gé i krig. Om land 1 ger upp blir utbetalningen (—2,1), medan krig leder till
utbetalningen (—1, —1).

Spelet kan representeras med ett speltrad enligt Figur 19.

Definition 8.3. (Ren strategi) Lit G = (N, A, H,Z, x,p,0,u) vara ett spel i
extensiv form med fullstdndig information. Rena strategin .S; for en spelare i ges av

den kartesiska produkten

Si= 11 x(h).

heH,p(h)=i

Man kan tédnka sig att en ren strategi for en spelare ¢ ar instruktioner pa vilken
handling 7 ska vélja vid varje nod. Notera att den rena strategin maste ange vilken
handling som spelaren ska anvianda vid varje nod, det spelar alltsa ingen roll om det

skulle vara omojligt att ta sig dit eller inte.

Exempel 9. For eskalationsspelet har land 1 fyra olika rena strategier och land 2
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Acceptera Hota

(0,0)

Ge efter Eskalera

Krig

(—2,1)  (—1,-1)

Figur 19: Eskalationsspelet.

har tva stycken rena strategier. De ar:

S1 = {(Acceptera, Ge upp), (Acceptera, Krig), (Hota, Ge upp), (Hota, Krig)}
So = {(Ge efter), (Eskalera)}.

Nu nér vi fatt forsmak for hur spel i extensiv form kan se ut kommer vi nu
att undersoka ett specifikt spel ndrmare. Spelet ar taget fran Leyton-Brown och
Shoham[4, s. 33-35].

Figur 20: Ett spel med perfekt information i extensiv form.
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(C,E) (C,F) (D,E) (D,F)

(A, G) 3,8 3,8 8,3 8,3

(A H) | 3,8 3,8 8,3 8,3

(B,G) 5,9 2,10 5,5 2,10

(B,H) | 5,5 1,0 5,5 1,0

Figur 21: Spelet fran Figur 20 i normalform.

Betrakta spelet i Figur 20. Varje spelare kan vélja mellan tva handlingar vid varje

nod. Spelets rena strategier ges av:

Sl = {(Av G)? (A? H)? <B7 G), (B7 H)}
52 - {(07 E)? (07 F)? (D7 E), (D7 F)}

Som i ndstan alla spelteoretiska modeller ar vi intresserade av att analysera spelet
med hjalp av olika 16sningsbegrepp. Det kan darfor vara naturligt att fraga sig hur
ett spel i extensiv form bor utvarderas. Det visar sig dock att situationen inte ar
sarskilt ny. Definitionerna av béasta respons och Nash-jamvikt dr i detta fall exakt
desamma som for spel i normalform. Faktum ar att att alla spel i extensiv form
och fullstdandig information kan omvandlas till ett spel i normalform. Spelet som
representeras i Figur 20 kan omvandlas till ett spel i normalform som illustreras med
hjélp av Figur 21.

Alltsa finns det, for alla spel i extensiv form, ett motsvarande spel i normalform.
Déaremot ar det viktigt att lyfta strukturella skillnader som tillkommer nér man
omvandlar mellan de olika formerna. Exempelvis kan vi se hur utbetalningen
(3,8) forekommer endast en gang i Figur 20 medan det féorekommer fyra ganger
i spelets normalform. Generellt kommer det ske en exponentiell férstoring av spelets
representation nir man gar fran extensiv form till normalform.

A andra sidan far spel i normalform sin revansch nér de kan skrivas om i en
mer kompakt extensiv form, dock dr det viktigt att podngtera att det inte alltid ar
mojligt. Exempelvis ar det inte mojligt att ta spelet klimatkrisen (Figur 3) och gora

om det till ett spel i extensiv form med perfekt information och samtidigt behéalla
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strategiprofiler och utbetalningar. De generella karaktarsdragen for klassen av spel
i normalform for vilka det existerar ett motsvarande spel i extensiv form ar nagot
komplexa. Déarav ar det nagot vi inte kommer att dyka djupare i denna gang [4, s.

35).

Sats 8.4. Varje andligt spel i extensiv form med perfekt information har minst en

ren-strateqi- Nash-jamuikt.

Det ar fullt rimligt att fraga sig hur vi bor hantera blandade strategier i extensiva
spel. Pa grund av satsen ovan kan vi, i nuldget, noja oss med att forsoka bestdmma

jamvikter da endast rena strategier ér tillatna.

8.1 Delspelsperfekt Nash-jamvikt och baklangesinduktion

Vi kommer nu att ndrmare understka jamvikterna for spelet som representeras i Figur
20. Som tidigare namnt har alla spel i extensiv form med fullstandig information ett
motsvarande spel i normalform. For att hitta spelets rena jamvikter kan vi alltsa
hitta basta respons for spelarna och markera de i Figur 21, pa samma sétt som vi

gjorde i sektion 6.5. Resultatet kan vi se i Figur 22 och jamvikterna for spelet blir
alltsa {(A> G)v <07 F)}) {(Av H)v <07 F)} och {(B7 H): (07 E)}

(C,E) (C,F) (D,E) (D,F)

(A,G) | 3.8 3,8 8,3 8,3
(A, H) | 3,8 3,8 8,3 8,3
(B,G) | 8,5 2,10 5,5 2,10
(B,H) | 5,5 1,0 5.5 1,0

Figur 22: Spelet fran Figur 20 i normalform med markerade bésta responser.

Strategiprofilen {(B, H), (C, E')} ar visserligen en Nash-jamvikt, men den framstéar,
vid ndrmare granskning som problematiskt och for vissa mindre intuitiv. For att se
detta kan vi studera de delar av spelet som visas i Figur 23.

Borja med att studera det vansta speltrddet. Om denna nod néas ér det uppenbart

att spelare 1 foredrar att spela G, eftersom detta ger en hogre utbetalning an att
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spela H. I strategiprofilen anger spelare 1 dock att den kommer att spela H i denna
situation. Detta kan tolkas som ett hot riktat mot spelare 2: om spelare F skulle
valja F' tidigare i spelet kommer spelare 1 svara med H, vilket leder till en samre
utbetalning for spelare 2. Detta blir tydlig nér vi studerar det hogra speltriadet i
Figur 23. Av denna anledning véljer spelare 2 istéllet att spela E.

Ar hotet trovirdigt? Om noden faktiskt nds skulle spelare 1 rationellt vilja G
istdllet for H. Strategiprofilen bygger alltsa pa ett hot som spelare 1 inte har nagra

incitament att genomfora.

(2,10) (1,0)

Figur 23: Tva delspel i extensiv form.

Detta pavisar en svaghet hos Nahsh-jamviktsbegreppet i spel med sekventiella
beslut. En Nash-jamvikt kan ndmligen bygga pa hot som inte ar trovirdiga om spelet
faktiskt nar den aktuella beslutsnoden. For att utesluta sadana jamvikter introduceras
ett nytt losningsbegrepp som forfinar jamviktsbegreppet for spel i extensiv form med

perfekt information.

Definition 8.5. (Delspel) Givet ett spel G i extensiv form med perfekt information
definieras ett delspel som den del av spelet som borjar i en nod h och innehaller alla
efterfoljande noder till h.

Vi kan nu definera vad som menas med delspelsperfekt Nash-jamvikt.

Definition 8.6. (Delspelsperfekt Nash-jamvikt) Lat G vara ett spel i extensiv
form. En strategiprofil s ségs vara en delspelsperfekt Nash-jimuvikt (SPE) om begransningen

av s till varje delspel G’ av G utgor en Nash-jamvikt i G'.
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Denna definition kan kénnas nagot abstrakt forsta gangen man ldser den. Jag
gillar att tdnka: En strategiprofil sidgs vara en delspelsperfekt Nash-jamvikt om
spelarnas strategier utgor en Nash-jamvikt inte bara i hela spelet utan aven i varje

delspel som kan uppsta under spelets gang.

Eftersom spelet G sjélv éar ett delspel foljer att varje delspelsperfekt Nash-jamvikt
ocksa ar en Nash-jamvikt. Daremot géller inte det omvanda generellt, vilket innebér

att delspelsperfekt jamvikt &r ett starkare losningsbegrepp én Nash-jamvikt.

For att hitta delspelsperfekta Nash-jamvikter kan vi anvanda oss av bakldinges
induktion. Proceduren, som inte ar allt for komplicerad, gar ut pa att man borjar att
hitta Nash-jamvikter hos delspel "langst ner” i triadet och jobbar sig sedan, nod for
nod, baklanges upp till toppen. Nedan foljer ett exempel for att tydliggéra hur man

anvander sig av baklangesinduktion.

Exempel 10. Vi atergar for en stund till eskalationsspelat i Figur 19. I borjan av
spelet har land 1 en mojlighet att Acceptera eller Hota. Att vilja Hota ar endast
rationellt om det som hander efter att land 1 har hotat, ar battre &n om land 1
Accepterade. Det enda sattet att ta reda pa vad som hénder efter att land 1 har
hotat ar att kolla vad som hander efter att land 1 har hotat.

Vi kommer alltsa behdva jobba oss ner i speltradet dnda till slutet dar land 1
behover vélja Krig eller eller Ge upp. Om denna situation skulle infinna sig kommer

land 1 att valja Krig eftersom det ger bast utbetalning.

Vi kan sedan ga vidare till den nod déar land 2 har valet att Ge efter eller Eskalera.
Om land 2 Ger efter far landet en utbetalning pa —2. Om land 2 istéllet valjer att
Eskalera kommer det innebéara att land 1 véljer krig och land 2 far da en utbetalning

pa —1. Eftersom —2 < —1 kommer land 2 vélja Eskalera.

Vi kan nu avgora vad land 1 borde gora i borjan av spelet. Om landet valjer
Acceptera blir utbetalningen 0. Om landet véljer att hota kommer land 2 svara med
Eskalera och sedan kommer land 1 vélja Krig vilket kommer resultera i en utbetalning

pa —1. Eftersom —1 < 0 &ar det rationella for land 1 att Acceptera.

Vi har nu hittat var delspelsperfekta Nash-jamvikt: S ={(Acceptera, Krig),

(Eskalera)}. Processen baklangesinduktion for eskalationsspelet illustreras i Figur 24.

Innan vi gar vidare kommer ytterligare ett exempel pa ett spel dar baklingesinduktion

kan anvandas for att bestamma losningen till ett problem.
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Ge up rig

(*17 71)

Figur 24: Baklédngesinduktion i eskalationsspelet. I varje steg elimineras de
handlingsalternativ som inte ér rationella givet de aterstaende delspelen.
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8.1.1 Kannibalskandal

Matematiklararen Krister har hamnat i en goda/daliga nyheter situation. De déliga
nyheterna ar att han ér strandsatt pa en 6de 6. De bra nyheterna ar att han inte ar
sjalv pa 6n. De daliga nyheterna éar att dessa personer ar hungriga kannibaler. De
bra nyheterna ar att kannibalerna &r lika benégna att dta Krister till middag som de
ar att dta nagon av de andra kannibalerna pa 6n. Det finns alltsa en liten chans att

Krister overlever.

Figur 25: En illustrativ bild av spelet Kannibalskandal.

Spelet gar till enligt foljande. Numrera alla kannibaler fran ett till tolv. Spelet
borjar med att kannibal 1 véljer mellan att tillaga Krister eller inte. Om kannibal
valjer att inte tillaga Krister &r spelet slut och Krister klarar sig. Om kannibal 1
véljer att tillaga Krister blir den sarbar vid elden och kannibal 2 ges da mojligheten
att tillaga kannibal 1 eller inte. Om kannibal 2 inte véljer att tillaga kannibal 1 slutar
spelet. Om kannibal 2 véljer att tillaga kannibal 1 blir den sarbar vid elden och
kannibal 3 ges d& mojligheten att tillaga kannibal 2 eller inte, och sa vidare.

Kannibalernas (och Kristers) viktigaste uppdrag ar att overleva. Om man 6verlever
foredrar kannibalerna att tillaga en annan manniska over att inte tillaga nagon.

Kommer Krister att dverleva, eller dr han redan dodsdéomd nér han satter sin fot
pa 6n?

Losningen bygger pa bakléngesinduktion. Vi behéver borja med att undersoka
hur kannibal 12 kommer att handla i den situationen déar den far mojlighet att tillaga

kannibal 11. Eftersom kannibal 12 inte har nagon kannibal som hotar att dta honom
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ar valet enkelt; han kommer valja att tillaga kannibal 11. Detta innebar i sin tur att
kannibal 11, om den hamnar i en situation déir den ges ett val, inte kommer att vélja
att tillaga kannibal 10 eftersom den d& kommer att bli sarbar for kannibal 12 som
garanterat valjer att tillaga kannibal 11. Konsekvensen blir att kannibal 10 valjer att
tillaga kannibal 9 eftersom kannibal 11 &r hotad av kannilbal 12 och darav kénner
sig kannibal 10 saker.

Vi har nu upptéckt ett monster. Kannibaler med ett udda nummer kommer kédnna
sig hotade av de kannibaler med jamna nummer och véljer darfor att inte tillaga
nagon, vilket visuellt visas i Figur 26. Alltsa kommer kannibal 1 avsta fran att tillaga

matematiklararen Krister.

Figur 26: Illustration av losningen till Kannibalskandal. Kannibalerna ar uppradade
och de med udda nummer identifieras som blodtorstiga (markerade med blodsténk).

9 Spel i extensiv form med imperfekt information

Detta Avsnitt foljer Kapitel 5 i Leyton-Brown och Shoham [4, s. 41-48].

Hittills har vi studerat spel i extensiv form med perfekt information. Det innebar
att, nar varje spelare fattar ett beslut, observerar den alla tidigare handlingar i
spelet. Detta antagande ar i vissa fall orealistiskt. I manga verkliga situationer
behover spelare agera med lite eller ibland ingen kunskap och det &r inte sjalvklart
att de kommer ihadg hur de har handlat tidigare i spelet. For att modellera sadana
situationer introduceras spel i extensiv form med imperfekt information. I dessa spel
kan en spelare, vid ett givet beslutstillfille, vara osdker pa vilken nod i speltradet

den befinner sig i.
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Definition 9.1. Ett spel i extensiv form med imperfekt information ar en tupel
(N7 A? H? Z? X? p? 0—7 u7 [) dér’

e (N,A H,Z x,p,0,u) ar ett spel i extensiv form med perfekt information och,
o [ = (]1, Ce ,In>, dar ]z = (Ii,lu e ,Ii,ki)-

Komponenten [ beskriver spelets informationsstruktur. For varje spelare ¢ utgor
I; en partition som uppstar fran en ekvivalensrelation pa {h € H | p(h) = i} sidan
att h ~ h' om x(h) = x(h') och p(h) = p(h'). Ekvivalensrelationen siger att tva
noder ar relaterade om spelaren inte kan skilja dem at.

Tidigare namnde vi att spelet Klimatkris inte kunde representeras som ett spel i
extensiv form med perfekt information. Déremot kan det representeras som ett spel

i extensiv form med imperfekt information. Spelet representeras i Figur 27.

(2,2) (—1,3) (3,—1) (0,0)

Figur 27: Klimatkrisen som ett spel i extensiv form med imperfekt information.

I spelet finns det, for land 2, tva noder som ingar i samma informationsméangd.
Detta innebér att Land 2 inte vet om Land 1 valde att samarbeta (S) eller inte (Inte
S) nér det ska ta sitt beslut. For att tydligt visa vilka noder som tillhér samma
informationsméangd brukar man dra en prickad linje mellan de noder som tillhor
samma informationsméngd.

Genom detta exempel kan vi se hur alla spel i normalform kan transformeras till
ett spel i extensiv form med imperfekt information. Vi kan alltsa anvinda oss av

teorin vi larde oss for spel i normalform och tillimpa pa spel i extensiv form.
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9.1 Strategier och jamvikt

Precis som med tidigare spel vill vi nu etablera begreppen strategi och jamvikter.
Till skillnad fran spel med perfekt information méaste spelare i denna typ av spel
fatta beslut utan att exakt veta var i spelet de befinner sig, vilket gor att strategier
maste specificeras for hela informationsméngder snarare &n enskilda noder.

Notera hur infromationsmangden ; ; utgor en ekvivalensklass déar h € I, ; ar de
noder som inte spelar ¢ kan skilja mellan. Méangden av alla mojliga handlingar vid

en nod, med informationsméngden I; ;, kan noteras som x(Z; ;).

Definition 9.2. (Ren strategi) Lat G = (N, A, H, Z, x, p, 0, u, I) vara ett spel i
extensiv form med imperfekt information. De rena strategierna for spelar ¢ ar den

kartesiska produkten

IT X))

I j€l;

Det visar sig att slumpande strategier kan delas upp i tva olika grupper: blandade
strategier och beteendestrategier. Blandade strategier ar, precis som innan en konvex
kombination av spelets rena strategier. En beteendestrategi berattar hur man bor
slumpa i varje informationsméngd. De tva olika typerna av strategier kan vid forsta
anblick anses vara de samma, men det finns en tydlig skillnad som fyller en viktig
funktion for var analys i spel med imperfekt information. Atergd till spelet som
representerades i Figur 20. En blandad strategi for spelare 1 skulle kunna vara s; =
(0,2(A,G);0,8(B, H)) och en beteendestrategi for spelare 1 kan vara: Valj A med en
sannolikhet 0,5 och vélj G med en sannolikhet 0, 2. I spel med perfekt information
sammanfaller beteendestrategier och blandade strategier i praktiken. De kan efterlikna
varandra i den meningen att de leder till samma sannolikhetsférdelningar 6ver spelets
utfall. Det visar sig aven att strategierna sammanfaller dven i imperfekta spel sa

lange spelen har perfekt aterkallelse.

Definition 9.3. (Perfekt aterkallelse) Spelare ¢ har perfekt dterkallelse i ett spel
G med imperfekt information om det for varje tva noder h och A’ som ligger i samma

informationsméngd for spelare 7, for varje vig
hO; Qo, hl; ay, h27 s 7hn7 G, h
fran spelets rot till b (ddr h; ar beslutsnoder och a; handlingar), och for varje vég

/ ! / !/ / !/ /!
h07 a()’ h17a1, h/2, e ey hm,am, h/
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fran roten till A/, galler att:
1. n=m,
2. for alla 0 < j < n ligger h; och h; i samma ekvivalensklass for spelare 4,

3. for alla 0 < j <n, om p(h;) =i, sd giller a; = aj.

G ar ett spel med perfekt aterkallelse om alla spelare har prefekt aterkallelse.

Definitionen for perfekt aterkallelse kan uppfattas som abstrakt. Intuitivt har en
spelare perfekt aterkallelse om den vet vad den sjalv har gjort samt vet vad den har
vetat tidigare i spelet. Ett annat sitt att se pa det ar att inse att ett spel saknar
perfekt aterkallelse om en spelare har tva beslutsnoder i samma informationsméangd
dér den ena kan nas efter att spelaren tidigare har passerat den andra.

Anta att en forare fardas pa en huvudvig i tat dimma, vilket gor att sikten ar
kraftigt begransad. Vid ett forsta tillfalle passerar foraren en avfart och har da valet
att antingen svinga av eller fortsdtta rakt fram. Pa grund av den daliga sikten kan
foraren dock inte i efterhand avgora vilket beslut som faktiskt fattades. Vid ett senare
tillfalle nar foraren ytterligare en avfart. Sikten har nu forbattrats nagot, men inte
tillrackligt for att foraren ska kunna avgora om denne befinner sig vid den forsta
eller den andra avfarten. De tva beslutssituationerna ar darmed informationsméssigt
oskiljbara och kan representeras som en och samma informationsméngd i ett speltrad.
Detta scenario kan modelleras som ett spel i extensiv form med imperfekt information.
Dessutom saknar spelet perfekt aterkallelse, eftersom foraren inte kan skilja mellan
situationer som uppstatt genom olika egna tidigare handlingar (att ha svangt av
respektive att ha fortsatt rakt fram). Foraren har alltsa glomt sin egen beslutshistoria,

vilket strider mot antagandet om perfekt aterkallelse.

9.1.1 Sekventiell jamvikt

I Avsnitt 8.1 sag vi hur icke troviardiga Nash-jamvikter ledde till ett starkare
losningsbegrepp: Delspelsperfekt Nash-jamvikt. For spel i extensiv form med imperfekt
information har vi ett motsvarande 16sningsbegrepp: Sekventiell jimuvikt. Sekventiell
jamvikt starker jamviktbegreppet genom att kombinera strategier med féorenliga
uppfattningar om var i spelet spelaren befinner sig. For att kunna definiera och
tolka sekventiell jamvikt kravs att alla spelare har perfekt aterkallelse. Utan detta
antagande blir bade strategibegreppet och uppfattningarna problematiska. Darav

begransar man analysen till spel med perfekt aterkallelse.
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Innan vi kan formulera definitionen av sekventiell jamvikt behdver vi noga
bestamma vad som menas med en spelares uppfattningar och hur det relaterar
till strategierna som spelas. I spel med imperfekt ar det ibland oklart i vilken nod
spelaren befinner sig i, men kan daremot bilda sig en uppfattning om detta. Dessa
uppfattningar kan beskrivas som en sannolikhetsférdelning p(h) som tolkas som
sannolikheten att spelaren befinner sig i nod h, givet den informationsméangd som
innehaller h. For att dessa uppfattningar ska vara meningsfulla (rimliga) krévs det
att det ar forenliga med med de strategier som spelas, i den meningen att de, dar

det ar mojligt, kan harledas med Bayes sats.

Ett problem som kan uppsta ér att en viss nod i en informationsméngd tilldelas
sannolikheten noll, vilket gor att Bayes sats inte direkt ar tillimpbar. For att undga
detta problem betraktar vi sekvenser av fullt blandade strategier, alltsa de strategier
dér varje handling tilldelas en positiv sannolikhet. Uppfattningarna definieras som

gransvardet av de uppfattningar som erhalls i dessa approximationer.
Vidare kan vi lata den forvantade utbetalningen for spelare i, givet att spelet

startar i en nod h med en uppfattning p(h) och att spelarna spelar enligt en

strategiprofil S ges av
ui (S| h, p(h)).

Lat dven {S"}°°, beteckna en foljd av fullt blandade strategiprofiler som konvergerar
mot S. For varje strategiprofil S™ kan en forenlig uppfattning p" bestdmmas entydigt
med hjalp av Bayes Sats.

Med dessa forberedelser édr vi redo att formulera definitionen av en sekventiell

jamvikt.

Definition 9.4. En strategiprofil S ar en sekventiell jamuvikt i ett spel G i extensiv
form om det finns en p(h) for varje informationsméangd I i G' sadan att dessa tva

villkor &r uppfylda:

L (S, p) = lim, 00 (S™, ™) och

2. for varje informationsméngd I;, och varje alternativ strategi S!, sa géller det
att

ui(S | by u(h)) = ui((S", 5-4) | h, pu(h)).
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10 Sammanfattning

I detta arbete har vi introducerat centrala delar av dndlig spelteori och undersokt
hur matematiska modeller kan anvandas for att analysera strategiska situationer.
Framstéllningen inleddes med beslutsteori och vad som menas med att agera rationellt.

Dérefter behandlades statiska spel i normalform, dér begrepp utvecklades och
analyserades med hjilp av klassiska exempel. Arbetet pavisar hur Nash-jamvikten &r
ett losningsbegrepp som kan anvindas for att beskriva stabila situationer dar ingen
av spelarna har incitament att ensidigt éndra sin strategi.

Vidare utvidgades arbetet till spel i extensiv form dar speltrad anvindes for att
modellera dessa situationer. Slutligen behandlades spel med perfekt och imperfekt
information, dar informationsmangder och uppfattningar blir nya parametrar i
Nash-jamvikterna.

Samtidigt utgor arbetet en begrédnsad introduktion till ett mycket storre omrade.
For att vidare fordjupa sig i teorin hade man exempelvis kunnat undersoka andligt och
odndligt repeterade spel eller undersoka situationer dér spelarna har uppfattningar
om de andra spelarnas uppfattningar. Dessa omraden ryms inte i detta arbete.

Efter att ha tagit del av spelteorins manga modeller och tillampningar kan det
nastan kdnnas som om allt i virlden ar spel. Omradets tillimpningar &r sa breda att
spelteorin i nadgon mening framstar som ett slags universalverktyg for att forutsiga
det sociala livets méanga strategiska situationer. Samtidigt finns det anledning att
vara forsiktig med en alltfor langtgaende tolkning. I den véarld vi lever i idag agerar
ménniskor inte alltid rationellt. Darfor kan spelteorin inte fullt ut forutsidga hur
impulsiva politiker, tva kérlekslystna ungdomar eller sviltande kannibaler kommer

att fatta sina beslut.
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Tack!

Aven om detta arbete bendmns som ett sjilvstindigt arbete dr det manga personer
som pa olika sitt har bidragit till att det blivit mojligt. Jag vill dérfor rikta ett varmt
tack till nagra personer som haft sarskilt stor betydelse for mig och mitt intresse for
matematik.

Forst och framst vill jag tacka min morfar, Krister Larsson. Om det ar nagon jag
alltid gérna har pratat matematik med sa ar det du. Tack for multiplikationsférhoren
pa familjesemestrarna, matematiknotterna pa julafton och alla pluggkvallar infor
prov. Pa ett utvecklingssamtal i arskurs 5 fick jag fragan om vilka mal jag hade med
matematiken. Mitt svar var att jag ville bli lika bra som min morfar. Jag kdnner nu
att jag ar pa god vag.

Jag vill ocksa tacka Lana Hermanovich, som undervisade mig i matematik i
arskurs 9. Du ar en sann eldsjal och en stor inspiration for min framtida yrkesroll
som lérare. Du sag varje elev och dina "ryska mordaruppgifter” snurrar fortfarande i
tankarna én idag.

Tack aven till Johan Diser, som undervisade mig i matematik och fysik pa
gymnasiet. Du har alltid varit 6ppen for diskussion, hallit mitt intresse levande
och standigt utmanat mig med nya omraden och perspektiv. Stort tack for vara
l6sningsfokuserade mejlkonversationer som kunde halla pa sent efter liggdags.

Slutligen vill jag tacka min handledare, Per Alexandersson, for vardefull feedback
och vagledning under arbetets gang. Dina synpunkter kring matematiska formuleringar,
notation och struktur har hjalpt mig att gora uppsatsen tydligare och mer matematiskt

stringent.

Redogorelse for anvandning av Al

Generativ Al (ChatGPT) har anvints som stod under arbetet med uppsatsen.
Framfor allt har Al anvéints for kodning i IXTEX. Samtliga figurer i arbetet ar i
grunden framtagna med hjilp av Al. Vidare har Al anvénts for att sprakligt bearbeta
text, genom att kolla stavning och meningsbyggnad. I vissa fall har Al anvénts
for att diskutera spelteoretiska begrepp, kontrollera intuitioner och ge alternativa
forklaringar av matematiska idéer.

All matematik, alla bevis, definitioner, tolkningar och det slutliga innehallet i

arbetet har dock granskats, bearbetats och ansvarats for av mig sjalv.
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31 maj 2026

Detta rattelseblad avser mindre korrigeringar i det inlamnade examensarbetet som
kan skapa forvirring for lasaren.

Rattelser

1. Definition 3.3, sida 11.
I definitionen star det:
“valjer en handlingsprofil”
Det korrekta ska vara:
“valjer en handling”
2. Figur 22, sida 42.

I den forsta kolumnen och tredje raden star det:

8,5

Det korrekta ska vara:
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3. Definition 7.2, sida 32.

I definitionen star det:
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