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Sammanfattning

Detta arbete undersoker den svenska versionen av tarningsspelet Yatzy. Fokus
ligger pa att modellera spelet som en Markovbeslutprocess och med hjilp av bak-
atinduktion beradkna olika optimala strategier beroende pa spelarens mal, samt den
totala forvintade beloningen givet strategin. I huvudsak jamfoérs den optimala stra-
tegin for att maximera antalet slutgiltiga podng med den optimala strategin for att
maximera sannolikheten att uppna nagon specifik poéng, till exempel ett tidigare re-
kord. Den forvantade slutgiltiga podngen for den forstndmnda strategin berdknades
till 248.4400.

Abstract

This paper investigates the Swedish version of the dice game Yahtzee. The paper
focuses on modelling the game as a Markov Decision Process (MDP) and uses back-
ward induction to calculate different optimal strategies (policies) depending on the
player’s objective, as well as the expected total reward given the strategy. The main
comparison is between the optimal strategy for maximizing the final score and the
optimal strategy for maximizing the probability of reaching some specific score, such
as a former record. The optimal expected final score was calculated to be 248.4400.
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1 Introduktion

1.1 Om arbetet
1.1.1 Bakgrund
Spelet Yatzy, eller internationellt Yahtzee, ar ett populdrt och vélkdnt tarningsspel.

Yatzy ar ett spel som till stor del bestar av "tur”, det vill sdga slump, vilket beror pa att
olika utfall av tarningsslag ar olika gynnsamma. Malet med detta arbete ar att analysera
de delar av spelet som spelaren kan paverka, och pa sa sétt oka spelarens chans att uppna
onskat resultat.

Manga val en spelare gér under ett spel av Yatzy kan verka sjilvklara, dar alla erfar-
na spelare tycks gora samma val. Det finns dock situationer dar valet inte ar intuitivt
uppenbart och dar berdkningarna i detta arbete kan visa sig anviandbara.

Ett sadant tillfille &r nédr spelaren har avslutat sin runda och har slagit (exakt) fyra
stycken sexor. De tva uppenbart bésta alternativen ar att placera podngen i nagon av
kategorierna Sexor eller Fyrtal. Hypotesen, och en av anledningarna till arbetets existens,
ar att placera poangen i Sexor ar det generellt bésta, men att en spelare som vill spela
med hog risk for att kunna uppna hoga slutgiltiga totalpoéng istéllet bor placera poéngen
i Fyrtal. Vi kommer att aterkomma till detta senare i arbetet.

1.1.2 Struktur

Arbetet ar tdnkt att ldsas uppifran och ned, da definitioner och begrepp introduceras
16pande.

Sektion 2 lagger grunden for hur Yatzy-liknande spel kan modelleras och Sektion 3.4
kompletterar med de definitioner som kravs for att modellera ett komplett Yatzy givet de
regler som beskrivs i Sektion 1.2.

Sektion 3.1 och 3.2 beskriver och visualiserar modelleringen av en alternativ, mycket
mindre, version av Yatzy.

Resultaten presenteras lopande och sammanfattas sedan i Sektion 5.

Sektion 6 kommenterar de tidigare arbeten i &mnet som forfattaren kinner till och anser
ha relevans for detta arbete.

Sektion 7 reflekterar kring anvindandet av Al-tjénster under detta arbete. Fokuset ligger
pa konstruerandet av de datorprogram som anvinds for stora berdkningar samt simule-
ringar.

Alla numeriska virden framtagna genom berdkningar eller simuleringar presenteras av-
rundade till fyra decimaler om inget annat anges.

1.1.3 Datorprogram

For att gora de stora berdkningar och simuleringar som krévs for att kunna presente-
ra manga av resultaten sa har flera olika datorprogram tagits fram och korts. I arbetet

.

refereras vid flera tillfallen "ett program”, "programmet”, “ett datorprogram” eller "da-



torprogrammet”. Alla program finns publicerade pa Github|3|, dir README.md-filen
beskriver vilket program som gor vilken utrdkning eller simulering.

Koden till programmen ar skriven i Python och hur den ar framtagen beskrivs mer utforligt
i Sektion 7. Kortiderna som publiceras i arbetet ar tider fran nédr programmen kordes pa
en laptop med 16 GB RAM-minne.

1.2 Regler i Yatzy

Yatzy ar ett spel for en eller flera spelare. Spel med en spelare kallas internationellt
for Solitaire Yahtzee men bendmns i detta arbete som enspelare-Yatzy , medan spel for
flera spelare kommer bendmnas som flerspelare- Yatzy. Reglerna for enspelare-Yatzy och
flerspelare-Yatzy ar identiska. Reglerna for svenskt Yatzy och internationellt Yahtzee skil-
jer sig at och vi kommer i detta arbete titta pa den versionen av Yatzy med de regler som
Alga spel [1] anvénder.

Spelets mal ar att fa sa manga poéng som mojligt. Podng samlas genom att placera olika
kombinationer av tarningar i olika kategorier. En kategori kan endast anvindas en gang,
vi sdger att kategorin gar fran att vara oppen till att vara stdngd nar podng delas ut i
kategorin. Att anvinda en kategori bendmns som att stdnga en kategori.

En runda gar till sa att spelaren slar fem stycken tarningar, sedan far spelaren vélja att
sla om valfritt antal tirningar tva ganger. Efter de tva omslagen viljer spelaren fritt !
bland de 6ppna kategorierna vilken som ska sténgas. Podang delas da ut i vald kategori
och hur poéngen delas ut beskrivs i Tabell 1.

Tabell 1: Kategorier i Yatzy

Kategori Poang

Ovre sektion

Ettor Summan av alla ettor
Tvaor Summan av alla tvaor
Treor Summan av alla treor
Fyror Summan av alla fyror
Femmor Summan av alla femmor
Sexor Summan av alla sexor

Undre sektion

Ett par Summan av tva lika tdrningar
Tva par Summan av tva olika par
Tretal Summan av tre lika tdrningar
Fyrtal Summan av fyra lika tdrningar

Liten stege 15 poéng for tarningarna 1-5
Stor stege 20 poéng for tdrningarna 2-6

Kak Summan av ett tretal och ett par, far ej vara fem lika téarningar
Chans Summan av alla fem tarningar
Yatzy 50 poéng for fem lika tarningar

IDet finns versioner dér spelaren inte viljer fritt, men detta arbete fokuserar pa det som i Algas
spelregler dr alternativ 3, det vill séga spelaren véljer kategori fritt.
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Spelaren kan &ven alltid vélja att stdnga en kategori genom att placera noll poang i
kategorin ifall kravet for podng i vald kategori inte uppnatts.

Totalt bestar Yatzy av 15 kategorier, dar de sex forsta kategorierna kallas for dure kate-
gorier och de nio 6vriga kallas for undre kategorier. Denna uppdelning gors da en spelare
som vid spelets slut har totalt 63 eller fler podng i de 6vre kategorierna belonas med 50
poéang. Denna beloning kallas for bonus.

Totalt spelas 15 rundor per spelare innan spelet &r slut och totalpoéngen berdknas. Spelare
i flerspelare-Yatzy spelar typiskt en runda i taget och rankas sedan utifran totalpoéng efter
att alla spelare spelat 15 rundor.



2 Definitioner

2.1 Markovbeslutprocesser

Definitionerna och algoritmen i denna sektion &r baserade pa boken Markov Decision
Process av Martin L. Puterman [2]. Definitionerna samt algoritmen géller det som Puter-
man kallar for diskreta och dndliga horisontproblem, vilket innebér att beslut fattas vid
en diskret och andlig mangd tillfallen. Puterman skriver att bakdtinduktionsalgoritmen,
alltsd Algoritm 2.10, dr en effektiv metod for att 16sa? diskreta och dndliga Markovbe-
slutprocesser. Definitionerna 2.1 till 2.8 ar baserade pa kapitel 2 i Putermans bok medan
Definition 2.9 och Algoritm 2.10 beskrivs i kapitel 4.

Definition 2.1 (Markovbeslutprocess). En Markovbeslutprocess dr en modell som bestéar
av fem element: beslutsepoker, tillstand, handlingar, évergangssannolikheter och beloning-
ar. Beteckningen Markov anvéinds eftersom 6vergangssannolikheter och beléningar beror
pa det forflutna endast genom det nuvarande tillstandet och den valda handlingen.

Definition 2.2 (Beslutsepoker). En beslutsepok t € T &r en tidpunkt da beslut fattas, dar
T ={1,2,...,N} vid diskreta och &ndliga horisontproblem. Vid &ndliga horisontproblem
fattas inga beslut vid N, men beslutsepoken inkluderas for utviardering av terminaltill-
standet (det slutgiltiga tillstandet).

Definition 2.3 (Tillstand). Vid varje beslutsepok befinner sig systemet i ett tillstand
s € 5, dar S ar mangden av alla mojliga tillstand.

Definition 2.4 (Handling). Nér beslutsfattaren observerar tillstandet s € S kan hen
véilja en handling a € A,, dir A, &r mangden mojliga handlingar vid tillstand s. Den
samlade handlingsméngden betecknas A = | J, ¢ As.

Definition 2.5 (Beloning). Givet handling a € A, och tillstand s € S vid beslutsepok ¢
sa definieras beloningen utifran beloningsfunktionen

(s, a).

I dndliga horisontproblem definieras &ven en terminalbeloning ry(s) vid den sista beslut-
sepoken N, som enbart beror pa det slutliga tillstandet s € S och inte pa nagon handling.

Definition 2.6 (Overgangssannolikhet). Overgingssannolikheten #r sannolikheten att
ga fran tillstand s € S vid beslutsepok ¢ till tillstand 7 € S vid beslutsepok ¢ + 1 givet
handling a € A,. Sannolikheten bestdms av

overgangssannolikhetsfunktionen

pe(i | s,a)

Zpt(j | s,a) = 1.

jes

dar

Definition 2.7 (Beslutsregel). En beslutsregel d, € D, dar D dr méngden av alla besluts-
regler, bestammer hur en handling véljs i varje tillstand vid beslutsepok ¢t. En determi-
nistisk Markovsk beslutsregel ar en funktion

dt:S—>A,

2Berikna den optimala forvintade totala beloningen samt den optimala strategin.



som till varje tillstand s € S tilldelar en handling d;(s) € A,. Regeln kallas determinis-
tisk eftersom den véljer en handling med sidkerhet. Mangden av alla deterministiska och
Markovska beslutsregler betecknas DMP.

Definition 2.8 (Strategi). En strategi m € II, dar 1T dr méngden av alla strategier, ar
en sekvens av beslutsregler som anger vilken beslutsregel som ska anviandas vid varje
beslutsepok. For ett andligt horisontproblem ar

7= (di,dy, ..., dn_1).

En strategi vars beslutsregler alla &r deterministiska och Markovska kallas en determinis-
tisk Markovsk strategi och betecknas m € IIMP.

Definition 2.9 (Forvintad total beléning). Lat m € ITMP vara en deterministisk Mar-
kovsk strategi och s; € S ett tillstand vid beslutsepok ¢. Den forvintade totala beloningen
fran beslutsepok t och framat definieras rekursivt som

uy (st) = re(se, di(se)) + Zpt(j | st, de(s1)) uf1 ()

jes
fort=1,..., N — 1, med randvillkoret

uy(s) =rn(s).

Algoritm 2.1 (Bakatinduktionsalgoritmen). Bakdtinduktionsalgoritmen berdknar den
optimala forvantade totala beloningen uf(s;) samt en optimal strategi 7* i en diskret
och andlig Markovbeslutprocess enligt foljande:

1. Sétt t = N och uy(s) = ry(s) for alla sy € S.

2. Substituera t — 1 for t och berékna u;(s;) for varje s; € S genom

uy(sy) = max [rt(st,a) + Zpt(j | st,a) Urﬂ(j)] :

ac St jGS
Satt
Agy = arg max * [Tt(sna) + Zpt(j | 5¢,a) U:H(j)] )

CLEAst ]es

dar A7, ; dr méngden av alla handlingar som uppnér hogsta méjliga forvintade totala
beloningen for tillstand s; vid beslutsepok t.

3. Om t = 1, stoppa. Annars aterga till steg 2.

*

Den resulterande strategin 7*, som vid varje beslutsepok ¢ véljer en handling ur Aj, ,, ar

deterministisk, Markovsk och optimal.

3argmax #r en funktion som returnerar det argumentet a som ger hogst virde.



2.2 Yatzy-liknande spel som Markovbeslutprocesser

Definitionerna i denna sektion, undantaget Definition 2.10 som &r en standarddefinition,
ar egenkonstruerade baserade pa definitionerna i Sektion 2.1 samt reglerna i Yatzy. Defini-
tionerna ar generella for spel med samma struktur som Yatzy, men déar antalet tarningar,
antal sidor pa tarningarna, antal slag per runda och vilka kategorier som ingar tillats
variera. I dessa definitioner finns ingen bel6ning vid bonus beskriven, sa detta ska tolkas
som spel utan bonus. Hur bonus ska behandlas beskrivs istéllet i Sektion 3.4.

Yatzy &r ett spel som ar Markovskt, det vill siga att det forflutna endast &r relevant
genom det nuvarande tillstandet. Nar en spelare ska fatta ett beslut, till exempel vilken
kategori som ska sténgas, spelar det alltsa ingen roll i vilken ordning tidigare kategorier
har sténgts, det enda som paverkar spelarens beslut dr den information som beskrivs i
tillstandet.

Yatzy ar ett dandligt horisontproblem, det vill sdga att beslut fattas vid ett diskret och
andligt antal tillfallen. Med definitionerna i denna sektion visar vi att elementen i en
Markovbeslutprocess ér valdefinierade for Yatzy-liknande spel och kan da formulera Sats
2.1.

Definition 2.10 (Multinomialkoefficient). Lat n och m vara positiva heltal och lat
fi, fo, ..., [ vara icke-negativa heltal sadana att f1 + fo +--- + f, = n. Multinomi-
alkoefficienten definieras som

n n!
<f1,f2,---,fm) Al f!

och anger antalet sidtt att ordna n objekt uppdelade i m grupper dar grupp ¢ innehaller
fi identiska objekt, for i =1,...,m.

Definition 2.11 (Tillstand i Yatzy-liknande spel utan bonus). Vi definierar ett tillstand
s¢ 1 ett spel likt Yatzy utan bonus med k-sidiga tarningar och A antal kategorier som

St = [(617 s 75’4:)7 (Kla R Kh)apy T]

dar
e 0; ir antalet tarningar av virde ¢ som slagits, for i = 1,... Kk,
e x; ar 0 om kategori ¢ ar 6ppen och 1 om kategori ¢ &r stdngd for ¢ =1,..., h,
e p ar antalet aterstaende tdrningsslag,
e T ir totalpodngen.

Definition 2.12 (Beslutsepoker i Yatzy-liknande spel). I ett spel likt Yatzy med h antal
kategorier och pp,., antal slag per runda dr méangden beslutsepoker

T=1{1,2,...,N}

dar N = h(pmax + 1) ar det totala antalet beslutsepoker. Vid varje beslutsepok t € T,
forutom beslutsepok N, fattar spelaren antingen ett tdrningsbeslut® (vilka tarningar som
ska behallas) eller ett kategoribeslut (vilken kategori som ska sténgas).

4Vid forsta tirningsslaget per runda gors inget riktigt val. DA inga térningar fir slagna sa tillats inte
att spara nagra térningar, detta definieras &ndéa som en beslutsepok for att bevara strukturen.



Definition 2.13 (Overgangssannolikhetsfunktion vid tdrningsbeslut). Lat
e n vara antal k-sidiga tarningar,
e s, =[(01,...,0k),(K1,...,kn), p, 7] vara det nuvarande tillstandet déar p > 1,

e a = (ay,...,a;) vara handlingen, dér a; anger antal tdrningar av vérde ¢ som behalls
och a; < ¢; forallat=1,... k,

e m=n— Zle a; vara antal tarningar som kastas om,
o j=1(0],...,0.), (K1,..., k), p— 1,7] vara nésta tillstand.

Da &r overgangssannolikhetsfunktionen

((5’1 — ), m (0 — ak))
o

pi(J | 81,0) =

dér taljaren ar multinomialkoefficienten som beskriver alla mojliga gynnsamma utfall av
ett tdrningsslag med m k-sidiga térningar, det vill sdga alla utfall som betraktas som
(0] — a1),..., (0, — ax)). Namnaren ar alla mojliga utfall av ett térningsslag med m
k-sidiga tarningar.

Definition 2.14 (Overgangssannolikhetsfunktion vid kategoribeslut). Lat

o s, = [(61,...,0k), (K1, -, Kiy...,kp),0,7| vara det nuvarande tillstandet dar p = 0
och k; =0,

e a=(ay,...,a;...,ay) dar a; = 1, vara handlingen att stdnga kategorin med index
i

e j=1(0,...,0), (K1, K. Kn)s Pmax, T+7¢(St, a)] vara nésta tillstand, dér &, = 1,
Pmax ar det maximala antalet slag per runda, och (0,...,0) anger att inga térningar
sparas till ndsta runda.

Da &r overgangssannolikhetsfunktionen

pe(J | se,a) =1
deterministisk vilket betyder att évergangssannolikheten ar 100%.

Definition 2.15 (Beloningsfunktion vid tdrningsbeslut). Lat s; vara ett tillstand dar p >
1 ochlat a = (aq,...,ax) vara en handling som anger vilka tdrningar som sparas. Eftersom
ett tdrningsslag inte ger nagon omedelbar beloning definieras beloningsfunktionen som

ri(se,a) = 0.

Definition 2.16 (Beloningsfunktion vid kategoribeslut). Lat s, vara ett tillstand dér
p = 0 och lat a vara en handling som motsvarar valet av att sténga kategori i. Beloningen
definieras som den po#ng som erhalls nér tarningarna (41, ..., ) i tillstandet s, placeras
i kategori ¢ enligt spelets regler, Tabell 1, och beloningsfunktionen blir

(8¢, a) = antal poang for tdrningarna (6y,...,d) 1 tillstand s; i kategori i.



Definition 2.17 (Beloningsfunktion vid terminaltillstand). Lat sy vara ett tillstand da
alla kategorier ar stdngda och spelet ar slut. Eftersom inga fler handlingar kan utfoéras och
inga nya poéng delas ut definieras terminalbeléningen som

rn(st) = 0.

Definition 2.18 (Optimal férvintad total beloning vid térningsbeslutstillstand). Lat s;
vara ett tillstand dér p > 1. Den optimala forvintade totala beloningen ges av

u;(s) = max Z;pt(J | st,0) 1741 (7),
J

dér a gar over alla mojliga handlingar och summan gar 6ver alla méjliga efterfoljande
tillstand 7, givet a.

Definition 2.19 (Optimal forvintad total beloning vid kategoribeslutstillstand). Lat s,
vara ett tillstand dér p = 0 och (k1,...,kp) # (1,...,1). Det optimala forvintade vérdet
ges av

ug (se) = max [ry(sy, @) + ui (5]
CLEAst

dédr a gar over alla mojliga handlingar och j ar det tillstand som foljer handling a da
overgangssannolikhetsfunktionen vid kategoribeslut ar deterministisk.

Definition 2.20 (Forvintad total beloning vid spelets slut). Lat sy vara ett tillstand
dér alla kategorier ar stingda och spelet &ar slut. Eftersom inga fler handlingar kan utforas
och inga nya bel6ningar delas ut definieras

uy(se) = rn(se) =0.

Den uppmaérksamme lédsaren kan notera att funktionen fér det optimala férvantade totala
vérdet i Definition 2.18 och Definition 2.19 &r densamma som i Algoritm 2.1 d& r4(s;, a) =0
vid térningsbeslut och p,(j | s, a) = 1 vid kategoribeslut.

Sats 2.1. Yatzy utan bonus kan modelleras som en Markovbeslutprocess och den optimala
forviantade totala beloningen kan berdknas med hjalp av bakatinduktionsalgoritmen.
Bewis. Yatzy utan bonus ar ett Markovskt, diskret och dndligt horisontproblem.

Elementen i Yatzy utan bonus som en Markovbeslutprocess ar vildefinierade, se Definition
2.11 till 2.20.

Den optimala forvintade totala beloningen for ett Markovskt, diskret och éndligt hori-
sontproblem med véldefinierade element kan berdknas med hjélp av bakatinduktionsalgo-
ritmen, se Algoritm 2.1. O
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3 Versioner av Yatzy

3.1 2-Yatzy

For att visa hur vi kan modellera Yatzy forestédller vi oss en enklare version av spelet
som vi doper till 2-Yatzy. Vi tanker oss ett spel med tva stycken tva-sidiga tarningar, tva
kategorier och tva slag per runda. Alltsa k = 2, n = 2, h = 2 och ppa = 2. Kategorierna
ar Fttor och Twaor och poangsattningen sker likt kategorierna i den 6vre delen av Yatzy.
Vi tanker oss spelet beskrivet i Tabell 2.

Tabell 2: 2-Yatzy som en sekvens av tillstand, handlingar och 6vergangar

Beslutsepok Element Beskrivning Notation
t=1 Tillstand  Spelets start s1
Handling Spelaren slar bada tdrningarna a
Overgang Forsta slaget (| s1,a1)
t=2 Tillstand  Utfall av forsta slaget S9
Handling Spelaren viljer vilka tdrningar som slas om  as
Overgang Andra slaget pa(J | s2,a0)
t=3 Tillstand  Utfall av andra slaget 83
Handling Spelaren véljer kategori att stdnga as
Overgang Kategori stings, deterministisk p3(j | s3,a3) =1
t=4 Tillstdand  Andra rundans start Sy4
Handling Spelaren slar bada tarningarna ay
Overgang Forsta slaget i andra rundan pa(J | S4,0a4)
t=>5 Tillstand  Utfall av forsta slaget i andra rundan S5
Handling Spelaren véljer vilka tdrningar som slas om as
Overging Andra slaget i andra rundan ps5(J | s5,a5)
t=26 Tillstand  Utfall av andra slaget i andra rundan S
Handling Spelaren viljer kategori att stdnga ag
Overgang Kategori stings, deterministisk p6(J | s6,a6) =1
t="7 Tillstand  Spelet &r slut S7
Har ar

e 51 =[(0,0),(0,0),2,0],

® ay,as,a4 och as dr handlingar att sla tdrningar (a; och ay maste vara (0,0) enligt

spelets regler),

e a3 och ag dr handlingar att stdnga kategorier,

e s; beror pa tidigare tillstand och valda handlingar,

o [ s; &r (K1, k2) = (1,1), vilket betyder att alla kategorier ar stdngda och spelet ar
slut.

For ett slag med n antal k-sidiga tdrningar kan sannolikheten att fa ett specifikt ut-
fall (d1,...,0x) dér vi inte tar hénsyn till tdrningarnas ordning berdknas med hjalp av

11



multinomialkoefficienten s att

D6 50) = (51,52,7.1..,5;@) :( nl ) (1)

kn VAV S

Vi berdknar sannolikheterna for de tre mdéjliga utfallen av det forsta slaget s, observera
att i detta spel ar n = 2 och k = 2, till
(1)

an-(2)()- () ()
an=(2)()- (3 (-0
- (2)()- )0 ()

Vi kan nu skriva 6vergangsfunktionen p;(j | s1,a1) som

Il Il
= |

N | —

o |

4117 J= [ 2’0)7(070)71a ]7
pl(j ‘ [(070)7(0’0)a270]a (070>> = %7 J= [(Ll)?(O»O)’LO]a
%l, 7 =1(0,2),(0,0),1,

Pa liknande vis kan vi berékna 6vergangsfunktionerna ps(j | sq, a2).

For handlingen as = (0,0), det vill sdga att spelaren slar om bada tarningarna, ar

 7=12,0),(0,0),0,0],
p2(j | 82, (0,0)) = ¢35, j=1[(1,1),(0,0),0,0],
 7=10,2),(0,0),0,0],

for s, € {[(2,0), (0,0),1,0], [(1,1), (0,0),1,0], [(0,2), (0,0),1,0]}.

For handlingen as = (1,0), det vill sdga att spelaren behéller en etta, ar

pa(j | 52, (1,0)) = { j = 1(2.0),(0,0),0,0]
5 J=1

for s, € {[(2,0), (0,0),1,0], [(1,1),(0,0),1,0]}.

For handlingen as = (0, 1), det vill séga att spelaren behaller en tvaa, ar

0,2),(0,0),0,0],
[(1,1),(0,0),0,0],

)

p2(j | 82, (0,1)) = {

NI— N

J
yJ

for s, € {[(0,2), (0,0), 1,0, [(1,1),(0,0), 1,0]}.

Slutligen sa ar handlingarna dar spelaren behaller alla tdrningar deterministiska, vilket
betyder att

p2([(270)7( >O)’07 ] ‘ [ 2, )7 70)’17 ]a ( ) =1,
p2([(0 2)7 70)70’ ] | [ ) an)vla ) =1,
po([(1,1),(0,0),0,0] | [(1,1),(0,0),1,0], (1,1)) =1



Overgangsfunktionerna for kategoribeslut #r deterministiska och dr per definition lika med
1. Overgangsfunktionerna i andra rundan berdknas pa exakt samma sétt.

Alla tillstand kan nu tillskrivas sin optimala férvantade totala beloning genom bakatin-
duktionsalgoritmen beskriven i Algoritm 2.1, givet belonings- och 6vergangssannolikhets-
funktionerna beskrivna i Sektion 2.2.

3.2 Visualisering av 2-Yatzy

Vi kan nu illustrera detta spel med en graf. Noderna i grafen har olika farger beroende
pa om de symboliserar ett tillstand, handling eller 6vergang. Totalpoéangen 7 i tillstand s,
har ocksa farglagts for visuell tydlighet. Alla tillstandsnoder tillskrivs dven sin optimala
forvantade totala beloning u; (s;). For att skilja pa noderna som representerar handlingar
sé beskrivs handlingen att spara ¢ tarningar vid tdrningsslag som (d;,d2), medan hand-
lingen att sténga en kategori beskrivs som [(k1, k2),7'] ddr 7" &r den nya totalpoéngen.
Den optimala forviantade totala beloningen ges for en handling a; vid tarningsslag av av
> ies Pi(d | sty ai) uipq(5), och for en handling a, att vilja kategori av r(s;, ar) + uyyq(5).
Dessa skrivs ocksa ut i handlingsnoderna.

St G ‘ [(K1, K2), 7] G | 50,a0)
ui (st) > iesPe(d | st;ar) ui,(5) re(s¢, at) + uf 1 (4) PeAJ | 56 %
Tillstand Handling (térningsbeslut) Handling (kategoribeslut) C)Vergéng

Figur 1: Nodernas innehall i Figur 2
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[(0,0), (0,0),2,0]

5

|

(0,0)
5

[(2,0), (0 0),1,0] [(1,1),(0,0),1,0] [(0,2), ( 0 0) 1,0]
e ”\x/ \
(2,0) (1,0) (L] (0,2)
5) 4.5 4 b 4625 4 75 5.5
/‘ /‘
[(20)(00)00] [(,1), 00)00] 02(00)00
[, [0, 1), 0]] 12, [0, 1), 21][ 1. [0.1),4]
5 1.5 4 3.5 3 5.5
[(0,0), (1,0),2,2] [(0,0),(0,1),2,0] [(0,0), (1,0),2,1] [0,0),(0,1),2,2] [(0,0), (1,0),2,0] [(0,0),(0,1),2,4]
& 1;5 ?‘> 1;5 i‘i / 1.5
(0,0) ¥ v v ¥ (01 O)
J 1.5
0.25 (.25} 0.25 0.25

[(2,0), 10)02] (1, )(1 0),0,2]| [[(0,2), ( 10 ,0,2] [(2,0),(0,1),0,4]| [[(1,1), (o 1,041 [](0,2),(0,1),0,4]
2 0
[(1,1),2] (1,1, [(1,1), [(1,1),6] [(1,1), [(1,1),4]
0 2 4 2 1 0
[(0,0),(1,1),0,2]]  [[(0,0),(1,1),0,4]]|  [[(0,0),(1,1),0,6] [(0,0),(1,1),0,6]|  [[(0,0),(1,1),0,5]] [[(0,0),(1,1),0,4]
0 0 0 0 0 0

Figur 2: 2-Yatzy med forvintade virden givet optimal strategi

Figur 2 illustrerar hur den optimala forvintade totala beloningen berdknas med hjalp av
bakatinduktionsalgoritmen.

3.3 Yatzy utan bonus

Det ar nu inga problem att med denna metod utdka spelet till fem stycken 6-sidiga tér-
ningar och 15 stycken kategorier. Detta motsvarar da Yatzy utan regeln om bonus. Det
gar inte att visualisera en graf likt det mindre spelet eftersom antalet mojliga tillstand
och handlingar blir for stort. En kénd sats ("Stars and bars”) sdger att det gar att sortera

n identiska objekt i £ antal grupper pa

o
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antal olika sdtt. Antalet mojliga utfall for ett tarningskast (ordningen pa térningarna
spelar ingen roll) med fem stycken 6-sidiga tarningar gar alltsa att rdkna till

(747 ()

Alltsa finns efter forsta slaget 252 olika méjliga tillstand. Handlingar representeras av
hur manga térningar som behalls, det finns alltsd nu sju grupper att placera de fem

tarningarna i. Detta ger
5+7—1\/11 _ 469
7—1 6

olika mojliga handlingar vid beslutsepok 2 (alla handlingar ar dock inte mojliga givet alla
enskilda tillstand). Ett tillstand beskrivs som

St = [(617 62) (537 547 557 56)7 (’{/17 R2, R3, R4, K5, K6, K7, K8, K9, K10, K11, K12, K13, K14, /{15)7 P, T}'

Till exempel skulle tillstandet dar endast ett slag av spelet aterstar, den enda kategorin
Ooppen ar Yatzy, den totala podngen ar 200 och spelaren har slagit fyra stycken sexor och
en femma beskrivas som

$50[(0,0,0,0,1,4),(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0), 1, 200)].

Det &r inga problem for en dator att med denna metod rékna ut den optimala férvintade
totala beloningen, vilket vi kallar for vdntevdirdet, for de olika tillstanden och pa sa sétt
aven ta fram de optimala handlingarna givet de olika tillstanden i de olika beslutsepokerna.
For att gora detta behdver inte varje tillstand spara totalpoéngen 7, totalpodngen kan
istdllet berdknas som spelets totala beloning. Detta sparar mycket tid och minne for
programmet. Ett datorprogram [3] har tagits fram som pa under en minut raknat ut det
forvintade vérdet for starttillstandet till 211.1487.

3.4 Yatzy med bonus

For att kunna modellera ett komplett Yatzy behover vi uppdatera nagra av definitionerna
fran Sektion 2.2. Vi lagger till parametern v i definitionen for tillstand. Vi uppdaterar éver-
gangssannolikhetsfunktionen vid kategoribeslut, da det ar den som paverkar ~. Vi lagger
till en beloningsfunktion vid terminaltillstandet, vilket representerar att bonuspodngen
delas ut. Till sist maste vi dven gora ett specialfall av 6vergangssannolikhetsfunktion vid
kategoribeslut®, nimligen den sista 6vergangen innan terminaltillstandet, d& totalpoing-
en 7 uppdateras om bonus uppnas. Ovriga definitioner paverkas inte mer utéver att alla
tillstand nu innehaller en extra parameter ~.

Definition 3.1 (Tillstand i Yatzy med bonus). Vi definierar ett tillstand s; i ett spel likt
Yatzy med k-sidiga tédrningar och h antal kategorier som

St = [(51,...,(5k),(/11,...,/ih>,p,7',’y]
dar

e 0; dr antalet tarningar av virde ¢ som slagits, for i = 1,... Kk,

5Ingen av sjilva 6vergangssannolikhetsfunktionerna paverkas egentligen, utan de som &r nytt &r hur
~ och 7 uppdateras vid 6vergangarna.
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k; ar 0 om kategori ¢ &r Oppen, ej anvind, och 1 om kategori ¢ ar stdngd, anvéind,
fori=1,... h,

p ar antalet aterstaende slag,

T ar totalpodngen,

v €40, ..., Vmax ) ar antalet poéng som aterstar for att uppna bonus i 6vre sektionen,
dér v = 0 innebar att bonus redan &ar sékrad.

Definition 3.2 (Overgangssannolikhetsfunktion vid kategoribeslut med bonus). Lat

e 5, =1[(01,...,0k), (K1, Ki,-..,Kkn),0,7,7] vara det nuvarande tillstandet dar p =
0 och k; =0,

e a=(ay,...,a;...,ay) dér a; = 1, vara handlingen att stdnga kategorin med index
(2

e j = 1[0,...,0), (K1, Kl yER)s Pmaxs T + Te(St,a),7] vara nésta tillstand, dér
K; =1 och

e 7 = max(0,y — ry(ss,a)), dér (s, a) dr podngen for térningarna i kategori ¢, och
uppdateringen sker endast om 1 < ¢ < 6, det vill sdga kategorin tillhér den Gvre
sektionen.

Da &r overgangssannolikhetsfunktionen

Pt(j | Staa) =1
och ar deterministisk.

Definition 3.3 (Beloningsfunktion vid terminaltillstand med bonus). Lat sy vara ett
tillstand da alla kategorier ar stingda och spelet &r slut. Terminalbeloningen definieras

da som
50 om v =0,
TN(St) =
0 om~y#0.

Definition 3.4 (Overgangssannolikhetsfunktion till terminaltillstand med bonus). Lat s,
vara det nuvarande tillstandet dér p = 0 och exakt en kategori &r 6ppen, dvs. Z?:l Ki =
h — 1. Nasta tillstand ar terminaltillstandet

7=100,...,0),(1,...,1), pmax, T + e(s¢,a) + B, 7],

dér v/ = max(0,y — ri(ss,a)) och

B 50 om v =0,
0 om~ #0.

Overgangssannolikhetsfunktionen &r da

pe(j | si,a) = 1.

och ar deterministisk.
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3.5 Yatzy

I reglerna for svenskt Yatzy beskrivet i Sektion 1.2 sa ingar regeln om bonus, sa nér vi
i resterande arbete skriver Yatzy sa menas Yatzy med bonus. Det modelleras som en
Markovbeslutprocess med definitionerna fran Sektion 3.4 dér

e n =5 (antal tdrningar),
e k =6 (sidor pa tdrningarna),

e h =15 (antal kategorier),

Pmax = 3 (antal slag),

Ymax—03 (poéng som krévs for bonus),
e t =60 (antal beslutsepoker)

och starttillstandet ar
$1[(0,0,0,0,0,0),(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), 3,0,63)].

Vi kan saledes formulera foljande sats som paminner om Sats 2.1:

Sats 3.1. Yatzy kan modelleras som en Markovbeslutprocess och den optimala forvintade
totala beloningen kan berdknas med hjalp av bakatinduktionsalgoritmen.

Bewis. Yatzy ar ett Markovskt, diskret och dndligt horisontproblem.
Elementen i Yatzy som en Markovbeslutprocess éar vildefinierade, se Sektion 3.4.

Den optimala forvintade totala beloningen for ett Markovskt, diskret och &éndligt hori-
sontproblem med véldefinierade element kan berdknas med hjélp av bakatinduktionsalgo-
ritmen, se Algoritm 2.10. O

Vi kan nu med bakatinduktionsalgoritmen berdkna vintevirdet for svenskt Yatzy utifran
den deterministiska och optimala strategin 7* till 248.4400, detta gors med hjilp av ett
framtaget datorprogram. Observera att parametern 7 inte behovs héar heller vilket haller
kortiden for programmet nere. Déremot behdver « for varje tillstand sparas vilket gor att
denna berékning istéllet tar cirka 3 minuter for en dator att gora.

Vi kan nu formulera foljande sats:

Sats 3.2. Givet att datorprogrammet &r korrekt implementerat och att spelaren foljer
optimal strategi for att maximera véantevérdet sa ar vintevardet for totalpodngen i svenskt
Yatzy 248.4400 poang (avrundat till 4 decimaler).

Bewis. Enligt Sats 3.1 kan Yatzy modelleras som en Markovbeslutprocess och den opti-
mala forvantade totala beloningen kan berdknas med hjélp av bakatinduktionsalgoritmen.

Beridkningen gjordes av datorprogrammet|3] och gav resultatet u*(s;) = 248.4400. O

Med nagra tillagg i koden kan strategin sparas och spelet sedan simuleras manga ganger.
Resultaten av simuleringen presenteras i Tabell 3.

17



Statistik Viarde

Medelvarde 248.4810
Median 249
Standardavvikelse 38.5504
Minimum 100
Maximum 348

Antal spel med 300 eller fler poang 9973 (9.973%)

Tabell 3: Resultat av 100 000 simulerade spel med optimal strategi
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4 Alternativa strategier

Pa det séttet vi har valt att definiera beloningsfunktionerna sa kommer en spelare ge-
nom att vid varje beslutsepok ¢ folja den optimala strategin 7* maximera sin férvantade
totalpodng. Det ar darfor rimligt att anta att en spelare som spelar ett stort antal spel
och adderar ihop totalpodngen for alla spel kommer att samla ihop fler antal podng &n en
spelare som foljer nagon annan strategi.

Det ar dock inte sékert att detta dr malet vid ett spel av Yatzy. Det troliga &r att spelare i
flerspelare-Yatzy spelar for att fa fler poéng dn de andra spelarna. Det dr d&ven mojligt att
det i sa fall finns strategier som &r mer framgangsrika dn vad 7*, sa som vi tagit fram den,
ar. Det dr dven mojligt att en spelare som spelar enspelare-Yatzy istéllet spelar for att
forsoka uppné (minst) ett visst antal poéng, till exempel spelarens egna tidigare rekord.

Vi kan genom att dndra beloningsfunktionerna gora sa att 7* nu istéllet innehaller de
beslutsregler, och saledes handlingar, som har storst sannolikhet att uppna detta. Vi
kallar detta spel for Rekord-Yatzy och vi beskriver totalpodngen som &r malet i spelet
med variabeln 5.

4.1 Rekord-Yatzy

Definition 4.1 (Beloningsfunktion vid handling fér Rekord-Yatzy). Lat s, vara ett till-
stand dar ¢ # N och lat a vara valfri handling i As. Beloningen definieras da som

ri(se,a) = 0.

Definition 4.2 (Beloningsfunktion vid terminaltillstand for Rekord-Yatzy). Lat sy vara
ett tillstand dar alla kategorier &r stdngda och spelet ar slut. Om  ar den poéng spelaren
stravar efter att uppna sa definieras beloningsfunktionen som

() = {1 om <,

0 omrT<p.

Rekord-Yatzy ar alltsa Yatzy med beloningsfunktionerna fran Definition 4.1 och Definition
4.2 istéllet for beloningsfunktionerna fran Definition 2.15, Definition 2.16 och Definition
3.3. Den forvantade totala beloningen for detta spel kommer nu istéllet representera san-
nolikheten att uppna minst § antal poéng, givet optimal strategi. Problemet fér att kunna
berdkna detta med ett datorprogram &r att beloningsfunktionen vid terminaltillstanden
nu kraver att 7 sparas, vilket leder till att programmet blir mycket storre.

4.2 Visualisering av Rekord-2-Yatzy

Pa samma sétt som vi anvinde 2-Yatzy for att visualisera en mindre version av Yatzy kan
vi anvinda Rekord-2-Yatzy for att visualisera en mindre version av Rekord-Yatzy. Grafen
i Figur 3 &r konstruerad pa samma vis som beskrivs i Sektion 3.2. Skillnaden &r endast
beléningsfunktionerna som nu &r de beskrivna i Definition 4.1 och Definition 4.2. T det
exempel som visualiseras i Figur 3 sétter vi § = 5, det vill sdga malet med spelet ar att fa
5 eller fler totalpoing. Noderna ska tolkas pa de vis de beskrivs i Figur 1. De forvintade
vardena ar ej avrundade.

19



[(0,0),(0,0),2,0]
0.7734375

(0,0)
0.7734375
[(2,0), (0,0),1,0] ,1),(0,0),1,0] ,2),(0,0),1,0]
0.65625 0.75 0.9375

[(2,0),(0,0),0,0] [(1,1),(0,0),0,0] [(0,2),(0,0),0,0]
0.5625 0.5625 0.9375
@, [(0,1),0]{][(1,0),1] 22]|[1(1,0),01 || [(0,1),4]
0. 5625 0 0.5625 0 0 0.9375
[0,0),(1,0),2.2]] [1(0,0),(0,1),2,0] [[0,0),(,0),2,1] [[(0,0),(0,1),2,2]] [[(0,0),(1,0).2,0]] [[(0,0),(0,1),2, 4]
0.5625 0 0.5625 0 0 0.9375
1 ¥ ¥ ¥ ¥ 60 ¥
05625 0.9375
[(2,0), (1,0), 1 10 1,2] [(0,2), (0, 1), 1, 4]
0.75
y - 7 \/01) —
1 0
[(2.0),(1,0),0,2] [[L), (1 0,0,2]]  [[.2), (1 0),0,2] (2.0) (0 0,0.4] [[L0), (o 0,0.4] [[0.2),(0,1),0,4]
0 0
[(1,1),2] 1(1,1), [(1,1), [(1,1),6] [(1,1), [(1,1),4]
0 0 1 1 1 0
[0,0),(1,1),0,2]]  [[(0,0). (1,1),0,4]] [[(0,0),(L,1),0,6] [(0,0),(1,1),0,6]]  [(0,0),(1,1),0,5]| [[(0,0),(L,1),0,4]
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Figur 3: Rekord-2-Yatzy med optimala férvintade totala beloningar nér 5 =5

Figur 3 illustrerar hur den optimala forvintade totala beloningen berdknas med hjalp av
bakatinduktionsalgoritmen, men med alternativa beloningsfunktioner jamfort med Figur

2.

4.3 Spel med olika mal

Det ar viktigt att understryka att en optimal strategi 7 ar den strategi som maximerar
den totala beléningen, och nar vi &ndrar beloningsfunktionerna sa éndras aven 7*. Vi vill
nu jamfora tva olika optimala strategier.

Vi kallar den optimala strategin med beloningsfunktionerna fran Definition 2.15, Defini-

tion 2.16 och Definition 3.3, det vill sdga forscka maximera antal totalpodng, for strategi

ﬂ.MaJ:.
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Vi kallar den optimala strategin med beloningsfunktionerna fran Definition 4.1 och Defi-
nition 4.2, det vill sdga att forscka maximera sannolikheten att fa g eller fler totalpoéng,
for strategi mRekords

Vi har simulerat 100 000 spel av 2-Yatzy med de tva olika optimala strategierna. Resultatet
presenteras i Tabell 45,

Tabell 4: Jamforelse av tva optimala strategier 6ver 100 000 simulerade spel

Statistik Strategi 7% Strategi mfekords
u*(s1) 5 0.7734
Medelvérde 5.0009 4.7298

Median 5 5
Standardavvikelse 1.1453 1.3031

Minimum 1 2

Maximum 6 6

Andel spel med 5 eller fler podng  75.03% 77.42%

Vi kan fran Tabell 4 utlisa att simuleringen gav det forviantade resultatet. Det vill sdga
att strategi 7% gav ett hogre medelviirde #n strategi 7f%°¢7%5 medan strategi mfekords
gav en hogre andel spel med 5 eller fler poiing én strategi 7. Notera att u*(s;) inte
ar simulerade virden utan faktiska berdknade viarden och ska tolkas olika for de tva olika
strategierna. For 7% &r u*(s;) det forvintade medelviirdet medan for wfFrds Hr det
sannolikheten att fa 5 eller fler podng, det vill sdga den forvintade "andel spel med 5 eller
fler poéang”.

For att visa att detta géller dven i teorin kan vi spara strategierna inklusive alla dess
valda handlingar och sedan kora dem med de motsatta beloningsfunktionerna. Resultatet
presenteras i Tabell 5.

Tabell 5: Jamforelse av tva optimala strategier i teorin

Statistik Strategi 7% Strategi mfekords
Forviantad totalpoang 5 4.7266
Sannolikhet att fa 5 eller fler podng 0.7500 0.7734

Ett program som tog ca 4 timmar att kora beriknade u*(s1) for optimal strategi i Yatzy
spelat som Rekord-Yatzy och 8 = 249, det vill siga wfeFordza +i]] 0.5710. Det ska tolkas
som att sannolikheten att fa 249 eller fler poéing med mfeFord2e 4y ca 57.1%. I och med att
7MaT ger en forviintad slutgiltig totalpoiing pa 248.44 och en simulerad median (Tabell 3)
pa 249 sa ar det rimligt att tro att strategin kommer resultera i 249 eller mer poang i ca
50% av fallen.

Resultatet dr forvintat da rfiekordze gy framtagen just for att maximera den ovan beskriv-
na sannolikheten. Det stimmer dven &verens med tidigare arbetens resultat. ”

6Procenten ér avrundade till tva decimaler.
"Detta beskrivs mer utforligt nir Cremers [6] arbete kommenteras i Sektion 6.
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4.4 Flerspelare-Yatzy

Hittills har vi endast tittat pa strategier utformade for enspelare-Yatzy. Anledningen &r
framforallt att tillstandsméngden blir sa stor att det ar omdjligt att arbeta med ifall
tillstanden ska innehalla information om motstandarspelarnas spel. Det gor dock inte att
strategierna inte kan tillimpas i flerspelare-spel. Vi har redan gjort ett antagande att
wliekords har storre (eller samma) sannolikhet att uppni minst 3 antal poiing dn 7o,

Vi ténker oss ett spel med fyra spelare som alla foljer 729, Vi kan simulera medianen for
vinnaren i ett siddant spel. Resultatet nér vi simulerade 100 000 siddana spel (totalt 400
000 simuleringar, vilket tog ca 3 minuter) blev 289 (medelvirdet blev 286.9367). Det dr
da rimligt att tro att en spelare som ska spela mot dessa fyra kommer vinna fler spel om
spelaren foljer strategi mwf%°r@2s9 5n om hen foljer 7% Om den nya spelaren hade f5ljt
strategin 7% hade hen vunnit en femtedel av spelen, eftersom alla fem spelare foljer
identisk strategi. Sa om u*(s;) givet wftkord29 som Rekord-Yatzy #r storre dn 0.2 si dr
det rimligt att tro att tesen stdmmer. Vi berdknar u*(s;) till 0.2080.

Da vi endast visat att detta stimmer for ett simulerat virde, medianen fér vinnaren, sa ar
det inget bevis utan endast ett exempel pa hur flerspelare-strategier kan tas fram baserat
pa de metoder beskrivna i detta arbete.

Nagot vi faktiskt kan bevisa ar foljande:

Sats 4.1. Det finns en strategi 7V i tvaspelare-Yatzy, sa att om spelare 1 féljer 7Vine

och spelare 2 féljer 7 s kommer spelare 1 vinna fler spel &n spelare 2, givet att antalet
spel gar mot odndligheten och att datorprogrammet ar korrekt implementerat.

Beuvis. Lat x € S vara ett specifikt tillstand for spelare 1 och y € S ett specifikt tillstand
for spelare 2. Om

e det finns en handling z € A, som givet tillstanden x och y okar sannolikheten for
spelare 1 att vinna jaimfért med handlingen d™**(x) framtagen av 772

e samt att det dr mojligt att hamna i tillstand x och tillstand y nir 7% 5ljs

s& kan 7V konstrueras fran 79 genom att siitta dV?(x) = z och behilla alla dvriga
beslutsregler oférandrade.

Vi tanker oss att spelare 2:s tillstand y &r terminaltillstandet da totalpodngen ar lika med
a. Vi tanker oss att spelare 1:s tillstand z ar tillstandet da endast ett slag aterstar, den
enda kategorin Oppen &ar Fyrtal, tarningarna slagna &r fyra femmor och en sexa, bonusen
ar uppnadd samt att totalpodngen ar (o — 22 — 50) dér 50 dr bonuspoédngen som delas ut
forst vid terminaltillstandet. Vi antar att d™**(x) dr handlingen att behélla alla femmor,
for att sedan i nésta beslutsepok placera 20 poéng i fyrtal och uppna (o — 2) totalpoéng.
Denna handling har 0% sannolikhet att vinna d& motspelaren har « totalpodng. En mojlig
handling z € A, &r istéllet att spara sexan och sla om alla andra tarningar. Vi berdknar
sannolikheten att sla minst tre nya sexor.

Sannolikheten att sla exakt 3 sexor med fyra tédrningar ar
A (1N’ (5 [ 20
3)\6/) \6) \1296)°
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Sannolikheten att sla exakt fyra sexor med fyra tarningar ar

(5) - (%)

Sannolikheten att sla minst tre sexor med fyra tarningar &r

(s * i) = (i) = (i)

Det &r alltsa cirka 1.62% chans att fa (medréknat den sparade sexan) minst fyra stycken
sexor, sedan i nésta beslutsepok placera 24 poéng i fyrtal och da uppna («a+2) totalpoéng,
vilket resulterar i vinst i tvaspelare-spelet. Sannolikheten att vinna med handling z &r
alltsa storre dn med handling dM%*(z), som #r 0%.

Vi kan nu med hjalp av datorprogrammet hitta ett spel dar tillstand x uppnas. Simulering-
en avbryts nér ett spel innehallandes det sokta tillstandet har patraffats och spelhistoriken
for det spelet presenteras i Tabell 6.

Tabell 6: Spelhistorik for spel som gar genom tillstand o néir 7 5ljs (spel 1838 av 1838
simulerade)

R Slag1 Behall 1 Slag 2 Behall 2 Slag 3 Kategori Poing ~ T
1 (2,0,0,1,2,0) (0,0,0,0,2,0) (0,0,0,0,4,1) (0,0,0,0,4,0) (1,0,0,0,4,0) Femmor 20 63 0
2 (0,0,0,1,2,2) (0,0,0,0,2,2) (0,0,0,0,2,3) (0,0,0,0,2,3) (0,0,0,0,2,3) Kak 28 43 20
3 (2,2,0,0,1,0) (0,2,0,0,0,0) (1,3,0,0,0,1) (0,3,0,0,0,0) (0,3,0,1,1,0) Tvaor 6 43 48
4 (0,1,2,2,0,0) (0,0,0,2,0,0) (0,1,0,3,1,0) (0,0,0,3,0,0) (0,0,0,4,0,1) Fyror 16 37 ©4
5 (0,1,1,1,0,2) (0,0,0,0,0,2) (0,1,0,0,1,3) (0,0,0,0,0,3) (0,2,0,0,0,3) Sexor 18 21 70
6 (0,1,0,1,1,2) (0,0,0,0,0,2) (1,1,0,1,0,2) (0,0,0,0,0,2) (0,2,0,1,0,2) Ett par 12 3 88
7 (0,0,2,3,0,0) (0,0,0,3,0,0) (1,0,0,3,1,0) (0,0,0,3,0,0) (1,0,0,3,1,0) Ettor 1 3 100
8 (0,0,2,1,1,1) (0,0,1,1,1,1) (0,1,1,1,1,1) (0,1,1,1,1,1) (0,1,1,1,1,1)  Stor stege 20 2 101
9 (1,1,1,0,1,1) (0,0,0,0,0,1) (1,0,2,0,1,1) (0,0,2,0,0,0) (1,0,2,1,1,0) Treor 6 2 121
10 (3,1,0,0,0,1) (0,0,0,0,0,1) (1,0,0,1,1,2) (0,0,0,0,1,2) (0,0,0,1,2,2) Tva par 22 0 127
11 (2,2,0,0,0,1) (0,0,0,0,0,1) (1,0,1,2,0,1) (0,0,0,0,0,1) (1,0,0,2,0,2) Chans 21 0 149
12 (1,0,0,2,2,0) (0,0,0,0,2,0) (0,0,2,1,2,0) (0,0,0,0,2,0) (0,0,1,0,3,1) Tretal 15 0 170
13 (2,1,2,0,0,0) (0,0,2,0,0,0) (1,0,2,2,0,0) (0,0,0,2,0,0) (1,0,1,2,0,1) Liten stege 0 0 185
14 (2,1,0,2,0,0) (0,0,0,2,0,0) (0,0,1,3,0,1) (0,0,0,3,0,0) (1,0,0,3,0,1) Yatzy 0 0 185
15 (0,1,0,0,3,1) (0,0,0,0,3,0) (0,0,0,0,4,1) (0,0,0,0,4,0) (0,0,0,0,5,0) Fyrtal 20 0 185

Delsumma (exkl. bonus) 205

Bonus (y =0) 50

Totalpoidng 255

"Slag 2”7 pa rad 15 i Tabell 6 beskriver just tillstand x (beskriver ¢ i x, men resterande
parametrar gar att utlisa ur tabellen i sin helhet). "Behall 2” pa rad 15 i Tabell 6 beskriver
handlingen d™?(z). Vi har saledes nu ocksé indirekt visat att d*%*(x) dr handlingen att
behdlla femmorna (i denna situation har att behdlla femmorna och spara sexan eller behdlla
femmorna och sla om sexan samma forvantade vérde, i teorin gors da ett slumpmaéssigt
val d& det inte har nagon paverkan pa spelet). Totalpodngen vid tillstand z &ar i detta spel
185 vilket gor att a berdknas till 257. Det som aterstar att visa ar att y gar att uppna
med 7% f5r o = 257. Tabell 7 visar ett simulerat spel nir 7% £5ljs.
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Tabell 7: Spelhistorik for spel som uppnar terminaltillstand y nir 7 £5ljs (spel 91 av
91 simulerade)

R Slag 1 Behall Slag 2 Behall Slag Kategori Poéng
1 (0,2,1,0,0,2) (0,0,0,0,0,2) (1,1,0,1,0,2) (0,0,0,0,0,2) (0,0,0,1,0,4) Sexor 24
2 (0,1,0,2,2,0) (0,0,0 0,2,0) (1,0,1,0,3,0) (0,0,0,0,3,0) (0,0,2,0,3,0) Kak 21
3 (1,1,2,0,1,0) (0,0,2,0,0,0) (1,0,2,1,0,1) (0,0,2,0,0,0) (0,0,3,0,0,2) Treor 9
4 (1,0,1,2,1,0) (0,0,0,2,0,0) (1,0,1,3,0,0) (0,0,0,3,0,0) (0,1,1,3,0,0) Fyror 12
5 (1,1,1,1,1,0) (1,1,1,1,1,0) (1,1,1,1,1,0) (1,1,1,1,1,0) (1,1,1,1,1,0) Liten stege 15
6 (1,1,1,2,0,0) (0,0,0,0,0,0) (2,0,0,3,0,0) (0,0,0,3,0,0) (0,0,1,4,0,0) Fyrtal 16
7 (0,1,0,0,3,1) (0,0,0,0,3,0) (0,0,2,0,3,0) (0,0,0,0,3,0) (0,1,0,0,4,0) Femmor 20
8 (2,0,0,2,1,0) (0,0,0 0,1,0) (0,1,0,3,1,0) (0,0,0,0,1,0) (1,1,0,0,2,1) Ett par 10
9 (1,0,2,1,0,1) (0,0,0,00,1) (0,2,1,1,0,1) (0,1,1,1,0,1) (0,1,1,1,0,2) Chans 21
10 (1,1,1,0,1,1) (0,1,1,0 1,1) (0,1,1,0,2,1) (0,0,0,0,2,1) (1,0,0,1,2,1) Ettor 1
11 (0,0,1,0,2,2) (0,0,0,0,2,2) (0,0,0,0,3,2) (0,0,0,0,2,2) (0,1,0,0,2,2) Tva par 22
12 (2,1,1,1,0,0) (0,1,0000) (1,1,1,1,1,0) (0,1,1,1,1,0) (0,2,1,1,1,0) Tvaor 4
13 (1,1,0,2,1,0) (0,0,0,2,0,0) (2,0,0,2,0,1) (0,0,0,2,0,0) (0,0,1,3,0,1) Tretal 12
14 (1,1,2,001) (0,1,1,00,1) (0,1,1,1,1,1) (0,1,1,1,1,1) (0,1,1,1,1,1)  Stor stege 20
15 (1,0,1,2,1,0) (0,0,0,2,0,0) (0,0,0,3,1,1) (0,0,0,3,0,0) (1,0,0,3,1,0) Yatzy 0
Delsumma (exkl. bonus) 207

Bonus (v = 0) 50

Totalpoiang 257

Vi har nu visat att det dr mojligt att hamna i tillstand x samt tillstand y nir 79 f5ljs
samt att 779 vid tillstand x ger handlingen att spara alla femmor. Vi har #ven visat
att handlingen spara seran har storre sannolikhet att vinna &n handlingen spara alla
femmor. m

4.5 Exempel

Optimala strategier som 7% och 7fikrds kan vara mycket effektiva ifall en spelare har

tillgang till en tillrdckligt snabb dator som kan, utifran givet tillstand, ta fram optimal
handling. Det &r dock inte mojligt for en ménsklig spelare att utan dator kunna berékna
eller memorera en optimal strategi. Vi har darfér anvant datorn for att ta fram den opti-
mala handlingen givet vissa vanligt forekommande tillstand, dar den optimala handlingen
inte 4r uppenbar.

Ett dilemma som kan uppsta ar i vilken kategori en spelare bor placera sina podng nar
spelaren slagit 4 stycken sexor (inga slag aterstar). Det naturliga valet &r mellan Sexor
och Fyrtal. Vi har darfor rdknat utifran tillstand da dessa kategorier 4r 6ppna men sedan
justerat de andra kategorierna for att se om det paverkar valet av handling. Observera
att & = (0,0,0,0,1,4) och p = 0 i alla tillstind. Strategin 7%:s resultat presenteras i
Tabell 8.
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Tabell 8: Optimal handling givet § = (0,0,0,0,1,4) och p = 0 enligt 7

;olkning v Optimal handling
A B Seor (i)
SlE)r’e(’)c;L(l)’s%?éi(r)l7g27 POL000.0.0.0 63 Sexor (24p)
Al e ke st B Seor ()
A e ke s st Vatzy 65 Seor (20)
(All’l;j;\’frle7 ta(i:agggie()l"’ 2‘;21;12(’12: 0‘571“2)S,exor racker for bonus 18 Sexor (24p)
(Alfl;’li;tleg()’r?’erl ’s%ci?iil’g(zi’zi’ tllze1 782)’((1)2' racker for bonus 18 Sexor (24p)
](illrlcll;xié 1t7ri’75217 27[)156%7 0t7r137 ;l(;:i(,)rl 7r1i)cker fér bonus 18 Sexor (24p)
(All’lelxjéjlvjrlé ta(z’e(g);ggi’e% 2t7£r’12(’127, Of’e(r)r)l sexor kravs for bonus 30 Fyrtal (24p)
Eﬁll’l;l:z;tlégl(;r(i]’ei ’Siéil’g%;7’ fleznll, ié:i())r kravs {or bonus 30 Fyrtal (24p)
5{1171;7115;tle7g107r?(;1} ’S}C’é&l,g(()i;,’ tl\’/; ’St;(lo)r krévs for bonus 12 Sexor (24p)
At st sexer il P e
(All’lelm7lielt1e7g:'l(;r(i)érl 7slt"eiil,g(()ial,7 ;17118761};; )kréivs for bonus 6 Fyrtal (24p)
Ekll’lijliz;tle’g(;roiyel} ’s}c’éiilygody;,’ 1{1)’0117uls7 i(zdan sdkrad 0 Fyrtal (24p)
é’le’ni;}(’)rl 762)’1());1211: 1tjvz{; ge,i(’)rl ’ol(;hl ”53/21 femmor racker till bonus 22 Sexor (24p)
(1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) 09 Fyrtal (24p)

Femmor och alla undre 6ppna, 22p racker till bonus

Det vi kan utlésa fran Tabell 8 ar att det & hur manga poéng som kravs fér bonus
som verkar paverka vilket val som bor goras, inte vilka andra undre kategorier som &r
oppna. I alla de vanligt forekommande fallen da antingen 63 poéng kravs med alla 6vre
kategorier 6ppna eller 18 poédng kravs med alla ovriga 6vre kategorier stdngda sa dr den
optimala handlingen att placera poéngen i kategorin Sexor. Det finns dock mindre vanligt
forekommande tillstand, da antingen fem sexor kravs eller att det racker med noll, en eller
tva sexor for att uppna bonus, dar strategin véljer Fyrtal. Vi ser i fallet da 12 poéng kravs
for bonus, och alla 6vre kategorier ar stdngda, att antalet 6ppna kategorier paverkar valet
av optimal handling. Vi ser att detsamma géller nér dven kategorin Femmor &r 6ppen och
det istéllet kravs 22 podng. Detta ar sjalvklart inte alla mojliga tillstand sa inga definitiva
slutsatser bor dras, men om vi ska sammanfatta resultatet sa ar det mest anviandbara att
den optimala handlingen i basfallet, alla kategorier 6ppna, ar att vélja Sexor.
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Vi jamfor nu med resultatet nir wRekordsoo hergknas. Strategin dr alltsa framtagen for att
maximera sannolikheten att sluta spelet pa minst 300 poang.

Tabell 9: Optimal handling givet x = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), § =
(0,0,0,0,1,4), p=0, 7 = 0 och v = 63 om rfekordso f5]jg

Modjliga handlingar Poidng Ny 7 Ny~ P(ry > 300)

Ettor 0 0 63 0.0754
Tvaor 0 0 63 0.0557
Treor 0 0 63 0.0357
Fyror 0 0 63 0.0190
Femmor ) 5) 58 0.0250
Sexor 24 24 39 0.1970
Ett par 12 12 63 0.0961
Tva par 0 0 63 0.0278
Tretal 18 18 63 0.1239
Fyrtal 24 24 63 0.1983 < optimal
Liten stege 0 0 63 0.0769
Stor stege 0 0 63 0.0545
Kak 0 0 63 0.0247
Chans 29 29 63 0.1267
Yatzy 0 0 63 0.0004
Tabell 10: Optimal handling givet « = (1,1,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1,1), § =

(0,0,0,0,1,4), p =0, 7 = 208 och v = 18 om 7fckordsoo f5]js

Mojliga handlingar Podng Ny 7 Ny vy P(ry > 300)

Sexor 24 282 0 0.1639
Fyrtal 24 232 18 0.3549 < optimal

Tabell 9 visar att om fyra sexor har slagits vid slutet av spelets forsta runda sa bor
poangen placeras pa Fyrtal om spelaren mal ar att uppna minst 300 poang.

Tabell 10 visar att om fyra sexor har slagits vid slutet av spelets nést sista runda, Sexor
samt Fyrtal ar de tva 6ppna kategorierna, 18 poéng krévs for bonus och 18 +50+ 24 = 92
poang krivs for att fa 300 podng, vilket &dr spelarens mal, sa bor podngen placeras pa
Fyrtal.

Den optimala handlingen i bada dessa tillstand skiljer sig alltsa beroende pa vilken optimal
strategi av M och wfekordsoo som asyftas, det vill siga vad som &r spelarens mal med
spelet. Vi kan nu formulera en sats om hur en spelares optimala handling, i ett specifikt
tillstand, skiljer sig at beroende pa spelarens mal med spelet.

Sats 4.2. Givet att datorprogrammet dr implementerat korrekt sa ska en spelare som,
efter forsta rundans alla slag, har slagit exakt fyra sexor placera poangen i kategorin Sexor
om spelaren vill maximera sin forvantade slutgiltiga totalpodng, men spelaren ska istéllet
placera poéngen i kategorin Fyrtal om spelaren vill maximera sin sannolikhet att uppna
minst 300 totalpodng vid spelets slut.

26



Bewvis. Strategi 7™"%* innehaller de beslutsregler som maximerar spelarens forviintade slut-
giltiga totalpoang.

Strategi wfkordsoo inpehaller de beslutsregler som maximerar spelarens sannolikhet att
uppna minst 300 totalpodang vid spelets slut.

Lat s vara tillstandet dar en femma och fyra sexor ar slagna, alla kategorier &r Gppna
och inga slag aterstar. Tabell 8 visar att givet tillstind s s& dr handlingen a = d™%(s)
(beslutsregeln for s fran strategi 79%) att stéinga Sezor.

Tabell 9 visar att givet samma tillstdnd s s& dr handlingen b = dfe*rdso(s) (beslutsregeln
for s fran strategi wfekordsoo) att stiinga Fyrtal.

Datorprogrammet &r kort aven for tillstanden da fyra sexor och antingen en etta, en tvda,
en trea eller en fyra &r slagna och 6vriga parametrar identiska med tillstand s. Resultatet
blev handlingen att stinga Sezor for alla dessa tillstand da 7% £5]js och handlingen att
stinga Fyrtal for alla dessa tillstand da mfekordsoo f5]5s, O]

Sats 4.2 bekraftar det som innan arbetet var forfattarens hypotes.

Ett annat dilemma, dar optimal handling inte ar direkt uppenbar, ar vilka tdrningar en
spelare som har kategorierna Fyrtal och Kak Oppna, ett slag kvar, slagit tre sexor, en
femma och nagon annan valor, bor behalla. Observera att 6 = (1,0,0,0,1,3) och p =11
alla tillstand. Strategin 7%:s resultat presenteras i Tabell 11.

Tabell 11: Optimal handling givet 6 = (1,0,0,0,1,3) och p = 1 enligt 7™

K
Tolkning

(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)

Alla kategorier 6ppna
(1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0)

Alla 6vre kategorier stdngda
(1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1)

Alla 6vre kategorier och Yatzy stédngda
(1,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0)

Alla 6vre kategorier och tretal stdngda
(1,1,1,1,1,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0)

Alla 6vre kategorier och tva par stingda
(1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0)

Alla 6vre kategorier och chans stédngda
(1,1,1,1,1,1,1,0,1,0,1,1,0,1,1)
Endast tva par 6ppen
(1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,1,1,0,1,1)
Endast tretal 6ppen
(1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1)

Alla kategorier stiangda

v Optimal handling

63 Behall (0,0,0,0,0,3)
0 Behall (0,0,0,0,0,3)
Behall (0,0,0,0,0,3)
Behall (0,0,0,0,0,3)
Behall (0,0,0,0,0,3)
Behall (0,0,0,0,0,3)
0 Behall (0,0,0,0,0,3)
0 Behall (0,0,0,0,0,3)

0 Behall (0,0,0,0,0,3)

Resultatet i Tabell 11 visar tydligt att 7% foredrar att behalla endast sexorna i alla
testade tillstand. Vi kan inte komma pa nagot x som skulle paverka detta men det gar
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inte att utesluta att sddana tillstdnd existerar.

Vi jamfor nu med 7fekordsoo 4 alla kategorier dr 6ppna. Resultatet presenteras i Tabell
12.

Tabell 12: Optimal handling givet § = (1,0,0,0,1,3), p =1, 7 =0, 7 = 63 och 5 = 300
enhgt ,/TRekordB

K
Tolkning

(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
Alla kategorier 6ppna

v Optimal handling

63 Behall (0,0,0,0,0,3)

Resultaten presenterade i Tabell 11 och Tabell 12 indikerar att den optimala handlingen
ar densamma, att behalla endast sexorna, for bada strategierna. Dock bor inga definitiva
slutsatser dras da inte alla mdojliga tillstand, och endast ett specifikt 3, dr berdknade.
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5 Sammanfattning av de viktigaste resultaten

Foljande resultat ar ett urval av resultat som tidigare presenterats i arbetet, med undantag
for 2. och 3. som innehaller nya resultat. Resultaten bygger pa anvindandet av flera
datorprogram konstruerade med hjélp av en Al-tjinst och bor endast betraktas som
korrekta under forutsittning att programmen #r korrekt implementerade®.

1. Vi har tidigare visat att viinteviirdet for ett spel av Yatzy nir 7 f6ljs dr 248.4400
(Sats 3.2).

2. Vi beridknar nu sannolikheten att uppna minst 3 antal slutgiltiga totalpodng nar
mRekords £5]js och presenterar resultaten i Tabell 13.

Tabell 13: Sannolikheten att uppna minst 3 antal slutgiltiga totalpoing med rfekerds

B Pty > )
200 0.9457
249 0.5710
287 0.2228
289 0.2080
300 0.1373
330 0.0114
374 0.0000

3. Sannolikheten att lyckas fa maxpodngen 374 berdknas, avrundat till 40 decimaler,
till
0.0000000000013146626799340199731602751854.

Det motsvarar ungefir att ett av 761 miljarder spel lyckas, forutsatt att alla hand-
lingar viljs optimalt.

4. Vi har visat att det finns en strategi som #r mer framgangsrik &n 7/

Yatzy (Sats 4.1).

e i tvaspelare-

5. Vi har visat att ett tillstand kan ha olika optimala handlingar, beroende pa spelarens
mal med spelet (Sats 4.2).

6. Vi har i Tabell 5 visat att for det lilla spelet, 2-Yatzy, giller att 79 har hogre
forvintad slutgiltig totalpodng dn mwf¢*97%s medan det omvinda forhallandet rader
for sannolikheten att fa minst § poédng nér § = 5. Vi har ingen anledning att tro
att detta inte géller dven for Yatzy, samt for alla (.

8Detta diskuteras mer i Sektion 7.

29



6 Kommentar pa tidigare arbeten

De mest frekvent refererade forfattarna nédr det kommer till optimala Yatzy strategi-
er &r Tom Verhoeff [4] och James Glenn [5], ddr Verhoeffs arbete ligger till grund for
Glenns arbete. Bada dessa forfattare berér endast "Yahtzee” med internationella regler.
Bade Verhoeff och Glenn berdknade en optimal strategi for att maximera antalet poang
i enspelare-spel samt det forvintade vardet till 254.59. Att det forvintade vardet skiljer
sig fran vart berdknade forvantade virde for svenska regler pa 248.4400 &r inget konstigt
alls da poangriakningen dr annorlunda. Om nagot &r det ovéntat att de forvantade varde-
na ligger sa pass ndra varandra da kategorierna och poangsattningen skiljer sig relativt
mycket.

C.J.F Cremers [6] har sjélv tagit fram en algoritm som liknar den vi anvénder for att
maximera sannolikheten att uppna en viss slutgiltig totalpoéng. Cremers fokuserar likt
Verhoeff och Glenn pa de internationella reglerna och kan sla fast det vi missténker géller
aven for var implementation, namligen att en sadan strategi &r béttre pa att uppna [
totalpoang for alla mojliga 8 an strategin som fokuserar pa att maximera totalpodngen.
Det illustreras i grafen "Figure 6.2” i Cremers arbete.

Jakub Pawlewicz [7| sammanfattar dessa tidigare arbeten och visar egna metoder for
att minska antalet tillstand som behdver lagras samt tiden det tar for en dator att gora
de nodvandiga berdkningarna. Ett resultat av detta blir att han sedan kan ge sig pa
att understka "multi-player Yahtzee”, alltsa strategier som tar hansyn till en motspelares
tillstand. Enligt Pawlewicz dr hans arbete den forsta djupgaende analysen av "multi-player
Yahtzee”. Trots Pawlewiczs optimeringar gar det inte att berdkna en optimal strategi for
flerspelar-versionen, vilket namnet A Nearly Optimal Computer Player in Multi-player
Yahtzee avslojar.

Pawlewicz tar istéllet fram en heuristisk strategi som bygger pa att for varje tillstand
beridknas sannolikheten att uppna alla mdéjliga poéng, tillstanden tilldelas en sannolik-
hetsfordelning. Pawlewicz heuristiska strategi bygger alltsa vidare pa Cremers arbete,
vilket Pawlewicz refererar till. Pawlewicz menar att resultatet av den heuristiska strate-
gin ar forvanansvart bra och att den for flerspelare-versionen &r véldigt néra optimal. Han
visar att den i flerspelare-spel gor mindre misstag &n bade optimal enspelare-strategi och
de bésta ménskliga spelarna (statistik fran 6ver 23 miljoner spel).

Nér det géller arbeten som beror Yatzy med de svenska reglerna ar det tre olika uppsatser
fran Kungliga Tekniska Hogskolan som ar av intresse. Den foérsta skriven av Marcus Lars-
son och Andreas Sjoberg [8] 2012, den andra av Sam Henriksson och Gustav Engstrom |9
2013 och den tredje av Daniel Jendeberg och Louise Wiksten [10] 2015. Det finns &ven ett
arbete skrivet pa Stockholms universitet av Emil Molinder [11] 2025 som beror strategier
i Yatzy, dock inte optimala strategier.

Larsson och Sjoberg fokuserar pa att, likt vi gjort i detta arbete, med hjalp av bakatin-
duktion och dynamisk programmering ta fram den optimala strategin for att maximera
totala podngen och sedan berdkna det forvintade vérdet. Deras resultat ar 248.63 i for-
vantat virde. Det ar en skillnad pa 0.19 fran vart beriknade virde pa 248.44 (avrundat
till tva decimaler).
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Efter granskning av vad som troligen® ér den kod [12] Larsson och Sjoberg anvint upptécks
att deras implementation gér mojligt (antagligen av misstag, da detta inte &r tillatet
enligt reglerna) att en spelare som slagit endast ett par tillats sétta podngen av detta par
i kategorin "tva par”. Genom att justera var kod och tillata detta sa verifieras resultatet
till 248.63 (avrundat till tv& decimaler).™

I och med att detta inte &r tillatet enligt de svenska reglerna for Yatzy sa anser vi att det
forvantade viardet bor ses som 248.44.

Henriksson och Engstrom har med inspiration fran Verhoeff, Glenn, Pawlewicz samt Lar-
sson och Sjoberg implementerat en egen algoritm som berdknar optimal strategi. Fokus
ligger pa att avgora skillnaden i strategi och forviantat viarde nar ett extra slag per runda
tillats. Arbetet presenterar det forvintade vardet som medelviardet av 100 000 simule-
rade spel med optimal algoritm (inte samma sak som det teoretiska forvintade vérdet,
men detta presenteras tyvérr ej). Medelvirdet for optimal strategi med tre kast (klassiska
regler) berdknas till 233.00 och for optimal strategi med fyra kast till 280.07.

Henriksson och Engstrom kommenterar skillnaden: ”Vi anser precis som Larsson och Sjo-
gren att den optimala strategin har implementerats, men uppenbarligen har vara imple-
mentationer skillnader som gor att resultatet ocksa skiljer sig. For var fragestillning anser
vi dock att eftersom de tva fall vi undersdker &ar implementerade med samma algoritm
kan en jamférande studie utforas. ”

Och de skriver i slutsatsen att: "Korrektheten for den optimala strategin ar fullkomliga,
men under detta arbete har mojligheten att kontrollera om denna faktiskt uppnatts in-
te kunnat undersokas. Trots avsakande av fullstdndiga bevis for total korrekthet anses
strategin vara ett fullgott verktyg for att jamfora de tva regelférutsattningarna.”

Detta arbete anser inte att Henriksson och Engstroms resultat dr anledning till att ifra-
gasitta det forvantade virdet pa 248.4400.

Jendeberg och Wiksten fokuserar i sitt arbete pa att jamfora den optimala strategin,
framtagen inspirerad av Glenns arbete, med andra strategier.

Arbetet slar fast att "The Optimal Algorithm has the highest mean, median, maximum
and minimum values.” Det forvintade virdet for den optimala strategin presenteras dven
hér som medelvirdet av 100 000 simulerade spel och faststélls till 213. Resultatet &r
betydligt ldgre dn tidigare berdknade forvantade virden.

Virt att notera ar att arbetet, utover de framtagna alternativa strategierna, &ven genom-
forde ménskliga test dir sex personer spelade totalt 300 rundor av Yatzy med instruktio-
ner att forsoka maximera sina egna poéng. Medelviardet av dessa 300 rundor berdknades
till 253.82. Det lilla underlaget gor att inga for stora slutsatser bér dras men det note-
ras dnda att det méanskliga medelvirdet ligger valdigt mycket hogre dn det presenterade
medelvardet for optimal strategin pa 213.

Inte heller i detta arbete presenteras kod sa att anledningen till skillnaden i férvintade
varden kan analyseras. Inte ges heller nagon kommentar pa att medelvardet skiljer sig sa
mycket fran Larsson och Sjobergs samt Henriksson och Engstroms.

9Larsson och Sjoberg refererar inte sjilva till koden, men den anvinds som referens i Henriksson och
Engstroms arbete och i README-filen sa ldnkas Larsson och Sjobergs arbete.
OHur granskningen och verifieringen gick till beskrivs mer i Sektion 7.
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Detta arbete anser inte att Jendeberg och Wikstens resultat dr anledning till att ifraga-
sitta det forvantade virdet pa 248.4400.

Molinders arbete fokuserar pa att jamfora tva olika strategier och de simulerade resulta-
ten. Strategierna dr inte optimala strategier framtagna med bakatinduktion utan istéllet
egenkonstruerade strategier. Den ena strategin ”"Satsar pa bonusen” och den andra "Fo-
kuserar pa nedre halvan”.

Ingen av dessa tva strategier ger sarskilt hoga resultat, medelviardet simuleras till 193.08
respektive 167.56. Resultatet for Molinders arbete &ar inte relevant for detta arbete mer
an att ingen av strategierna gav ett hogre medelviarde &n var berdknade optimala strategi
(rMaz) " vilket i sa fall hade varit en motsiigelse och anledning att ifragasitta strategins
optimalitet.
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7 Reflektion kring anvandandet av Al-tjanster

Grunden till detta arbete var en egen idé om hur det skulle vara mdjligt att ta fram en
optimal strategi, och saledes en forvantad slutgiltig poéng, for Yatzy. Nér skrivandet av
arbetet pabdrjades sa upptécktes tidigare arbeten som gjort just detta, dock med interna-
tionella regler och saledes lite annorlunda resultat, dar Glenns arbete gav inspiration till
hur en sadan metod kan visualiseras. Framtagandet av metoden gjordes forst for hand,
utan nagon inblandning fran Al

Under arbetets gang har metoden skrivits om for att passa in i modellen {6r Markovbeslut-
processer vilket ger en tydlig struktur att vila pa. I denna del har Al-tjanster, i huvudsak
Claude!!, anviints till att ta fram de definitioner som beskrivs i Sektion 3.1. Detta gav
forfattaren en forstaelse for Markovbeslutprocesser. For att inte denna del av arbetet ska
behova vila pa Al som kélla sa skrevs sedan sektionen om dér Putermans bok anvinds
som grund. Claude anvédndes till viss del for Gversattning och forstaelse av Putermans
notationer och variabler, men forfattaren star bakom formuleringarna av definitionerna
samt kan referera till Putermans bok.

Graferna i Figur 2 och Figur 3 ar forst framtagna med papper och penna, déartill ar
alla virden berdknade utan hjilp av Al. Claude har anvants for att kunna rita upp de
beskrivna graferna i Latex, men &ven héar fylldes virdena i manuellt.

All text och alla formuleringar ar framtagna av forfattaren pa det satt att forfattaren an-
tingen sjalv skrivit eller valt ut formuleringen. Claude har ibland anvénts som "bollplank”
for att diskutera vilken formulering som blir mest korrekt, pa liknande vis har &ven hand-
ledaren anvénts. Detta har gjorts pa sma delar av texten at gangen och inga langa delar
ar konstruerade av nagon Al-tjanst. Darfor anser forfattaren att texten ar hans egen och
han star bakom innehallet.

Den del av arbetet som vilar valdigt tungt pa anvindandet av Al ar konstrue-
randet av koden till datorprogrammen. Koden &r helt framtagen av Claude utifran
prompter och instruktioner fran forfattaren. Stora delar av arbetet har delats med Clau-
de for att beskriva algoritmen som koden ska implementera. Claude har inte alltid pa ett
forsok kunnat ta fram kod som ger onskat resultat, utan forfattaren har varit deltagande
i framtagningen av koden genom forslag pa foréndringar i koden.

Det var tidigt tydligt att forfattaren inte sjéalv skulle kunna skriva all den kod som kravs
for att gora de olika berdkningarna som presenteras i arbetet, da han saknar bade kunskap
och tid. Att lata Claude, som &r betraktad som en av de for tillfallet mest anvindbara
Al-verktygen nér det géller programmering, skriva koden uppskattas av forfattaren ha
sparat upp emot sex manader i tid, jamfort med att sjalv utan hjalp av nagon Al forsoka
skriva koden till programmen.

Det gar dock inte att komma ifran att koden ar framtagen av Al och férfattarens bristande
kunskap i programmering gor att delar av arbetet saledes vilar pa arbete som inte helt
kan ségas vara hans egna. Foljande atgirder har gjorts for att motivera anvindandet av
de Al-konstruerade datorprogrammen:

Modellen som anviints dr Claude Sonnet 4.6. Modellen ir tillgéinglig med gratisversionen. Forfatta-
ren till detta arbete har ett abonnemang (20 USD per ménad) som tillater mer daglig anvindning &n
gratisversionen.
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e Den lilla versionen av Yatzy, 2-Yatzy, har konstruerats for att delvis kunna visua-
lisera metoden som anvénds och delvis for att kunna verifiera datorprogrammens
resultat, da spelet &ar sé litet att de forvintade virdena gar att rdkna ut (vilket har
gjorts) utan datorprogrammets hjalp.

e De resultat som tagits fram har jamforts med tidigare arbeten om optimala strate-
gier i Yatzy. Har var Larsson och Sjobergs forvantade varde for svenskt Yatzy pa
248.63 samt upptickten om hur deras egenskrivna program hanterar Twa par det
som starkaste tyder pa att koden i programmet som tar fram 7% #r korrekt im-
plementerad. Programmet som tar fram 7f%°r9s gar inte att verifiera pa liknande
vis, da inga tidigare arbeten presenterar siffror for en sadan strategi nar det gal-
ler svenskt Yatzy. Daremot stdmmer resultaten 6verens med forvantningarna, det
vill séiga att den strategin &r béttre #n 7V for att uppna minst 5 poing, vilket
Cremers visar i sitt arbete stammer for alla S i Yatzy med internationella regler.

e Satserna har formulerats pa ett sadant satt att de forutsiatter att koden ar korrekt
implementerad. Detta gor satserna nagot svagare.

Skillnaden i forviantat virde som programmet yatzy max.py[3] rdknar ut till 248.4400
och det som Larsson och Sjoberg presenterar som 248.63 var mycket intressant da vi har
tillgang till den kod som ligger till grund fér deras resultat. Claude kunde inte pa forsta
forsoket identifiera nagot fel i programmet ScoreCard.java[12]| ddr det beskrivs hur poéang
delas ut i de olika kategorierna. Att skillnaden mellan resultaten var sa liten lag till grund
for en hypotes om att Twd par hade implementerats pa ett sétt sa att tva identiska par,
alltsa ett fyrtal, tillats. Nar Claude ombads understka detta sa upptéicktes istéllet att
ett par tillats for att ge podng i Twd par. For att bekrafta att detta var anledningen
till skillnaden sa ombads Claude skriva om koden i yatzy max.py sa att Twd par gav
poang bade for antingen ett eller tva par. Resultatet blev 248.6329, vilket kan avrundas
till 248.63.

Detta &r ett exempel pa hur anvindandet av en Al-tjanst kan fungera, pa ett siatt dar en
ménsklig aktor med kunskap i &mnet (i detta fall Yatzy) tillsammans med Al-tjénsten tar
fram intressanta resultat. Det kan &ven fungera som motivering till att Al anvidnts under
arbetet, da det mesta nu tyder pa att Claude har varit mycket effektiv och korrekt i att
konstruera ett datorprogram som implementerar metoden beskriven i arbetet, samt att
sma implementationsfel kan uppsta &ven om programmet ér méanskligt konstruerat.

Det sista som gjordes med koden var att lata Claude skriva om de tva viktigaste program-
men ("yatzy max.py” och "yatzy rekord.py”) med uppmaningen att gora det sa enkelt
som mojligt att folja med i koden. Detta gjordes for att oka forfattarens och eventuella
framtida ldsares forstaelse for koden. Programmen som tagit fram de presenterade resul-
taten ar dock de tidigare versionerna, vilka sparats for att kunna aterskapa resultaten.

Avslutningsvis bor det understrykas att det ar koden, det vill sdga implementationen av
algoritmen, som &ar framtagen av Claude och inte sjédlva algoritmen. Vilka berdkningar
som ska goras och hur de ska berdknas ar framtaget av forfattaren till detta arbete, med
inspiration fran referenserna.
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ERRATA

Uppsats: Yatzy som en Markovbeslutprocess: optimala strategier
anpassade utifran spelarens mal
Forfattare: Benjamin Tillius

Niva: Sjalvstandigt arbete, grundniva

Ar: 2026

Larosiate: Stockholms universitet

Sida Plats Star det (Fel) Ska vara (Réitt)

Sida 6 Stycke 1 / Rad 5 Algoritm 2.10 Algoritm 2.1

Sida 6 Stycke 1 /Rad 7 Algoritm 2.10 Algoritm 2.1

Sida 7 Definition 2.9 uR(s) =rn(s) uR(sn) = ry(sn)

Sida 8 Definition 2.12 N = h(pmaz + 1) N = h(pmaz + 1)+1

Sida 10 Definition 2.17 rn(St) rn(SN)

Sida 10 Definition 2.20 uf(sy) = rn(se) uy(sn) = rn(sN)

Sida 13 Stycke 3 / Rad 7 av av av

Sida 15 Stycke 2/ Rad 4 CENE) CHh=(0)

Sida 16  Definition 3.3 rn(st) rn(SN)

Sida 17 Stycke 1 / Rad 9 t =60 N =61

Sida 17 Stycke 1 / Rad 11 s;[(0,...,0),...,3,0,63)] s1=(0, ...,0),...,3,0,63)]

Sida 17 Sats 3.1, Bevis Algoritm 2.10 Algoritm 2.1

Sida 21 Stycke 5 / Rad 4 248.44 248.4400

Sida 22 Stycke 8 / Rad 1 exakt 3 sexor exakt tre sexor

Sida 24  Stycke 3 / Rad 2 slagit 4 stycken sexor slagit fyra stycken sexor

Sida 24  Stycke 3 / Rad 4 justerat de andra kategori- varierat de andra katego-
erna riernas tillginglighet

Sida 31  Stycke 9 / Rad 1 aven genomforde ménskliga #ven innehaller ménskliga

test

tester




Tabell 7 (Sidan 24)

Nuvarande utseende (Fel)

Tabell 7: Spelhistorik for spel som uppnar terminaltillstand y nir 79 £5ljs (spel 91 av
91 simulerade)

R Slag1 Behall Slag 2 Behall Slag Kategori Poing
v T
1 (0,2,1,0,0,2) (0,0,0,0,0,2) (1,1,0,1,0,2) (0,0,0,0,0,2) (0,0,0,1,0,4) Sexor 24
2 (0,1,0,2,2,0) (0,0,0,0,2,0) (1,0,1,0,3,0) (0,0,0,0,3,0) (0,0,2,0,3,0) Kak 21
3 (1,1,2,0,1,0) (0,0,2,0,0,0) (1,0,2,1,0,1) (0,0,2,0,0,0) (0,0,3,0,0,2) Treor 9
4 (1,0,1,2,1,0) (0,0,0,2,0,0) (1,0,1,3,0,0) (0,0,0,3,0,0) (0,1,1,3,0,0) Fyror 12
5 (1,1,1,1,1,0) (1,1,1,1,1,0) (1,1,1,1,1,0) (1,1,1,1,1,0) (1,1,1,1,1,0) Liten stege 15
6 (1,1,1,2,0,0) (0,0,0,0,0,0) (2,0,0,3,0,0) (0,0,0,3,0,0) (0,0,1,4,0,0) Fyrtal 16
7 (0,1,0,0,3,1) (0,0,0,0,3,0) (0,0,2,0,3,0) (0,0,0,0,3,0) (0,1,0,0,4,0) Femmor 20
8 (2,0 0,2,1,0) (0,0,0,0,1,0) (0,1,0,3,1,0) (0,0,0,0,1,0) (1,1,0,0,2,1) Ett par 10
9 (1,02,01,01) (0,0,00,0,1) (021,1,01) (0,1,1,1,0,1) (0,1,1,1,0,2) Chans 21
10 (1,1,1,0,1,1) (0,1,1,0,1,1) (0,1,1,0,2,1) (0,0,0,0,2,1) (1,0,0,1,2,1) Ettor 1
11 (0,0,1,0,2,2) (0,0,0,0,2,2) (0,0,0,0,3,2) (0,0,0,0,2,2) (0,1,0,0,2,2) Tva par 22
12 (2,1,1,1,0,0) (0,1,0,0,0,0) (1,1,1,1,1,0) (0,1,1,1,1,0) (0,2,1,1,1,0) Tvaor 4
13 (1,1,0,2,1,0) (0,0,0,2,0,0) (2,0,0,2,0,1) (0,0,0,2,0,0) (0,0,1,3,0,1) Tretal 125
14 (1,1,2,0,0,1) (0,1,1,0,0,1) (0,1,1,1,1,1) (0,1,1,1,1,1) (0,1,1,1,1,1)  Stor stege 20
15 (1,0,1,2,1,0) (0,0,0,2,0,0) (0,0,0,3,1,1) (0,0,0,3,0,0) (1,0,0,3,1,0) Yatzy 0
Delsumma (exkl. bonus) 207
Bonus (y = 0) 50
Totalpoing 257




Justerat utseende (Korrekt)

Tabell 7: Spelhistorik for spel som uppnar terminaltillstand y nir 79 £5ljs (spel 91 av
91 simulerade)

R Slag1 Behall 1 Slag 2 Behall 2 Slag 3 Kategori Poing «v T
1 (0,2,1,0,0,2) (0,0,0,0,0,2) (1,1,0,1,0,2) (0,0,0,0,0,2) (0,0,0,1,0,4) Sexor 24 63 0
2 (0,1,0,2,2,0) (0,0,0,0,2,0) (1,0,1,0,3,0) (0,0,0,0,3,0) (0,0,2,0,3,0) Kak 21 39 24
3 (1,1,2,0,1,0) (0,0,2,0,0,0) (1,0,2,1,0,1) (0,0,2,0,0,0) (0,0,3,0,0,2) Treor 9 39 45
4 (1,0,1,2,1,0) (0,0,0,2,0,0) (1,0,1,3,0,0) (0,0,0,3,0,0) (0,1,1,3,0,0) Fyror 12 30 54
5 (1,1,1,1,1,0) (1,1,1,1,1,0) (1,1,1,1,1,0) (1,1,1,1,1,0) (1,1,1,1,1,0) Liten stege 15 18 66
6 (1,1,1,2,0,0) (0,0,0,0,0,0) (2,0,0,3,0,0) (0,0,0,3,0,0) (0,0,1,4,0,0) Fyrtal 16 18 81
7 (0,1,0,0,3,1) (0,0,0,0,3,0) (0,0,2,0,3,0) (0,0,0,0,3,0) (0,1,0,0,4,0) Femmor 20 18 97
8 (2,0,0,2,1,0) (0,0,0,0,1,0) (0,1,0,3,1,0) (0,0,0,0,1,0) (1,1,0,0,2,1) Ett par 10 0 117
9 (1,0,2,1,0,1) (0,0,0,0,0,1) (0,2,1,1,0,1) (0,1,1,1,0,1) (0,1,1,1,0,2) Chans 21 0 127
10 (1,1,1,0,1,1) (0,1,1,0,1,1) (0,1,1,0,2,1) (0,0,0,0,2,1) (1,0,0,1,2,1) Ettor 1 0 148
11 (0,0,1,0,2,2) (0,0,0,0,2,2) (0,0,0,0,3,2) (0,0,0,0,2,2) (0,1,0,0,2,2) Tva par 22 0 149
12 (2,1,1,1,0,0) (0,1,0,0,0,0) (1,1,1,1,1,0) (0,1,1,1,1,0) (0,2,1,1,1,0) Tvaor 4 0 171
13 (1,1,0,2,1,0) (0,0,0,2,0,0) (2,0,0,2,0,1) (0,0,0,2,0,0) (0,0,1,3,0,1) Tretal 12 0 175
14 (1,1,2,00,1) (0,1,1,0,0,1) (0,1,1,1,1,1) (0,1,1,1,1,1) (0,1,1,1,1,1)  Stor stege 20 0 187
15 (1,0,1,2,1,0) (0,0,0,2,0,0) (0,0,0,3,1,1) (0,0,0,3,0,0) (1,0,0,3,1,0) Yatzy 0 0 207

Delsumma (exkl. bonus) 207

Bonus (y =0) 50

Totalpoidng 257




	Introduktion
	Om arbetet
	Bakgrund
	Struktur
	Datorprogram

	Regler i Yatzy

	Definitioner
	Markovbeslutprocesser
	Yatzy-liknande spel som Markovbeslutprocesser

	Versioner av Yatzy
	2-Yatzy
	Visualisering av 2-Yatzy
	Yatzy utan bonus
	Yatzy med bonus
	Yatzy

	Alternativa strategier
	Rekord-Yatzy
	Visualisering av Rekord-2-Yatzy
	Spel med olika mål
	Flerspelare-Yatzy
	Exempel

	Sammanfattning av de viktigaste resultaten
	Kommentar på tidigare arbeten
	Reflektion kring användandet av AI-tjänster
	Referenser

