<% Stockholm
niversity

c

SJALVSTANDIGA ARBETEN I MATEMATIK

MATEMATISKA INSTITUTIONEN, STOCKHOLMS UNIVERSITET

Reellt analytiska funktioner av en variabel

av

Karl Westergren

2026 - No K28

MATEMATISKA INSTITUTIONEN, STOCKHOLMS UNIVERSITET, 106 91 STOCKHOLM






Reellt analytiska funktioner av en variabel

Karl Westergren

Sjalvstandigt arbete i matematik 15 hogskolepoédng, grundniva
Handledare: Penelope Gehring

2026






Abstract

In this thesis, we discuss real analytic functions of one variable, including
their basic properties and illustrative examples. All real analytic functions
are in particular smooth. However, not all smooth functions are real analytic,
since analyticity is a stronger condition which ensures that the function is
locally representable by an absolutely convergent power series. Within the
class of real analytic functions, the functions themselves are, locally around
a point, uniquely determined by their derivatives of all orders at that point.
This property makes them rigid and can, for example, be useful in the theory

of ordinary differential equations.

Sammanfattning

I denna uppsats diskuteras reellt analytiska funktioner av en variabel, in-
klusive deras grundlidggande egenskaper och illustrativa exempel. Alla reellt
analytiska funktioner ar i synnerhet slidta. Daremot &ar inte alla odndligt deri-
verbara funktioner reellt analytiska, da analyticitet ar ett starkare villkor som
sékerstéller att funktionen lokalt kan representeras av en absolutkonvergent
potensserie. Inom klassen av reellt analytiska funktioner dr funktionerna, lo-
kalt kring en punkt, unikt bestdmda av sina derivator av alla ordningar i den
punkten. Denna egenskap gor dem rigida, vilket exempelvis kan vara anvénd-

bart inom teorin for ordinara differentialekvationer.
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1 Introduktion

Reellt analytiska funktioner ar en viktig klass av funktioner inom reell analys. Dessa
slata funktioner kdnnetecknas av att lokalt kunna representeras exakt av absolut-
konvergenta potensserier. Inom grundlaggande analys stoter man tidigt pa exempel
av sadana funktioner, daribland exponentialfunktionen och de trigonometriska funk-
tionerna sinus och cosinus. For dessa funktioner giller det att Taylorutvecklingen
kring en punkt ar mer dn en bra approximation av funktionen. De sammanfaller fak-
tiskt exakt med funktionen inom ett intervall kring expansionspunkten. Exempelvis

kan Taylorserien for exponentialfunktionen runt noll skrivas som

x

e’ = nz;; o

déar serien konvergerar absolut for alla reella tal x. Sambandet mellan funktioner och
deras potensserieutveckling har en grundlaggande betydelse inom analysen. Potens-
serier ar mer an ett verktyg for approximationer, utan mojliggoér en djupare forstaelse
for en funktions lokala struktur. En naturlig fraga blir da vilka funktioner som lo-
kalt kan representeras pa detta satt och vilka egenskaper en sadan representation
medfor. Det ar sarskilt intressant att undersoka skillnaden mellan reellt analytiska
funktioner mot funktioner som &r oéndligt deriverbara, speciellt da dessa klasser av

funktioner ofta sammanblandas i elementéra sammanhang.

Syftet med denna uppsats ar att studera reellt analytiska funktioner av en va-
riabel och undersoka deras grundliggande egenskaper. Sarskild vikt laggs vid po-
tensserier och funktionens derivator. Vidare redogérs hur analyticiteten paverkas
av algebraiska operationer sasom addition, subtraktion, multiplikation och division,

samt hur egenskapen bevaras under sammansattning och inversion av funktioner.

En central del av uppsatsen handlar om kriterier som gor det mojligt att avgora
nar en funktion ar reellt analytisk utan att explicit skapa dess Taylorserie. Detta
leder till undersokningar av derivatans tillvaxt som i sin tur ger upphov till de upp-
skattningar som karaktariserar reellt analytiska funktioner. Resultaten av derivatans
tillvaxt ger samtidigt en tydlig forklaring varfor vissa oandligt deriverbara funktio-
ner inte ar reellt analytiska. Uppsatsen &r begransad till reellt analytiska funktioner
av en variabel. Malet ar att ge en sammanhéngande framstéallning av teorin och

belysa de egenskaperna som sarskiljer en reellt analytisk funktion fran de odndligt
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deriverbara funktionerna.

Utover det teoretiska intresset sa har reellt analytiska funktioner betydande
tillampningar inom differentialekvationsteorin. For reellt analytiska initialvardespro-
blem sa kan lésningar ofta konstrueras genom potensserieutvecklingar, vilket skapar
en metod for att behandla problem som annars kan vara svara att analysera. Ett

exempel ar Riccatiekvationen
u'(t) =3ut) +u®)*+2,  u(0)=0,

dar kunskap om reellt analytiska funktioner mojliggor konstruktion av en losning

genom rekursion av potensseriens koefficienter.

Disponeringen pa uppsatsen lyder enligt foljande. I Sektion 2 introduceras de-
finitionen av reellt analytiska funktioner samt viktiga satser om konvergensradier,
derivering av potensserier och Taylorutvecklingar med restterm. Vidare visas hur re-
ellt analytiska funktioner beter sig under addition, subtraktion, multiplikation och
division. Darefter framgar vilka krav som stélls pa derivatan av alla ordningar for
att en funktion ska vara reellt analytisk. Unikheten av dessa funktioner behand-
las dven hér. I Sektion 3 sa visas hur de analytiska egenskaperna paverkas under
sammanséttning och inversion. Slutligen, i Sektion 4, ges en tillampning pa teorin
till ordinadra differentialekvationer, dér analyticiteten i initialvirdesproblemet blir
avgorande for huruvida potensserier kan anvindas for att konstruera en l6sning. Ex-
empel ar en stor del av uppsatsen och syftar till att visa hur teorin kan anvindas i

praktiken.
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2 Reellt analytiska funktioner och deras grund-

laggande egenskaper

2.1 Definition och grundidé

Vi borjar med att introducera begreppet reellt analytisk funktion och vad som skiljer
dessa fran andra typer av funktioner. Utgangspunkten ar potensserier och hur dessa

exakt representerar funktionen lokalt runt en punkt i definitionsmangden.

Definition 2.1 (Definition 1.1.5 1 [3]). Vi sdger att funktionen f: I C R — R ar
reellt analytisk i punkten o € I om funktionen kan representeras av en potensserie

i nagot Oppet intervall kring a.

o)

(@)= an(z —a)™
n=0
Alltsa konvergerar serien till funktionen i ett 6ppet intervall (— R+, R+«), for nagot
R > 0. R &r potensseriens maximala konvergensradie och for alla konvergensradier
0 < r < R sa konvergerar potensserien absolut. Om funktionen ar reellt analytisk i
alla punkter o € I sa betecknar vi att f € C*(I).

For att en funktion ska vara reellt analytisk maste ddarmed funktionen, i varje
punkt i dess definitionsméangd kunna representeras av en absolutkonvergent potens-
serie i ett Oppet intervall kring punkten. For att kunna anvinda definitionen sa
behover vi ett siatt att bestdmma en potensseries konvergensradie, alltsa hur stort
omrade representationen ar lika med funktionen. Da denna uppsats riktar sig mot
funktioner av en variabel sa kan konvergensradien anvandas for att skapa ett kon-
vergensintervall. Ifall potensserien runt en punkt a har maximal konvergensradie R
sa galler det att serien ar absolutkonvergent i intervallet (— R+ «, R+ «). Med hjalp
av d’Alemberts kvotkriterium och Cauchy-Hadamard Sats for serier sa kan vi finna

konvergensradien.

Sats 2.2 (Lemma 1.1.8 1 [3]). Lat

i:éo an(x —a)"

vara en potensserie kring . Lat A vara definierad enligt

1 1/n
A= lim sup la,| " .



Da ar potensseriens maximala konvergensradie lika med

0, A=o00
R=4{4, 0<A<o
00, A=

Bewvis. Med rottestet for hela uttrycket i potensserien far vi:

1
n

1
BN o) = |y — - 7=z —al-
L= T}Lrgosup|an(m )| = |x a|T}LIgosup|an| |z —af - A.
Rottestet sédger att serien konvergerar absolut om L < 1 och divergerar om L > 1.
For L = 1 ar testet inkonklusivt. Vi far ddrmed att potensserien konvergerar absolut
nar
1

Az —a| <1 <= |x—a|<z.

Sats 2.3 (Theorem 13, chapter 101 [2]). Lat

2 an(x —a)

vara en potensserie kring «. Lat M vara definierad enligt

anJrl
a, |

M := lim

n—oo

Under forutsittning att gransvardet existerar, dar 0 < M < oo, ar potensseriens

maximala konvergensradie lika med

0, M=o
R= ﬁ, 0<M<oo
oo, M=0

Bewvis. Med kvottestet for hela uttrycket i potensserien far vi:

An1 (QZ’ - OC)TL—H An+1

an

L = lim

n—oo

= lim
n—oo

|t —al =M |z —qf.

an(x —a)®
Kvottestet sager att om L < 1 sa konvergerar serien absolut. Om L > 1 sa diver-
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gerar serien och for L = 1 &r testen inkonklusivt. Vi far darmed att potensserien

konvergerar absolut nar

1
M- |lr—al <1l <— —a < —.
|z — af |z — «f i

]

Sats 2.2 och Sats 2.3 blir darmed tva sitt att bestdmma en potensseries kon-
vergensradie. I uppsatsen kommer satserna anvindas for att avgora ifall en serie
divergerar eller konvergerar. I det senare fallet sa kan dven potensseriens maximala

konvergensradie bestammas.

2.2 Derivering/integrering av potensserier och Taylorutveck-
ling

I Definition 2.1 definierade vi begreppet reellt analytisk funktion, alltsa en funktion

som lokalt kan representeras av en absolutkonvergent potensserie med en konver-

gensradie storre an noll. En naturlig fraga att stalla sig &r da om man kan derivera

och integrera potensserien och om dess derivata och primitiva form representerar

funktionens derivata och primitiva form med samma konvergensradie.

Sats 2.4 (Theorem 8.1 1 [4]). Antag att

o0

f(z) = Zan(x—a)”, |z — o] < R. (1)

n=0

D& konvergerar potensserien i (1) likformigt pa [—R + € + a, R — € + «, oavsett
vilket € > 0 som véljs. Det géller dven att f ar kontinuerlig och differentierbar i

(=R + a, R+ «) och
f(z) = i na,(r —a)" 1, lz—a| <R (2)
n=1
Bevis. Lat € > 0 vara givet. For |z — a| < R — € sa har vi att
|an(z = )" < fan(R —€)"]

och eftersom
(o)

an(R—¢)"

n=0
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konvergerar absolut har vi likformig konvergens pa (1) i intervallet [-R+ ¢+ «, R —

€ + af enligt Sats 7.10 i [4]. Eftersom {/n — 1 nir n — oo sa giéller det att

lim sup {/nla,| = lim sup {/|ax|.

Serierna i (1) och (2) har ddrmed samma konvergensradie och eftersom (2) é&r en
potensserie sa konvergerar den likformigt pa [—R+ €+ «, R — e + «f, for varje e > 0.
Vi applicerar nu Sats A.2 (for serier istillet for funktionsfoljder). Det géller da att
(2) ar giltig om |z — a| < R — €. Men givet ett = sa att |x — a| < R sa kan vi hitta
ett € > 0 sa att |z — a] < R —¢, alltsa géller (2) for |z — a| < R. Kontinuiteten fran

f foljer av existensen hos f’. ]

Sats 2.4 visar att reellt analytiska funktioner ar stabila under derivering. Potens-
serien far termvis deriveras och ér exakt lika med funktionens derivata med samma
konvergensradie. Vi har nu verifierat att en reellt analytisk funktion dr deriverbar in-
om sin konvergensradie. For att potensserien ska sammanfalla exakt med funktionen

sa kan inte koefficienterna vara godtyckliga.

Foljdsats 2.5 (Corollary sid.173 i [4]). For f € C¥(I) géller det att alla ordning-
ens derivator existerar i I och f™ € C¥(I) fér alla n € N. For varje a € I ges

koefficienterna, a,,, i potensserien

f(z) = an(z — )", |z — a| < R,
n=0
B F()
"«
=

Bewvis. Fran Sats 2.4 har vi att
o
(@) =" na,(x — )", |z — a| < R.
n=1
Genom att applicera Sats 2.4 upprepade ganger sa ges den k:te derivatan av

f®(z) = i_o: nin—1)...(n —k+ Da,(z — )", |lr —a| < R.

Sitt = . For alla n > k ir (o — )" * = 0 och endast termen dér n = k finns
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kvar d& (o — ) = 1. Den k:te derivatan i punkten « blir d& lika med

()

f(k)(a):k(k—l)Qlak:k'ak < ap = il

Potensserien for en reellt analytisk funktion ar dédrmed lika med

0o £(n) (g
f E)(

fla)=>

r—a)", lt—a| < R.
n=0

]

Foljdsats 2.5 visar att reellt analytiska funktioner ér odndligt deriverbara och att
alla ordningens derivator besitter de analytiska egenskaperna. Den visar ocksa att
koefficienterna i potensserien for en reellt analytisk funktion fullstandigt bestams av
funktionens derivator i expansionspunkten. En reellt analytisk funktion kan darfor

skrivas som

o ) (g
fa) =3 0 oy

|
n=0 n:

inom konvergensintervallet (—R + «, R + «). En {6ljd av Sats 2.4 och Foljdsats 2.5
blir att reellt analytiska funktioner &ven behaller sina analytiska egenskaper vid

integrering.

Foljdsats 2.6 (Proposition 1.1.18 i [3]). Om f(x) &r reellt analytisk i en punkt o
med konvergensradie R > 0 sa ar varje primitiv funktion med avseende pa x ocksa

reellt analytisk i & med samma konvergensradie R.

For att kunna avgora om potensserien verkligen representerar funktionen i in-
tervallet behdver man kontrollera utvecklingens restterm, vilket leder oss in pa Tay-
lorserier och Lagranges restterm. For att potensserien exakt ska sammanfalla med
funktionen i ett visst intervall sa kréavs det att "felet” gar mot noll nar polynomets

grad véxer.

Sats 2.7 (Theorem 5.15 i [4]). Lat f : [a,b] — R vara en funktion dar f™=1 ar
kontinuerlig p& det slutna intervallet [a, b] och f™) existerar pa det 6ppna intervallet
(a, b) for positiva heltal n. Lat «, 5 € (a,b) dar a # 3 och definiera Taylorpolynomet

av ordning n — 1 kring punkten o som

1 4G) (o |
Pn_1<x>:§%f jf )z — .
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Da existerar det ett &, strikt mellan a och £ sa att

(n)
7(8) = Poa(9) + T 5y
dar )
Ru() = Z 5 gy

kallas resttermen och anger felet néir funktionen approximeras med sitt Taylorpoly-

nom.

Bevis. Lat o, € (a,b). Lat R,, definieras av

f(B) == Paa(B) + Ru(B). (3)

Vi infor hjalpfunktionen
(x —a)" for a <z <. (4)

Vi har att g,(a) = ¢,(8) = 0 och kan darmed tillimpa Rolles Sats. Det finns
alltsa ett & strikt mellan « och § sé att g/, (1) = 0. Eftersom Taylorpolynomet och
funktionen har samma derivator i punkten « upp till ordning n — 1 sa géller det att
g®(a) =0 for k =0,1,...,n — 1. Rolles Sats kan dirmed tillimpas succesivt pa

(n

g, q" ..., gV tills vi erhéller ett &, strikt mellan o och 3 s& att

g™ (&) = 0.

Efter derivering n ganger av hjalpfunktionen i (4) far vi att

o — )y oy Bn(B)
Genom att lata x = &,, erhalls
n R () F (&) n
0=/ )(fn)—nlm — R.(B) = ol (B —a)

Resttermen visar hur vil potensserien approximerar funktionen. Om resttermen

gar mot noll nar n gar mot odndligheten for varje x i ett 6ppet intervall kring o sa
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innebér detta att funktionen sammanfaller med sin Taylorserie i det intervallet. Ett
enkelt exempel for att illustrera en reellt analytisk funktion ar exponentialfunktionen

vars derivata ar lika med funktionen.

Exempel 2.8. Lat f(r) = e dir z € R. For alla k € N giller det att f¥)(z) = e®.
Alltsa ar f € C*°(R). Taylorpolynomet for f(x) kring en punkt a ges av

n-1 f(J)
=> (x — ) Z —(x — )’ (5)
=0

Vi anvénder Sats 2.3 och undersoker konvergensradien.

aj+1
aj

1
f?%Odaj%ooforallaxER
J

Konvergensradien for potensserien i (5) dr darmed oandlig. Vi anvédnder nu Sats
2.7 och undersoker ifall resttermen gar mot noll. For varje n existerar en punkt &,

mellan « och z sa att

n—=1 £(j)
Ruw) = f2) - 3 !

Men vi vet att f(™(¢,) = e For alla 2 € R giller didrmed att

én
|Rn(x)|:€—|x—a| — 0 nir n — oo,
n!

da n! vixer snabbare 4n nagon potens av |z — «|. Eftersom R, (z) — 0 sa konvergerar

Taylorserien mot funktionen for alla reella tal z vilket leder till att f € C¥(R).
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1{\(\(\

(a) (b)

Figur 1: Exempel 2.8 med funktionen i (a). I (b) syns funktionen (r6d) och Taylor-
polynomet som beskrivs i (5) kring o = 0 av ordning 5 (bld) och 10 (gron).

Exemplet visar att Taylorserien inte bara &r en bra approximation av funktionen
utan att den exakt sammanfaller med funktionen for alla reella tal z. I Figur (1b)
ser vi hur Taylorpolynomet snabbt narmar sig funktionens graf med hogre ordning.
Nér n — oo sa kommer grafen for Taylorserien exakt motsvara funktionens graf for

alla reella tal z.

2.3 Operationer pa potensserier

Eftersom reellt analytiska funktioner lokalt kan representeras av en potensserie med
en viss konvergensradie sa vill vi nu ta reda pa om dessa funktioner bevarar sina
analytiska egenskaper under algebraiska operationer. I synnerhet vill vi undersoka
hur de analytiska egenskaperna paverkas av addition, subtraktion, multiplikation

och division.

Sats 2.9 (Proposition 1.1.7 i [3]). Lat f och g vara reellt analytiska i punkten
a. Om potensserien for f(x) runt o konvergerar pa det 6ppna intervallet C och
potensserien for g(x) runt « konvergerar pa det éppna intervallet Cy, sa géller pa

deras gemensamma konvergensintervall C' = C; N Cy att:

L J(@) £ g(@) = % (a0 £ b,)( — a)"
2 f@)-g(r)= = % (an-bi)(x — )"

18



Bewvis. 1. Lat
Ay = aj(z —a) och By =) bj(z — a),
=0 =0

vara de N:te partialsummorna av potensserierna som definierar f och g. Ifall
Sy ar den N:te partialsumman av potensserien
N .
Sy =) (a; £b;)(z — o)

j=0

sa galler att

flx) £g(x) = lim Ay + lim By
= Al tAn = B)

= Jim,
= (a; £b;)(z —a).
j=0

Eftersom Ay — f(z) och By — g(z) likformigt péa varje kompakt delméngd

av C sa kan vi termvis addera och subtrahera.

2. Lat N
Dn=13 > (an-b)(@—a)" och Ry = Y bi(x—a).
m=0 n+k=m j=N+1

= ;}ay (z —a)(g(x) — Ry—;)
= g() Zoaj(l’ —a) — Zoaj(l‘ —a)Ry_j

eftersom B; = g(x) — R; for allai =0,1,..., N. Vi ser dven tydligt att

g(x) Z%aj(x —a) = g(z) - f(z) niar N — oo.
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Vi behéver da visa att termen |agRy + a1(z — @) Ry_1 + -+ + an(z — @)V Ry|
gar mot noll da N — oo. Givet € > 0 sa kan vi hitta ett Ny sa att det for varje
N > N galler att |Ry| < e. Vi far da triangelolikheten:

N

>_aj(z —a) Ry

=0

N—Np N
< aj(r — o)) Ry_j| + Z aj(x —a)’ Ry_;

=0 j=N—No+1
N .
SE‘AN7N0| + Z Clj(.T — Oé)JRN,j .
j=N-—No+1

Vid ett fixerat Ny sa gar termerna mot 0 da N — oo, eftersom |an_n,+1(z —
a) V"N Ry 1+ -+ an(x — @)V Ro| bestar av Ny, alltsa ett dndligt, antal
termer och varje ay_;(z — a)¥ =" — 0 nir N gar mot odndligheten for varje
i=0,1,...,Ny— 1.

O

Vi har nu visat att reellt analytiska funktioner behaller sina analytiska egenska-
per under operationerna addition, subtraktion och multiplikation. Detta &r avgéran-
de for vidare undersokning, speciellt niar det kommer till sammansatta funktioner
och inversa funktioner. Vi kommer behova f6ljande lemma nar vi undersoker division
av reellt analytiska funktioner da det ar en grundlaggande forutsattning for att en

potensserie ska ha en konvergensradie storre an noll.

Lemma 2.10 (Corollary 1.1.10 i [3]). Potensserien
> an(z—a)" (6)

n=0

har en konvergensradie R om och endast om det for varje 0 < p < R existerar en
konstant C' > 0 sa att det for alla n € N géller att

Bevis. Vi visar denna ekvivalens genom implikation at bada hallen. Antag forst att

konvergensradien ar R. Valj ett p som uppfyller 0 < p < R. Serien konvergerar da
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absolut i |z — a| = p. Alltsa géller att

o9
5 Jaal 0" < 00,
n=0

Serien ar begréansad. Déarfor finns ett tal C' som uppfyller

C = sup |a,| p".
neN

Da géller for varje n € N att

¢

n"

|an| p" < C = an| <

)

Antag nu att det for varje 0 < p < R existerar en konstant C' > 0 sa att |a,| < C/p"
for alla n € N. Lat x vara en punkt som uppfyller |z — o] < R och vélj ett p sa att
|z —a| < p < R. Da géller att

C A
lan<x—a>"\=|an||x—a\ngyx_awzc(lx a|> |
P P)

Eftersom |z — a|/p < 1 sa konvergerar den geometriska serien

Z |an||x—a|" < ZC<‘5L‘—OK|> ‘
n=0 n=0 p

Enligt jamforelsekriteriet sa konvergerar darfor potensserien i (6) absolut. Da x
uppfyller |z — a| < R sa konvergerar potensserien absolut pa hela intervallet (o —
R,a+ R).

]

Lemma 2.10 visar att vi genom att undersoka koefficienterna kan garantera om
en potensserie har en konvergensradie storre dn noll. Vi kan nu ga vidare till satsen
om division, som skillnad fran multiplikation, addition och subtraktion, kraver extra

forsiktighet d& ndmnaren inte far vara noll i expansionspunkten, a.

Sats 2.11 (Proposition 1.1.12 i [3]). Lat f och g vara reellt analytiska funktioner

i punkten «, dar potensserierna som representerar f och g har konvergensintervall
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C1, respektive Cy. Ifall g(a) # 0, sé ar funktionen h som definieras enligt

reellt analytisk i punkten «. Vidare galler att forsta koefficienten for potensserien

som motsvarar h(z) i dess konvergensintervall ges av

Qo

Co = —
bo

och hogre ordningars koefficienter ges rekursivt av

1 n
ch=—\|a,— ijcn_j )
by =

Bewvis. Koefficienterna framfor z™ i

gm.h(x):(libk(x_a )(z )

n n
Z blcn—l = bOCn + Z blcn—l = Qp.
=0 =1

ar lika med

Ifall vi kan visa att potensserien

o0

Z (L’—Oé

konvergerar pa ett oppet intervall |z — a| < Cj sa géller att g(z)h(x) = f(x) for
|z — o] < C3NC5 enligt Sats 2.9. Utan forlust av generalitet kan vi anta att « = 0 da
vi kan gora variabelbytet z—a = y utan att forandra analyticiteten. Vi kan aven anta
att bp = 1 (genom att dela hela uttrycket med by) samt att (—1—¢,14+¢) C CyNCy
for nagot € > 0 genom dilation/kontraktion. Efter vara antaganden kommer béagge

serierna
o0 (@)
Z a,x", och Z b,z"

ha en konvergensradie storre an 1. Vi kan da se fran Lemma 2.10 att det existerar
en konstant 0 < M < oo sadant att |a,| < M och |b,| < M for alla n € N. Med
induktion kommer vi nu visa att |¢,| < M(1+ M)" {or alla n € N. Vart antagande
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att by = 1 ger |co| = |ao| < M. Alltsé stammer basfallet. Antag nu att pastaendet
staimmer for indexen 0,1,...,n — 1. Vi vill nu visa att pastaendet stammer for n.
Vi har da att

n
Cp = Gy, — Z beCr_j.
=1

Med absolutvarden far vi triangelolikheten
len] < lan] + > [0l lenl
=1

Vi anviander nu vara 6vre granser |a,| < M, |b,| < M samt induktionsantagandet
lena] < M(1+ M)" for varje [ = 1,2,...,n. Det ger oss

ol S M +>"M-M1+M)" =M+ M> (1+M)""
=1 =1

Vi indexerar om summan och sétter £k = n — [. Nar [ gar fran 1 till n sa gar k fran
0 till n — 1, vilket leder till att

n n—1 n—1
ol < M+ M*> " (1+ M)™ :M+MZZ(1+M)’“:M<1+MZ(1+M)’“> :
=1 k=0 k=0

Tillsammans med Lemma A.3 far vi att
n—1
lenl <M (1 + MY (1+ M)’“) = M(1+ M)".
k=0
Enligt Sats 2.2 sa har da potensserien
> en(z—a)”

n=0

en konvergensintervall pa minst

1 1
<_1+M+a’1+M+a>’
O

Sats 2.11 visar att kvoten av tva reellt analytiska funktioner, forutsatt att nam-
naren ar nollskild, ocksa ér reellt analytisk. Dérmed kan man konstruera l6sningen

till divisionen genom att losa det rekursiva sambandet mellan koefficienterna. For
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att illustrera hur vi kan anvinda satserna som behandlar algebraiska operationer sa
studerar vi ett exempel déar funktionen saknar en enkel form pa sin Taylorserie runt

alla expansionspunkter skilda fran noll.

Exempel 2.12. Lat

—t

oo e
— R R
f(@) /0 1422t 7 ve

Vi sitter funktionen »

e
¢z, t) = T2

For varje t > 0 och z € R ar ¢(x,t) en odndligt deriverbar funktion med avseende
pa x, da det ar ett rationellt polynom dar ndmnaren aldrig blir noll. Eftersom ¢ ar
en jamn funktion i z &r alla udda derivator i = 0 lika med noll. Fér n € N galler

det att

8211 82n eft
n¢(x,t)' = 5 () ‘ = e '(2n)!(—1)"t".
0x? oo O \1+2%t)| _,
Med absolutbelopp far vi
a2n .
|8x2”¢(x’t) » = (2n)le”"t".

For smé z i en omgivning av x = 0 finns det, for varje n € N en konstant C), sa att

< Crpe 't =, (2).

2n
’ A

oxn

Det foljer da av satsen om derivering under integraltecknet, vilket exempelvis visas
i Sats 2.27 i [1], att

d2n

dx2n

f(z)

— (2n)(—1)" / Tt dt = (2n)(—1)"n! . (7)

=0 0

Genom uttrycket for f37(0) i (7) tillsammans med vetskapen om att alla udda
derivator i x = 0 ar lika med noll kan vi skapa Taylorpolynomet for f kring o = 0,

vilket ges av

P, 1(x) = Z(—l)jj!ij ) (8)



Med Sats 2.3 kan vi berdkna konvergensradien for potensserien.

+1)!
:(j%' ) =(j+1) = conédr j — oo
J!

aj+1

aj

for alla reella tal = skilda fran noll. Konvergensradien for Taylorserien i (8) &r ddrmed
lika med noll. Enligt Definitionen 2.1 sa ska potensserien konvergera till funktionen
i en omgivning (—R + o, + R) av « for nagot R > 0 for att den ska vara reellt
analytisk dar. I vart fall ar @ = 0 och Taylorserien konvergerar bara i x = 0 vilket
leder till att f(x) inte ar reellt analytisk dér. Om vi istéllet ser pa funktionen i en

punkt x # 0 sa kan vi borja med att forenkla uttrycket med variabelsubstitution.

© et s =x’t 1 e a2
= [ ——dt= :f/ ds, 0. 9

Satt a = 1/x?. D& galler att for  # 0 ar a > 0. Fran (9) far vi d& att

a,—u —Uu
< ee™™ du W [€
=a = ae —du.
a ufa a a U

a/oo e s ds — [u:a(1+s)
0

I+s ds = v

Néir s = 0 4r u = a och nir s — 0o s& gar u — oo. Vi sétter in a = 1/2? erhéller d&

1] fooev

flz) = e?p B Tdu. (10)

Funktionen i (10) kan darmed skrivas som en multiplikation av funktionerna g och
h, sa att

@) =ha) o), @)= [ g = eeE )

x

Vi undersoker nu analyticiteten for A och g separat. Ifall bagge funktionerna ar reellt
analytiska i alla punkter skilda fran noll sa ar dven f det enligt Sats 2.9. Vi borjar
med att undersoka h(x). Om derivatan till A ar reellt analytisk i en punkt, sa ar

aven h reellt analytisk i den punkten, enligt Foljdsats 2.6. Derivatan for h(x) ges av

d [ee™ e 3 2 2 1
! = — E— = — —— | = — . e 22
W) dx/ u du 1/x? ( x3) z &

1
22

Med hjélp av Sats 2.11 ser vi att funktionen x — 2/x ar reellt analytisk i alla
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reella punkter x skilda fran noll, eftersom namnaren aldrig dr noll dér. Vi kommer,

—1/2% 41 reellt analytisk i alla punkter z bortsett fran

i Exempel 3.2, visa att z — e
noll, alltsa ar dven h'(x) reellt analytisk for alla = # 0 enligt Sats 2.9. Med Foljdsats

2.6 far vi ddrmed att h(x) ar reellt analytisk for alla reella tal x skilda fran noll.

Vi overgar nu till g(z) och delar upp funktionen i de tva faktorerna 1/x? och
e'/** | Eftersom bade téljaren och nimnaren i 1/22 &r reellt analytiska funktioner
och x2 # 0 for alla z # 0, ger Sats 2.11 att x + 1/2? r reellt analytisk i varje punkt
x skild fran noll. Den andra faktorn dr en sammansattning av funktionerna y +— e¥
som i Exempel 2.8 visat sig vara reellt analytisk for alla y, samt o — 1/2%. T Sektion
3 kommer vi visa att sammanséttningen av tva reellt analytiska funktioner ar reellt

analytisk. Alltsa ar dven g reellt analytisk for x # 0 enligt Sats 2.9.

Vi har nu visat att bade h(x) och g(x) ar reellt analytiska for alla x skilda fran
noll. Det foljer da fran Sats 2.9 att dven f(z) &r reellt analytisk for alla = € R\{0}.

AR —
L | \ /// \\\
[l \

Figur 2: Exempel 2.12 med funktionen i (a). I (b) syns funktionen (lila) och Taylor-
polynomet som beskrivs i (8) av ordning 5 (svart), 20 (réd) och 75 (bla).

I Exempel 2.12 kan vi skapa en Taylorserie for funktionen runt o = 0. Daremot
blir det véldigt svart att fa en explicit Taylorserie i nagot punkt a # 0. Vi anvander
darfor Sats 2.9 och Sats 2.11 for att motivera varfor funktionen ar reellt analytisk i
alla punkter skilda fran noll. I Figur (2b) ser vi hur konvergensintervallet for funk-
tionens Taylorpolynom kring o = 0 minskar med 6kad ordning. Nar n — oo sa

konvergerar potensserien bara i punkten x = 0 vilket leder till att den ej &ar reellt
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analytisk dér.

2.4 Derivatauppskattningar och kriterium for reellt analy-

tiska funktioner

For att systematiskt kunna arbeta med reellt analytiska funktioner behover vi ett
kriterium for att kontrollera koefficienternas tillvaxt i potensserierna. Sddana upp-
skattningar gor att vi direkt kan avgora ifall en given potensserie verkligen repre-

senterar en reellt analytisk funktion. Vi ser nu till féljande lemma.

Lemma 2.13 (Lemma 1.2.2 i [3]). For varje icke-negativt heltal n och for alla

—1 < x <1 sa giller det att

n!

Zm(m—l)...(m—n+1)xm_"=m

m=n

Bewvis. Resultatet far vi genom att derivera den geometriska serien

> 1
Z ™= , —-l<z<l,
0 1—2
och vi erhéller da resultatet enligt Sats 2.4. O

Da vi far en explicit form pa bade potensseriens derivata och funktionens derivata
sa blir Lemma 2.13 en viktig del nér vi nu ska flytta Taylorserien fran en punkt « till
en punkt S inom konvergensintervallet. Foljande Sats blir avgérande for att kunna

skapa ett kriterium om derivatans tillvaxt.
Sats 2.14 (Proposition 1.2.3 i [3]). Antag att potensserien
>_aj(z —a)
j=0
har en konvergensradie R > 0 och darmed representerar en reellt analytisk funktion

f pa intervallet (¢ — R, «+ R). Om 3 &r en punkt som uppfyller |o — 5| < R sa kan

vi definiera potensserien
S by — B (12)
§=0
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genom att lata

r9(3)
it

Potensserien i (12) har da en konvergensradie pa minst 7 = R — |a — ], och kon-

bA:

J

vergerar darmed till f pa det 6ppna intervallet (8 — 7,5 + 7).
Bewvis. Fran Sats 2.4 far vi att
=> mm—1)...(m—n+1)a,(f—a)" "
Fran Lemma 2.10 vet vi att det for varje 0 < p < R finns en konstant C' > 0 sa att
C
|aj| < P
P

Genom att anvinda ovanstaende lemma tillsammas med Lemma 2.13 far vi att

e} — « m-—n
FPOI<C Y mm—1)...(m—n+ Ume'
C o . m—n
— m(m ...(m—n—i—l)(w a|>
pn m=n p
_C n!
vz B—a] \ "1
=)
n!
=D
(p =18 —al)"
dar D = | 7 o Enligh Lemma 2.10 medfor denna uppskattning att potensserien

i (12) har en konvergensradie pa minst p — |f — «f for varje p < R. Eftersom
p < R var givet, foljer det att potensserien i (12) har en konvergensradie pa minst

T = R — |a — (|. Vi definierar nu funktionen g pa intervallet (8 — 7, 5 + 7) som
x) =) bi(x — By
=0

Fran Sats 2.7 vet vi att det finns ett &, mellan x och § sa att

n-1 )
@)= 3 =gy = Loy

Men samma uppskattning, som ges i Lemma 2.10, galler for £ (&,) som for f™(3),
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da &, ligger mellan [ och z. Vi far diarmed att g(z) = f(z). O

I Sats 2.14 visas hur expansionspunkten for en reellt analytisk funktion kan flyt-
tas inom konvergensradien och bibehalla sina analytiska egenskaper. En naturlig del
av detta blir att konvergensradien som mest minskar med |o — (| nér expansions-
punkten flyttas fran punkten « till 5, alltsa ndrmre randen till det ursprungliga
konvergensintervallet. Nar den nya potensserien runt § ar given sa definierar den
da samma reellt analytiska funktion i varje punkt av det nya konvergensintervallet.
Detta ar ett viktigt resultat da det visar att de analytiska egenskaperna inte ar

begrinsade till den punkt dar serien forst skapats.

Foljdsats 2.15 (Corollary 1.2.4 1 [3]). Lat
>_aj(z —a)’
=0

vara en potensserie med ett 6ppet konvergensintervall K. Lat f(z) vara funktionen

som definieras av potensserien pa K. Da ar f reellt analytisk pa varje punkt i K.

Detta foljer direkt av Sats 2.14. Ytterligare en foljd av att reellt analytiska funk-
tioner kan representeras av en potensserie ar att de ar helt unika inom sin funktions-
klass. Om tva reellt analytiska funktioner har samma derivator av alla ordningar i

en punkt s& maste de dirmed sammanfalla i en omgivning av den punkten.

Foljdsats 2.16 (Corollary 1.2.5 i [3]). Lat f och g vara reellt analytiska pa ett
oppet intervall I och antag att det finns en punkt a € [ sa att

™ () = g™ (a), for alla n € N.
Dé ar f(z) = g(z) for alla x € 1.

Bewis. Eftersom f och g ar reellt analytiska i punkten « representeras de lokalt av

sina Taylorserier kring a. Antagandet att
f™(a) = ¢g"(a), Yn=0,1,2,...

innebér att Taylorserierna har identiska koefficienter. Det galler darmed att f(z) =

g(z) pa ett oppet intervall kring «. Vi behover visa att likheten géller pa hela
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intervallet 1. Vi definierar dérféor méangden
J={zel: f"2z)=g¢"(z), ¥n=0,1,2,...}. (13)

Alla ordningars derivator till en reellt analytisk funktion ar kontinuerliga. Darfor &r

funktionen
A (@) = [ (z) - ()

kontinuerlig for allan = 0,1, 2, . ... Nollstalleméngden till A" &r sluten i I, eftersom
R ar kontinuerlig. Méngden .J i (13) &r snittet av dessa nollstalleméngder éver alla
n. Ett snitt av slutna méangder ar sluten, sa J &r sluten i I. Vi visar nu att J ar
oppet relativt I. Lat x € J. Da galler att

™ (z) = g™ (2), Vn=0,1,2,...

Precis som ovan har déarfor f och ¢ identiska Taylorserier kring punkten z. Enligt
Sats 2.14 representerar dessa Taylorserier funktionerna pa ett 6ppet intervall kring
x. Alltsa sammanfaller f och g pa ett 6ppet intervall kring x, vilket innebar att detta
intervall ligger i J. Darmed ar J 6ppen. Det géller dven att o € J, sa J ér icke-tom.
Den enda delméngden av ett sammanhéngande intervall som bade dr 6ppen och

sluten samt icke-tom ar hela intervallet. Alltsa maste

och

for alla z € I. O]

Foljdsats 2.16 visar att inom klassen av reellt analytiska funktioner sa ér funktio-
nen, lokalt kring en punkt, unikt bestdmd av alla ordningars derivator i den punkten.
Detta ar en av de egenskaperna som sarskiljer en reellt analytisk funktion fran en
sldt funktion. Om tva funktioner som ar reellt analytiska sammanfaller pa en 6ppen
delméngd, ar de darfor tvungna att sammanfalla Gver hela det sammanhédngande

intervallet dar de ar reellt analytiska. Detta &r en direkt f6ljd av Foljdsats 2.16.

Foljdsats 2.17 (Corollary 1.2.6 i [3]). Om f och g &r reellt analytiska funktioner
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pa ett oppet intervall I och det finns en 6ppen delmangd J C I sa att
f(x) = g(x), Vo € J,

da géller dven att
f(x) =g(z), Vzel
Foljande exempel visar hur man, med hjalp av Foljdsats 2.16, direkt kan avgora

ifall en funktion ar reellt analytisk i en viss punkt.

Exempel 2.18. Ta funktionen f(z) = e~'/**. T Exempel 3.2 kommer vi visa att
f™(0) = 0 for alla n € N. Men funktionen h(x) = 0 har dven den h(™(0) = 0 for
alla n € N. Men f(z) # h(x), alltsa ar inte f(z) reellt analytisk i x = 0, da h(x)
tydligt ar reellt analytisk i alla z € R.

Vi kan formulera ytterligare en foljdsats fran Sats 2.14.
Foljdsats 2.19 (Corollary 1.2.9 i [3]). Om f € C¥(I) for nagot 6ppet intervall I,

sa finns det for varje a € I ett 6ppet intervall J med o € J C I samt konstanter
C > 0och R > 0 sa att

|
‘f(n)(l’)\ SC%, Vz € J och alla n € N.

Det galler aven att motsatsen till Foljdsats 2.19 ar sann, vilket formuleras i
foljande lemma.

Lemma 2.20 (Lemma 1.2.10 i [3]). Ifall f € C*°(I) i ndgot 6ppet intervall I och
det for varje a € I finns ett 6ppet delintervall J med o € J C I samt konstanter
C > 0och R > 0 sa att

!
£ ()] < C%, Va € J och alla n € N. (14)

Da ér f € C¥(I).

Bevis. Med Sats 2.2 kan vi visa att potensserien

Zf(” (= a)

atminstone konvergerar absolut pa det 6ppna intervallet K = (o« — R, + R). Sats
2.7 tillsammans med olikheten (14) visar att potensserien konvergerar till f(z) pa
JNK. O
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For att kunna avgdra om en funktion &r reellt analytisk ar det opraktiskt att
explicit skapa potensserien och undersoka konvergensradien och Taylorseriens rest-
term. Det ar oftast mycket smidigare att undersoka derivatornas tillvaxt. Om deri-
vatorna av alla ordningar kan ddmpas av den faktoriala tillvixten av typen Cn!/R™,
sa ar detta tillrackligt for att funktionen ska vara reellt analytisk. Foljdsats 2.19

tillsammans med Lemma 2.20 leder oss vidare till det centrala derivatakriteriet.

Sats 2.21 (Proposition 1.2.12 1 [3]). Lat f € C°°(I) for ndgot 6ppet intervall 1. f
ar reellt analytisk, alltsd f € C¥(I), om och endast om det for varje a € I finns ett
oppet intervall J med o € J C I och konstanter C' > 0 och R > 0 sa att

|
‘f(n)($)| SC%, Vz € J och alla n € N.

Bewvis. Detta foljer direkt genom att kombinera Foljdsats 2.19 och Lemma 2.20. [

Sats 2.21 kommer vara sarskilt anvindbart i senare avsnitt, dar vi undersokar en
funktions analytiska egenskaper direkt genom uppskattningar av derivatan, snarare

an att skapa potensserierna.

3 Sammansatta funktioner och inversa funktioner

3.1 Sammansatta funktioner

Nu har vi fatt klarhet om hur reellt analytiska funktioner fungerar under algebraiska
operationer samt vilka krav som stélls pa derivatan. I detta avsnitt ser vi istéllet till

hur en sammanséttning av funktioner paverkar en funktions analytiska egenskaper.

Sats 3.1 (Proposition 1.4.2 1 [3]). Lat J, I C R vara 6ppna intervall dar f € C¥(I),
geC¥J)och f(I)C J.Daargo f e C¥1I).

Bevis. Antag att o € I och att § = f(«) € J. Med Sats 2.21 sa kan vi antaga att
det finns konstanter C, D, R, S > 0 sa att det for ett 6ppet intervall kring x nara «
samt y ndra f(a), dar y = f(x), galler att

|
(n) < n.
1)) < O

|
M (y)| < DL
19" (y)| < o
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Med Sats A.5 sa ges den n:te derivatan av h = g o f enligt

n! A D)\ [ FO(2)) " ™) () )"
W)= 30 ;Mg()@)(f 1!( )> <f 2!< )) (f n'( )> ’

n=ki1+---+nkny

dar ky, ko, ..., k, > 0. For z nira o kan vi da fi en 6vre uppskattning av h(™(z)

! Koo\ roNE o
wos 5t () (8 ()
IR O0)) < Z kilko! . kp! SFARY R? R"

D k! Cck

—pl T
"R Telko! . kel G

Som

k:kl ++k3n
n=ki+--+nkn

= n!}(;nlsj (1 + g)nl ) (16)
- [ zs(li%OChT:R@Jrg) ]

_p
Tn
dér kq, ko, ..., k, > 0 och genom att anvinda Lemma A.6 mellan (15) och (16).
[l

Resultatet blir att om ¢g och f ar reellt analytiska s garanteras att den sam-
mansatta funktionen, h = g o f, ar reellt analytisk. Notera att motsatsen inte alltid
ar sann. Ta exemplet med h = go f diar f(z) = 22 och g(y) = |y|. Vi har att g inte
ar reellt analytisk i punkten y = 0 da den inte ens ar deriverbar diar. Den samman-
satta funktionen h(x) = |2?| = 2? ir ett polynom och tydligt reellt analytisk for alla
reella tal x. Resultatet fran Sats 3.1 blir viktigt da flera funktioner som behandlas
ar av typen f(g(z)). Vi undersoker nu teorin med ett exempel dar funktionen &r en

sammanséttning av tva funktioner.

Exempel 3.2. Se till den sammansatta funktionen
1
e =2, x#0,

0, x =0,

dir h(y) = e¥ och g(x) = —1/2% 1 Exempel 2.8 visade vi att exponentialfunktionen

ar reellt analytisk for alla reella tal. Daremot &r g inte reellt analytisk i punkten
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x = 0 enligt Sats 2.11 da ndmnaren ar noll. Sats 3.1 kan da inte garantera att den
sammansatta funktionen &r reellt analytisk i punkten z = 0. Trots detta ar den
sammansatta funktionen slit for alla reella tal x. Det foljer av att alla ordningens
derivator ges pa formen f((z) = Q,(1/x)e” V" dir Q,(1/z) ar ett rationellt po-
lynom i x. Tillsammans med Lemma A.7 far vi att f(0) = 0 for alla n € N. Vi
gor ett antagande att f ar reellt analytisk i # = 0. Enligt Sats 2.21 finns det da
konstanter E,T > 0 och ett 6ppet intervall J dar 0 € J sa att

1F™(z)] < E;L Vz € J, Vn €N, (17)
Eftersom J ar oppet och innehaller noll sa finns det en punkt xo € J sa att 0 <
|xo| < T. Enligt Sats 2.7 géller det for varje n € N att

n—1 p(k)
Fe) =S Ok ), Ru(o) =

x (18)
= W ’

for ndgot &, mellan 0 och xg. Men, f(™(0) = 0 for alla n € N vilket leder till att

f(xo) = Ru(wo), (19)

da alla koefficienter i Taylorserien i (18) ar lika med noll. Eftersom &,, € J, ger (17)
och (18) att

_ N 2ol \"
| Ry (w0)| = TWO\ <FE T ) (20)
Eftersom 0 < |x¢| < T sa gar hogerledet i (20) mot noll nir n — co. D& maste dven

R, (x0) g& mot noll som tillsammans med (19) innebéar att for alla n € N sa ar

Men f(z) = eV w* > 0 for x # 0, alltsd har vi en motsigelse. Det existerar darmed
inte nagra konstanter £, T > 0 och ett 6ppet intervall J dar 0 € J vilket betyder
att f inte ar reellt analytisk i punkten z = 0. Vi undersoker nu funktionen i punkter
x skilda fran noll. I Exempel 2.8 sa visade vi att exponentialfunktionen ar reellt
analytisk for alla x € R. For g(z) = —1/2% sd kan vi med hjélp av Sats 2.11 se att
funktionen ar reellt analytisk for alla reella tal x skilda fran noll. Sats 3.1 garanterar

dédrmed att den sammansatta funktionen f &ar reellt analytisk for alla x € R\ {0}.
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1/2* runt en punkt a # 0.

Det gar inte att skapa en explicit Taylorserie for e~
Vi vet daremot att bade h och g i den sammansatta funktionen f = h o g ar reellt
analytiska for alla reella tal x skilda fran noll. Genom att skapa Taylorserien for
g(z) = —1/2? runt en punkt a # 0 och anviinda det som exponenten s far vi en
uppfattning om hur konvergensradien for den sammansatta funktionens Taylorserie

ser ut grafiskt. Vi kan med induktion visa att den n:te derivatan fér g(x) ges av
g™ (x) = (=1)" Y (n + 1)lz2",

Taylorpolynomet for g(z) runt en punkt a # 0 ges saledes av

(x —a)!

5 (21)

Pala) = (-0 + 1)

=0
Later vi n g mot odndligheten for P,(x) erhalls Taylorserien som representerar g(z),
vars konvergensradie ar lika med |x — a| < |a|. Anvinder vi P,(x) som exponent sa
kan vi grafiskt undersoka konvergensradien for Taylorserien som representerar f(x)
runt en punkt o # 0. Detta fungerar pa grund av att vi i Exempel 2.8 visat att e”
ar reellt analytisk for alla reella tal z och —1/x? &r reellt analytisk i alla reella tal

x # 0. Vi far darmed ett uttryck for funktionen enligt
Sp(r) = exp (Po()) . (22)

Later vi n — oo i (22) sa kommer S, (z) = f(z) inom konvergensradien for Tay-

lorserien i (21).
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Figur 3: Exempel 3.2 med funktionen i (a). I (b) syns funktionen (grén) och Tay-
lorserien som beskrivs i (22) kring o = 4 av ordning 5 (lila) och 10 (svart).

Exemplet visar att d&ven om en funktion ar oéndligt deriverbar i en punkt och
har en konvergent Taylorserie dar, sa motsvarar den inte funktionen i nagon annan
punkt forrutom x = 0. Detta motiverar anviandningen av derivatuppskattningar som
kriterium for att undersoka en funktions analytiska egenskaper. I Figur (3b) ser vi
hur Taylorserien i (22) nidrmar sig funktionens graf i ett omrade kring expansions-
punkten. Med 6kad ordning pa Taylorserien far vi en béttre approximation pa varden
som f(z) antar inom seriens konvergensintervall. I Figur (3b) kan man &ven se hur
konvergensradien faktiskt dr lika med o da grafen avviker fran funktionens kurva

nér |z — a| > |al. Detta blir &nnu tydligare vid hégre ordning av Taylorpolynomet.

3.2 Inversa funktioner

Efter att ha studerat sammansatta funktioner sa fragar vi oss nu hur de analytiska
egenskaperna paverkas vid invertering av funktioner. Detta leder oss till den inversa

funktionssatsen for reellt analytiska funktioner.

Sats 3.3 (Theorem 1.5.3 i [3]). Lat f € C¥(I) for nagot éppet intervall I C R.
Om « € I och f'(a) # 0, da finns det ett omrade J kring « och en reellt analytisk
funktion g, definierad pa ett 6ppet intervall K som innehaller f(«) sa att gof(x) = x
for alla x € J och fog(x) =z for alla x € K.

Bewvis. Lat § = f(«). Eftersom ¢ ar en lokal invers till f sa géller att f(g(y)) = v.
"(y) =
Vi introducerar funktionen h(z) = ﬁ Vi kan da skriva ¢'(y) = h(g(y)).

Genom att derivera med avseende pa y far vi att f'(g(y))g'(y) = 1, alltsa ¢
1
f'aw)”
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Fran Sats 2.11 ser vi att h(x) tydligt ar reellt analytisk i ett 6ppet intervall kring «.
Sats 2.21 sdger att vi kan hitta konstanter C' > 0 och R > 0 sa att

n!

B <C
|p ()] < T

for alla x tillrackligt nara «. Fran C'°°-inversa funktions-satsen sa géller det for
y tillrickligt nira § att g(y) kommer vara nira o si att uppskattningen h(™(x)
kommer halla for © = g(y). Fixera ett y och x = g(y). Vi hdvdar da att det for
positiva heltal 7, géller att

gV ()] < jU(=1)"" (;) (;?_)j' (23)

Vi bevisar detta med induktion. I fallet j=1 &r det uppenbart att ¢'(y) = h(g(y))
och |h(z)] < C. Vi antar att (23) géller for alla j = 1,2,...,n och visar att det
galler for n + 1.

-— Koo (/L h w2 20)m\ "
" Pl <al 3 k1!k2!...kn!Rk<<1>2C> “'<<_1) (n) R"1>

k=k1-++kp
n=ki+4--+nkn
n k 1N\ k1 71\ k2 N En
— -1 2% _CDE TRy
Rr L Rkl kT 2 n
n=ky+-+nkn
20)" 1
:n!(—l)”(Rn) 0'2(”“)(7111) (25)

—(n+ 1)!(_1)"<n : 1) <2612:+

dar ki, ko, ...k, > 0 och dér vi anviander Lemma A.9 mellan (24) och (25). Vi
verifierar nu ifall (23) uppfyller kravet som ges i Sats 2.21.

Vn > 1.

<

(_1)n_1<§> 135 (20 =3) _ 2 (n—1)! _

1
n 2npl - ALY "o

DN | —

Vidare far vi att

(2c)" R (2}?)” Dn!

1
(n) < Zpl — | — .-

dér D = R/2 och S = R/(2C). Hér beror D och S pa R och C. Enligt Sats 2.21
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sikerstalls da att g ar reellt analytisk i a. O

Satsen pavisar ytterligare en egenskap hos reellt analytiska funktioner, namli-
gen att den inversa funktionen ocksa besitter de analytiska egenskaperna, forutsatt
att det for alla punkter a i funktionens definitionsmangd géller att f'(«) # 0. Ta
funktionen g(x) = 2% dar € R. Den ér tydligt reellt analytisk i hela sin definitions-
méangd men saknar dnda en entydig invers. Ett exempel dér en entydig l6sning blir
extra tydlig ir exponentialfunktionen, som visades i Exempel 2.8, d& f™(z) = e”
aldrig ar lika med noll for alla n € N och z € R. Darmed finns det enligt Sats 3.3

en lokal invers till funktionen 6verallt som ar reellt analytisk.

Exempel 3.4. Lat f(z) = e*. I Exempel 2.8 visade vi att f ar reellt analytisk for alla
x € R. Dess derivata f'(x) = e” > 0 for alla x € R. Alltsa édr den inversa funktionen
g(x) = Inx reellt analytisk pa hela sin definitionsmangd. Vi undersoker nu éven g
grafiskt genom att skapa dess Taylorserie kring en punkt o > 0. Via induktion kan
vi bevisa att den n:te derivatan av g ges av, ¢/ (z) = (=1)""Y(n — 1)lz™" for alla

positiva heltal n. Taylorpolynomet runt en punkt o # 0 dr ddrmed lika med

Py i(2) zlna+§ (_1]_)j+1 (x;o‘>j. (26)

Zaiil T

(a) (b)

Figur 4: Exempel 3.4 med funktionen i (a). I (b) syns funktionen (grén) och Taylor-
polynomet som beskrivs i (26) kring ov = 4 av ordning 5 (r6d) och 10 (bla).

Detta exempel illustrerar att inversen inte bara existerar utan ocksa ér reellt

analytisk pa hela sin definitionsméngd. I Figur (4) ser vi hur Taylorpolynomet for
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inversen som visas i (26) nidrmar sig funktionens kurva fér 6kad ordning pa polyno-
met. I Figur (4b) kan vi dven visuellt se att konvergensradien ar lika med «. Nér
|r — a| > |a] sa avviker Taylorpolynomet fran funktionens graf. Vid hogre ordning
eller nar n — oo blir detta annu tydligare da polynomets graf exakt kommer sam-

manfalla med funktionens graf for |z — «| < || och divergera for alla |z — a] > |a].

4 Tillampning: Losning av ordinara differentia-

lekvationer

Reellt analytiska funktioner ar kraftfulla funktioner da de lokalt kan representeras
av en unik potensserie. Ett omrade dar de ar sérskilt anviandbara dr inom teorin for

differentialekvationer.

4.1 Cauchy—Kovalevskayas Sats

Cauchy—Kovalevskayas Sats dr en av de mest fundamentala satserna for partiella
differentialekvationer da den lokalt garanterar existens och entydighet av en ana-
lytisk 16sning. Satsen sager att ett initialvardesproblem alltid har en unik, lokal,
analytisk 16sning om alla ingaende funktioner ér analytiska. Néar problemet reduce-
ras till funktioner av en variabel sa kan satsen dven appliceras for att l6sa ordinéra
differentialekvationer. Odndligt deriverbara initialvardesproblem har en l6sning som
lokalt ar slat, enligt Sats A.10. Men, for att ga fran odndligt deriverbar till reellt
analytisk sa krévs att vi kan kontrollera derivatornas tillvixt enligt Sats 2.21. Ge-
nom att skapa en majorantfunktion till den givna differentialekvationen sa far vi en

enklare ekvation vars 16sning kan analyseras explicit.

Lemma 4.1. Lat F(z) vara reellt analytisk i en omgivning av x = 0. Da finns
en reellt analytisk funktion G(z) som uppfyller G™(0) > |F(™(0)| for alla n € N.

Vidare géller att 16sningen till den ordinéra differentialekvationen

ocksa ar reellt analytisk i en omgivning av ¢ = 0.

Bewvis. Vi konstruerar nu majorantfunktionen G. Eftersom F ar reellt analytisk
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nara noll sa géller det att
|
IF™) (2)] < C%, Vn € N,

déar x ligger i ett 6ppet intervall kring noll och fér nagot C' > 0 och R > 0 enligt

Sats 2.21. Vi satter nu funktionen G till den geometriska serien

>/ \" 1 CR
G(x).—an::O(R) _Ol—a:/R_R—x’

som ar reellt analytisk i punkten x = 0 och har ddrmed en konvergensradie storre an
noll. Eftersom G™(0) = Cn!/R"™ s uppfyller majoranten tydligt G (0) > |F™(0)|

for alla n € N. For att slutfora beviset sa berdknar vi v fran ekvationen

d CR
—u(t) = Go(t)) = ———
v(t) = Gu()) o)
Vi gor detta genom variabelseparation. Satt w = R—uv vilket leder till att dv = —dw.
Vi far darmed:

v(0) = 0.

2

—wdw=CRdt —> —%:CRt+K.

Byt tillbaka till v, alltsa w = R — v. Vi far da

N2
—(R2v):CRt+K <= —(R—v)?=20Rt+2K.

D4 det géller att v(0) = 0 s& maste 2K = —R?, vilket ger oss

| 20t
(R—v)*=R*-2CRt <= v=R=ER l=—

Med initialvillkoret v(0) = 0 ser vi att

20
H=R-R1- "
v(®) R’
som ar reellt analytisk for [t| < R/(2C) vilket slutfor beviset. O

I Lemma 4.1 sa skapar vi en reellt analytisk majorantfunktion vars derivator
dominerar den ursprungliga funktionens derivator. Vi kan nu formulera huvudresul-

tatet for ordinara differentialekvationer.
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Sats 4.2 (Theorem 1.1 i [6]). Antag att a > 0 och att F' : (—a,a) — R &r reellt
analytisk i ett intervall kring noll och u(t) &r den unika lésningen till den ordinara

differentialekvationen

d
%u(t) = F(u(t)), med  u(0)=0.

Da ar u ocksa reellt analytisk i ett intervall kring noll.

Bewvis. Eftersom F' ar reellt analytisk och ddrmed oandligt deriverbar sa géller det
enligt Sats A.10 att u € C(I), dar I ar ett 6ppet intervall kring noll. Vi kan da

derivera u upprepade ganger med hjilp av Sats A.5.

u (1) = Flu(t))
u?(t) = FO(u(t)) - F(u(t))
u® (1) = FO(u(t)) - Fu())? + FO(u(t))* - Flu(t))

och sd vidare. Varje derivata u(™(t) &r ddrmed lika med ett polynom i derivator av
FO(u(t)) for i =0,1,...,n — 1. Alltsa géller att

u™(t) = po (FO(t)),..., F" D (u(t))).

Med monotonicitet hérleder vi att
[u™(O)] < pu ([FOO)],..., [F"D(0)]) < pa (GO0),...,G"D(0)),  (27)

da polynomet, p, i (27), endast innehaller positiva koefficienter eftersom |F® (u(t))| >
0. G ar en funktion med icke-negativa derivator s& att G™(0) > |F™(0)] for alla
n € N. En sadan funktion G existerar enligt Lemma 4.1 och ar en majorant funktion
till F. Men polynomet av G®(0) for i = 0,1,...,n — 1 &r exakt lika med

pn (GO(0),...,G"D(0)) = v™(0) = [0 (0)|

dar v loser hjalpekvationen

d
Z(t) = Gb),  v(0) =0,

Fran Lemma 4.1 vet vi att v &ar reellt analytisk runt ¢ = 0. Darfor galler det att
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potensserien

oo n tn
Sp(t) == 3" )(O)E
n=0 :

har en konvergensradie storre an noll. Genom att se till olikheten i (27) sa har da
aven potensserien
tn

Sult) = i w0

n!
en konvergensradie storre dn noll enligt jamforelsekriteriet. Alltsa ar u(t) reellt ana-

lytisk i en omgivning av ¢t = 0. [

Satsen visar att de analytiska egenskaperna hos initialvirdesproblemet ar bevarat

under 16sning av en ordinar differentialekvation.

Foljdsats 4.3. Observera differentialekvationen i Sats 4.2. Ifall F/(0) = 0 sa géller
det att u(t) = 0.

Anmdrkning 4.4. Foljdsats 4.3 grundar sig i unikheten av 16sningen. Funktionen

ar uppenbart en 16sning eftersom F'(0) = 0. Om u; och uy ar tva 16sningar till samma
initialvardesproblem foljer det av Picard-Lindelofs Sats, vilket exempelvis hittas i

Theorem 2.2 i [5], att 16sningen ar unik, vilket innebar att u; = us.

For att illustrera Sats 4.2 sa studerar vi nu ett konkret initialvardesproblem.
Exemplet visar en Riccatiekvation, vilket ar en, icke-linjar, ordinar differentialekva-
tion av forsta ordningen. Aven om Riccatiekvationen i Exempel 4.5 har en explicit
l6sning sa anvander vi problemet for att pavisa att 16sningen som konstrueras med

potensserier exakt representerar den explicita losningen.

Exempel 4.5. Vi ser till den ordinara differentialekvationen
u'(t) = 3u(t) + u(t)® + 2, u(0) = 0. (28)

Eftersom hogerledet ar reellt analytiskt med avseende till u, sa finns det en reellt

analytisk 10sning enligt Sats 4.2. Lat
u(t) = ant", lt| < R. (29)
n=0

42



Det giller da att den deriverade serien har samma konvergensradie och ér lika med

u(t) =Y na,t" =D (n+ L)a,t", lt|] < R. (30)
n=1 n=0

Produkten u(t)? ges enligt Sats 2.9 av
00 2 oo n
u(t)* = <Z ant"> => (Z akan_k> t", |t <R (31)
n=0 n=0 \k=0

Initialviardesproblemet i (28) kan med hjélp av potensserierna i (29), (30) och (31)

skrivas om som

oo o0 o0 n
S0+ Dt =2 433t + 3 (z ) " =0,
n=0 n=0 n=0 \k=0

for [t| < R. Vi ser nu till koefficienterna framfor ¢ déar n € N och anvander rekursion
for att fa fram fler koefficienter. Det rekursiva sambandet for naturliga tal n storre

eller lika med 1 ges av
3a'n + ZZ:O ARAn—k

Ap4+1 = "+ 1
Vi berdknar nu de forsta koefficienterna.
a; =2,
3 1 _
4y — ay + Y p—o Ara1—k 3
2

e — 3as + Yoo Araok 13
3 — 3 - 3 )

0y 3as + Yo araz—k 25
T 4 T4

Genom att fortsatta rekursionen erhalls fler koefficienter och ett mer exakt Taylor-

polynom. Losningen till initialviardesproblemet i (28) ges darmed av

13, 25
mo:%+&ﬁw§§+zﬁ+~- (32)

Den ordindra differentialekvationen i (28) har dven en sluten 16sning av elementéra

funktioner, ndmligen
2(ef — 1)
="
u( ) 2 _ et Y
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vars Taylorpolynom i ett intervall kring ¢ = 0 ges av

2et — 1) , 13, 25,
N~ 9 = =
P E 387 ot ot

Detta verifierar att 16sningen som konstruerats med hjalp av potensserier faktiskt

ar den unika l6sningen till initialvardesproblemet.

Exemplet visar hur vi kan anvinda Sats 4.2. Rekursionen for koefficienterna gor
det mojligt att berdkna losningen, term for term. Vi ser nu till en ordinar differen-
tialekvation dar en explicit 16sning saknas vilket gor metoden med potensserier till

den huvudsakliga metoden att konstruera en lo6sning.
Exempel 4.6. Lat
W) =e "W u(0) =0, (33)

vara den ordinéra differentialekvationen vi ska lsa. Eftersom F'(u) = e~ &r reellt

analytisk med avseende pa u s& garanteras en reellt analytisk 16sning enligt Sats 4.2.
Lat
u(t) = ant", lt| < R.
n=0

Med begynnelsevillkoret, u(0) = 0, far vi att ag = 0 vilket leder till uttrycket for

u(t) som
u(t) = 3 apt" = art + agt® + azt® + agt* +ast® +---, |t < R. (34)
n=1

Den deriverade serien kommer ocksa vara reellt analytisk enligt Sats 2.4 och é&r lika

med
u(t) =Y na,t" = (n+ a,t"
n=1 n=0
=a; + 2a2t + 3a3t2 + 4(14753 + 5CL5t4 + 6a6t5 Ty (35)

for |t| < R. Vi ser nu till F(u(t)) = e *®* och skapar Taylorserien enligt

O

n=0

e (36)

n!
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Med hjélp av Sats 2.9 beriknar vi u(t)? och far da for |t| < R att

u(t)? = i (an akan_k> t"

n=0 \k=0
= a3t? + 2a1at® + (a3 + 2a1a3)t* + (2a1a4 + 2aza3)t° + - -+ . (37)

Vi uttrycker dven u(t)? i potenser av ¢ genom att anvinda (37).
() = (u(t)?)” = alt' +dddat + -, Jt| <R (38)
Insattning av (37) och (38) i (36) ger oss
emul)’ =1 — ait® — 2ayaqt” + (;a‘f — 2aia3 — a%) t (39)
+ (2@?@2 — 2a1a4 — 2a2a3) B4

Vi jamfor nu koefficienterna framfér ¢ dar n € N {or uttrycken i (35) och (39). Efter

koefficientmatchning och rekursion upp till och med ordning 6 erhalls l6sningen

1 7
H=t— -3+ —t>+...
u(t) gt gt T

dar fler termer i polynomet kan berdknas genom vidare rekursion och jamfoéring av
koefficienterna mellan (35) och (39). Genom att 16sa initialvirdesproblemet i (33)

med variabelseparation far man

u(t)
/ e'dy =t,
0

vilket inte &r en sluten losning av elementara funktioner.
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5 Sammanfattning och slutsatser

Reellt analytiska funktioner &r en funktionsklass med hog strukturell stabilitet. Un-
der algebraiska operationer, sammansattning och inversion bibehaller de sina ana-
lytiska egenskaper. Sambandet till Taylorserier ger oss praktiska kriterier for att
undersoka derivatans tillvixt och pa sa satt analyticiteten. Om det finns konstanter
C,R > 0sa att |[f™(z)] < Cn!/R" for alla n € N i ett omrade kring = si garan-
teras att funktionen &r reellt analytisk dar. Vidare har reellt analytiska funktioner
egenskapen att de, lokalt, fullstindigt bestdms av sina derivator i en enda punkt.
Lokal information om funktionen ricker ddrmed for att bestdmma funktionen pa
hela det sammanhéngande intervallet dar den &r reellt analytisk. Denna unikhet
ar en egenskap som sarskiljer reellt analytiska funktioner fran oandligt deriverbara

funktioner.

Den rigida struktur som reellt analytiska funktioner besitter gor de sérskilt an-
vandbara inom differentialekvationsteorin. For reellt analytiska initialvardesproblem
garanteras existensen av en reellt analytisk 16sning, vilket i sin tur mojliggor kon-
struktion av 16sning med hjéalp av potensserier. Dessa funktioner ar ddrmed inte bara
teoretiskt intressanta, utan har aven praktiska anvindningsomraden som hjalper oss

losa matematiska problem.

Eftersom uppsatsen undersoker reellt analytiska funktioner av en variabel sa finns

det flera intressanta omraden for vidare undersokning. Nagra av dessa omraden ar:
1. Reellt analytiska funktioner i flera dimensioner.

2. Komplext analytiska funktioner och hur en reellt analytisk funktion i R kan

fortsattas till en holomorf funktion i C.

3. Partiella differentialekvationer och hur Cauchy-Kovalevskayas Sats tillampas

vid initialvirdesproblem i flera variabler.

47






Referenser

1]

Gerald B. Folland. Real Analysis: Modern Techniques and Their Applications.
2. utg. Pure and Applied Mathematics. New York: John Wiley & Sons, 1999.
ISBN: 0-471-31716-0.

George B. Thomas Jr., Maurice D. Weir och Joel Hass. Thomas’ Calculus: Farly
Transcendentals. 13. utg. Boston: Pearson, 2014. 1SBN: 978-0-321-88407-7.

Steven G. Krantz och Harold R. Parks. A Primer of Real Analytic Functions.
2. utg. Boston: Birkh&user, 2002. 1SBN: 978-1-4612-6412-5.

Walter Rudin. Principles of Mathematical Analysis. 3. utg. New York: McGraw-
Hill, 1976. 1SBN: 0-07-054235-X.

Gerald Teschl. Ordinary Differential Equations and Dynamical Systems. Provi-
dence, RI: American Mathematical Society, 2012. 1SBN: 978-0-8218-8328-0.

Uppsala universitet. The Cauchy-Kovalevskaya Theorem. Foreldsningsanteck-

ning. u.a. URL: https://www2.math.uu.se/~danga916/1MA216/CK.pdf.

49


https://www2.math.uu.se/~danga916/1MA216/CK.pdf

A Appendix

A.1 Kompletterande satser och lemman

I detta appendix samlas tekniska satser, lemman och hjalpresultat som anvands i

uppsatsen, men som inte ar centrala for det huvudsakliga framstéallningen.

Sats A.1 (Theorem 7.11 i [4]). Antag att f, — f likformigt pa en méangd E' i ett

metriskt rum. Lat x vara en granspunkt av E och antag att

lim f,,(t) = A,, n=123... (40)

t—x

Dé konvergerar {4, } och

lin /(6) = lim A, (a1)
Alltsa géller det att
lim lim fo(t) = lim lim fu (). (42)

Bevis. Lat € > 0 vara givet. Genom den likformiga konvergensen av { f,} sa existe-
rar det ett N sa att det for n > N, m > N, t € E implicerar att

[fa(t) = fm ()] < e. (43)
Later vit — x i (43) sa far vi
|A, — Ap| <€

forn > N, m > N, sa att {A,,} ar en Cauchyfoljd och konvergerar darfor till A. Vi

ser nu till olikheten
1f() = Al < |f(t) = fu®)] + [fult) — Anl + A, — Al (44)
Vi véljer ett n sa att

[f(£) = fu(B)] < (45)

Wl ™

for alla t € E (vilket 4&r mojligt pa grund av den likformiga konvergensen), och sa
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att

A, - A< 3. (46)
For det givna viardet pa n sa véljer vi ett omrade V' runt x sa att
€

ifall t € VN E, t # x. Genom att erséitta olikheterna fran (45), (46) och (47) till
olikheten i (44) sa ser vi att

[f(t) — Al < e

givet att f € VN E, t # z. Detta ar exakt lika med (41). H

Sats A.2 (Theorem 7.17 i [4]). Antag att {f,} &r en funktionsfoljd, differentierbar
pa [a,b] och s& att {f,(zo)} konvergerar for nagon punkt zo pa [a,b]. Ifall {f’}
konvergerar likformigt pa [a,b], d& galler det att {f,} konvergerar likformigt pa
[a, b] till en funktion f, och

f'(x) = lim f! (), a<z<b (48)

n—o0

Bewvis. Lat € > 0 vara givet. Valj ett N sa att n > N och m > N implicerar att

[Fal@o) = Jn(o)| < (49)

och,

|[fa(8) = fr ()] <

a<t<b. (50)
Om vi nu applicerar Medelvirdessatsen till funktionen f, — f,,, sa far vi fran (50)

att

|lr —tle €
< —
2(a—b) ~— 2

|fa(@) = frn(2) = fa(t) + f(t)] < (51)
for alla x och t pa [a,b], givet n > N och m > N. Olikheten
| fu(@) = frn(@)] < [fu(@) = finl@) = fa(@0) + frn(@0)] + [ fu(T0) — fn(0)]
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implicerar, genom (49) och (51), att

[fn(@) = fin(2)] <€

for ett a < o <bochn> N, m> N. Alltsa konvergerar {f,} likformigt pa [a, b].
Lat

f(2) = lim fu(z), a<z<b

Vi fixerar en punkt = pa [a, b] och definierar

fn(t) = fn(x)

u() = L el = T 2
onlt) = "0~ ot = 1= (52)
for a <t <b, t# x. Da géller det att

limo,(t) = f1(x),  n=1,23,... (53)

t—x

Olikheten i (51) visar att

€

|¢n(t> - gbm(t)‘ < 2(b — a)a

n>N,m>N,

sé att {¢, } konvergerar likformigt for ¢t # x. Eftersom { f,,} konvergerar till f sa kan
vi fran (52) dra slutsatsen att

lim ¢, (1) = ¢(t) (54)

n—oo

likformigt for a <t < b, t # x. Om vi nu applicerar Sats A.1 till {¢,} sa visar (53)
och (54) att

lim ¢(t) = lim f!(z)

t—x n—o00

och detta ar precis (48) enligt definitionen av ¢(t). O

Lemma A.3 (Lemma 1.1.11 i [3]). For —oo < M < oo och positiva heltal n giller
det att

1+M7§(1+M)j:(1+M)”.

J=0
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Bewis. Vi visar detta med hjilp av induktion. For n = 1 far vi att
0 .
1+ MY (1+My =14+M-(1+M)°=1+M=(1+M)"
3=0

Alltsa stammer basfallet. Vi antar nu att pastdendet stammer for n = k sa att

k—1 '

1+ MY (1+ M) =1+ M)y>~

5=0

For n =k + 1 far vi da att

1+M§:(1+M)j:1+M(kf(lJrM)jﬂL(lJrM)k)

j=0 7=0

k—1
=14+M> (1+M) + M1+ M)y>"
j=0
Med induktionsantagandet blir uttrycket
k—1

1+MZ(1+M)j+M(1+M)k:(1+M)’“+M(1+M)’“

= (1+ M)

Sats A.4 (Theorem 1.3.11 [3]). For positiva heltal k& och n sa géller det att

k
(xl—l—a:Q—i—...xn)k:Z(kl by f >x’f1x§2...xﬁ”,

dar summan tas 6ver alla ky, ko, ..., k, som uppfyller ky + ko + - - - + k,, = k. Multi-

nomialkoefficienten definieras enligt

k B k!
ki ko, k) kilko!. . knD

Sats A.5 (Theorem 1.3.2 i [3]). Lat I C R vara ett 6ppet intervall och antag att
feC®(). Antagédvenatt f: I CR — J CRoch att g € C*(J). Da ges derivatan
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av h =go f for t € I enligt

déar k = ky+ko+. .. k, och summan gar over alla l6sningar till k1 +2ky+- - -+nk,, = n.

Bewis. Nar vi deriverar den sammansatta funktionen go f manga ganger sa anvéinds
kedjeregeln och produktregeln upprepade ganger. Termerna som bildas kommer vara
en kombination av olika orningens derivator fran f och g. Genom upprepad kedjeregel

och produktregel for derivering maste uttrycket for den n:te derivatan ha formen

W (t) =32 Cln ky ko, ka)g™ (F() (FY @) (FE @)= (F™ (@)™,

dér den icke-negativa koefficienten C'(n, ki, ks, ..., k,) &r oberoende av vart val av f
och g, salange f € C*(I) och g € C*(J). Det géller aven att k = ky + ko + ... ky,
och summan gar over alla 16sningar till ky + 2ks + - - - + nk,, = n. Vi sétter nu ett
fixt viarde pa k och n. Lat

g(z) = 2*
f@) = art + agt® + - - + apt”

dar a; ar reella koefficienter. Med Sats A.4 ser vi att h = g o f ger oss

k’ n
M =(er =2, <k1 ko, k >(“1t)k1(a2t2>’” o (agt™)
R
1'R20 ... Kyt

ddr summan tas over alla ki, ko, ..., k, > 0 som uppfyller ky + ks + ...k, = k. Vi

far da " .
h() — ! ki)
(O) Z<k17k27"‘)kn>n <,i]T[1al )

Hér tas summan o6ver alla kq, ko, ..., k, > 0 som uppfyller k1 + ks +---+k, = k och

ki + 2ky + ... nk, = n. Vidare sa har vi dven att

h(0) =3 C(n,ky, ko, . ko) KI(LDF (2R (nl)kn (ﬁ a;&) ,

dar summan tas 6ver samma villkor for ki, ko, . .. k,, som tidigare. Vi far k! pa grund
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av att g (0) &r nollskilt enbart nér [ = k, alltsa ¢ (0) = k!. Vi far dédrmed att

ST C (ki ks k) IR () (T el ) =0 g n! (T af
i ki ko, k) L

galler for alla val av aq,as,...a, dar bada summorna &ar over alla ki, ko, ..., k, >
som uppfyller ky +ko+---+k, = k och k1 +2ky+- - -+nk, = n. Det enda sattet som
likheten haller for alla val av aq, as, ..., a, ar om koefficienterna pa bada sidorna ar
lika. Vi far da att

k n! 1

Cln ko kz, o hn) = (kl,k2, kn> A @ (nl)er K
n! 1

T Eilkol k) (1) (20)R2 L (nl)En

vilket slutfor beviset. O]

Lemma A.6 (Lemma 1.4.11 [3]). For positiva heltal n och positiva reella tal R sa

galler det att
k!

k n—1
el = RO R

k=ki+-+kn
n=ki1+---+nkn

dér k:l,krg,...,anO.

Bevis. Ta funktionerna f(t) = 1= och g(z) = . Dessa funktioner kan &ven

1
1-R(z—1)
skrivas som serier, dar

=3 <1
n=0

g(x) = i:éOR”(x - 1" |R(z —1)] < 1.

%)



Det sammansatta funktionen h(t) = g o f(t) blir da

1 1—t
ht: O t: s
_1—(1+R)t+Rt_1+ Rt
O 1-(1+Rt  1-(1+R)t
=1+ Rt (14 R)"t"
n=0
=1+ R(1+4R)" ", |(1+ R)t| < 1.
n=1

Om vi utvirderar f i t = 0 och dirmed z = f(0) = 1 s& far vi att f(™(0) = n!
och g®)(£(0)) = g (1) = kK'R*. Vidare kan vi med uttrycket for h(z) fa fram ett
uttryck for den n:te derivatan som A (0) = n!R(1 + R)"! for positiva heltal n.

Sats A.5 siger aven att derivatan kommer vara lika med

n! (0 @(0)) " ™(0)\"
NETTI Mgk)(l)<fu< )) <f2!(0)> ,..(fn!m))

k:k1++kn
n=ki1+---+nkn

|
= X R
k=ki4-+kn, V12
n=k1+---+nky

dér ky, ks, ..., k, > 0. Men vi har dven att h™(0) = n!R(14 R)"~'. Alltsa maste de

tva uttrycken for A (0) vara lika, vilket ger oss

T =nl!
k=k1+-+kn k’l'/@ k!
n=ki+--+nkn
<~
" R* = R(1 + R)"*
k=ki+-~+kn kl'k’z' R kn'
n=ki+-+nkn
dar ki, ko, ..., k, > 0. Vilket slutfér beviset. O

Lemma A.7 (Lemma 1.5.1 1 [3]). For varje a € R och ¢ som uppfyller —1 <t <1

= (e

7=0

sa géller det att
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<a> _afa—1)...(a—j+1)
J J!
for positiva heltal j och dér (8) =1

Lemma A.8. For varje m > 0 galler det att

lim |$|_m6_f%2 = 0.
z—0

Bevis. Lat t = 1/2% Vi far da att

. —-m _ 1 . mo ¢
lim |z|™e 22 = lim t2e " = 0.
z—0 t—oo

Vilket slutfor beviset. [
Lemma A.9 (Lemma 1.5.2 1 [3]). For positiva heltal n géller det att

k1 k kn
3 DR GV (5) 2(n+1) :
l=k1 -tk kllk’glkn' 1 2 n n+1 ’

n=ki1+--+nkn
dar kl,kg...,kn Z 0.

Bevis. Lat f(t) = 1 — /1 =2t och g(z) = 1. Det ér uppenbart att h(t) =

1-z
go f(t) = = = f/(t) vilket ger oss att A (t) = f™D(¢). Frin Lemma A.7 har

vi att

(1—20)2% = i (5,)(—2@9‘.

j=0 \J

Vi kan darmed skapa serier av bade f och g enligt:

fHy=1—(1—-20"?=1- 3 <5) (—2t) = — i (é)(—zt)j, —05<t<0.5

=0 J j=1

g(z) =>4/, -l<z<1
j=0
For positiva heltal j galler det att
A 1 :
70 == (2) -2
J
g (f(0)) = k!

57



Eftersom f("*Y(t) = A (¢) kan vi med Sats A.5 skriva derivatan som

sz Q) (o)

n=ki+--+nkn
ki g1\ k2 1\ kn
(1)Kl (2 1 1
SR SR e ) AR
bk, Frlhal KT\ 1 2 n
n=ki+-+nkn
1
= — Ny 2 _9)ntl — f(n+l) (g
A
dér kq, ko, ..., ky, > 0. Genom att dela ekvationen med n!(—2)" erhaller vi resultatet

i lemmat.

O

Sats A.10 (Theorem 2.10 i [5]). Antag att F' € C(J), dar J &r ett icke-tomt

intervall kring ug, och 14t u(t) vara den lokala 16sningen till differentialekvationen
u'(t) = F(u(t)), u(to) = uo.

Da finns det ett intervall I = (tg — d,to +9) C J, for ett § > 0, sddant att 16sningen

ar definierad pa intervallet och u € C*°(I).

58



	Introduktion
	Reellt analytiska funktioner och deras grundläggande egenskaper
	Definition och grundidé
	Derivering/integrering av potensserier och Taylorutveckling
	Operationer på potensserier
	Derivatauppskattningar och kriterium för reellt analytiska funktioner

	Sammansatta funktioner och inversa funktioner
	Sammansatta funktioner
	Inversa funktioner

	Tillämpning: Lösning av ordinära differentialekvationer
	Cauchy–Kovalevskayas Sats

	Sammanfattning och slutsatser
	Appendix
	Kompletterande satser och lemman


