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Abstract

This thesis explores some of the underlying mathematics behind ma-
chine learning, with a focus on linear algebra, especially Sylvester equa-
tions. These equations make appearances in areas such as control theory,
but also even in machine learning contexts, such as weight-initialization,
image processing, or multi-label learning. Research has shown how some
optimization or labeling problems can be reduced to solving a Sylvester
equation. Moreover, this thesis goes into both numerical methods of solv-
ing these equations as well as the necessary preconditions which guaran-

tee a unique solution, with accompanying proof.

Sammanfattning

Denna uppsats understker en del av den matematiska grunden fér ma-
skininldrning med fokus pé linjir algebra, sérskilt Sylvesterekvationer. Dessa
ekvationer forekommer bland annat inom styrteori, men anviands dven i ma-
skininldrningssammanhang sdsom viktinitialisering, bildbehandling och multi-
etikett-inlarning. Forskning har visat att vissa optimerings- och etiketterings-
problem kan reduceras till 16sning av en Sylvesterekvation. Uppsatsen behand-
lar bade numeriska metoder for att 16sa sidana ekvationer och de nédvandiga

villkor som garanterar en unik 16sning, med tillh6rande bevis.






Innehall

1 Inledning
1.1 Djupa neuronnétverk . . . . . . .. ..o oo
2 Definitioner och satser
3 Sylvesterekvationer och anvindningsomraden
3.1 Datadriven viktinitialisering . . . . . . .. ... ...
3.2 Bildbehandling och avskarpa . . . . . . . .. ...
4 Att 16sa Sylvesterekvationer
4.1 Kontinuerliga Sylvesterekvationer . . . . . . .. .. .. ... ... ..
4.1.1 Bartels-Stewart algoritmen . . . . . . .. ...
4.1.2 ADI-metoden . . . . ... ... . ... ... ..
4.2 Diskreta Sylvesterekvationer . . . . . . . .. ..o
5 Sammanfattning
Referenser

15

27
27
30

33
33
33
35
40

43

45






1 Inledning

En maskin kan ses som ett slags verktyg som anvénder energi for att utfora ett ar-
bete. Anda sedan hjulet uppfanns i Mesopotamien, cirka 3500 f.Kr., har ménniskor
uppfunnit och utvecklat maskiner for att gora vara liv enklare och mindre médosam-
ma. Den senaste tiden har idén om artificiell intelligens, att maskiner kan lara sig
utfora ménskliga uppgifter till en sadan grad att de blir svara att skilja fran nagot
som en manniska gjort, blivit mer vanlig. Idag ar &mnet mer populért &n nagonsin,
och det kommer troligen forbli si. Anda finns det ménga fragor om exakt vad Al ar
och hur maskininlédrning ser ut pa den matematiska nivan. Det kommer fokuseras pa
en viss typ av matematik som understryker: linjér algebra och Sylvesterekvationer.

Mer om det i senare avsnitt.

Maskininlarningsmodeller kan delas upp i fyra olika kategorier [Dev]:
1. Overvakad inlirning
2. Oovervakad inlarning
3. Forstarkningsinlarning

4. Generativ Al.

Overvakade inlarningsmodeller kan géra forutsiagelser efter att ha observerat myc-
ket data med de rédtta svaren. De jamfor sin forutséigelse med det rétta svaret, och
justerar sina parametrar for att minimera felet. Processen upprepas tills modellen
kan prestera “tillrackligt bra”. En liknelse ar en student som studerar infor en tenta
genom att trdna pa manga gamla tentor som ocksa innehaller de réiatta svaren. Pa
sa satt lar sig studenten nytt material och gor sig redo for att ta den nya tentan
med nya fragor utan tillgang till ratta svar. Exempel pa sadana modeller ar regres-
sionsmodeller som predikterar ett numeriskt varde, och klassifikationsmodeller som
klassificerar ett objekt genom att prediktera sannolikheten att objektet tillhor en

viss kategori.

Oovervakade inlarningsmodeller gor prediktioner utifran data som de far, men utan
tillgang till de korrekta svaren. Syftet med en oévervakad modell ar att upptécka
betydelsefulla monster i data. En sadan modell kan anvinda sig av en teknik som

kallas “klustring”, dar den grupperar data baserat pa en eller flera olika faktorer.
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Klustring ar skilt fran klassificering i och med att kategorierna inte dr definierade

av dig.

Forstarkningsinlarningsmodeller gor prediktioner genom att fa beloningar eller straff
baserat pa deras handlingar. Malet ar att fa dem att folja en strategi som leder till
sa manga beloningar som mojligt. Forstarkningsinlarning kan anvindas for att trana

robotar att fardas i ett rum, eller mjukvaruprogram att spela spel.

Generativ Al utgors av modeller som genererar media av nagon form (exempelvis
text, bild, eller video) baserat pa en anvandares indata av viss form. En sddan modell
har observerat monster i data och lart sig imitera data pa vilken den tréanats, genom
en oovervakad metod. Den kan senare tranas évervakat eller genom forstarkning pa
specifik data som uppgifter den forvantas kunna utféra. Exempel pa generativ Al ar
stora sprakmodeller som ChatGPT.

I foljande delavsnitt tas en djupare titt pa en vanligt forekommande typ av modell,
och matematik bakom den, for att skapa en djupare forstaelse infér kommande

avsnitt.

1.1 Djupa neuronnitverk

Djupa neuronnétverk éar en slags modeller som kan féorekomma i bland annat 6verva-
kad inldrning eller generativ Al. De kan anvandas for manga olika sorters uppgifter,
som bland annat bildigenkdnning, sprakbehandling, eller taligenkdnning. Hur de
fungerar matematiskt beskrivs av [Sanl7c, Sanl7d, Sanl7b, SanlT7a], och [Str19,
Avsnitt V1.4, VIL.1, VIL3].

Tag som exempel en svart-vit bild i lag upplosning av siffran “3” ritad av en mén-
niska. En annan manniska skulle troligen inte ha nagra problem att identifiera vad
bilden ska forestéilla, men att fa en maskin att korrekt identifiera symbolen baserat
pa bilden ar inte lika l&tt. Tanken med neuronnatverk ar att de ar inspirerade av den
ménskliga hjarnan i hur de bor tolka invardet och behandla det for att producera

en rimlig prediktion, ett utvarde.

Ett ndtverk bestar av lager: ett indatalager som representerar indatan, ett utdatala-
ger som beskriver mojliga utdatan, och ett antal gomda lager emellan fér hantering
av data. Varje lager bestar av ett visst antal noder, dér varje nod har ett visst nu-

meriskt virde som kallas dess “aktivering”. For lager [ definierar man vektorn a®®,
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dér a,(cl) ar aktiveringen for nod k i lagret. Man boérjar alltsd med indatalagret a(©)

som representerar bilden och dess pixlars aktiveringar. Da bilden ar svart-vit kan
man tanka sig att varje al(cl) € [0, 1], dar 0 betyder svart och 1 betyder vit.
Framdataledning ar algoritmen for hur ett lagers aktiveringar berdknas utifran

det foregaende. Det ser ut som féljande:

L0 L -1 4 p0
o® = O (0.

Har a&r W® den sa kallade viktmatrisen, och b®) &r biasvektorn, fran lager [ — 1
till 1. Funktionerna ¢® ar sa kallade aktiveringsfunktioner vilka “aktiverar” lagren.

Som forenkling kommer samma funktion att anvindas mellan varje lager i det hér

1
14+e—2°

exemplet. Ett exempel pa aktiveringsfunktion ar sigmoidfunktionen o(z) =

Det ar vart att poangtera att varje lager inte behover vara lika stort. Om lager [
bestar av n; noder och [—1 bestar av n;_; noder géller W e Ruxm-1 gch b € R™.,
Matriserna W® och vektorerna b) utgor nitverkets parametrar och dikterar hur vél
optimerat det &r. Nar du har kommit till utdatalagret har du en aktiveringsvektor
a™) som ar nitverkets prediktion. I det hér fallet kanske utdatalagret bestar av 10
noder, en for varje siffra 0 — 9. Vektorn a(") representerar hur starkt modellen “tror”
att varje siffra befinner sig i bilden, dér 0 betyder att siffran klart inte ar korrekt
och 1 betyder att siffran definitivt ar korrekt.

Om nétverket ar otranat kommer a™) troligen verka slumpmissig och inte vara nira
det korrekta svaret y. Bakdataledning handlar da om att méta felet eller avstandet
mellan a) och y, for att sedan uppdatera parametrarna for att minimera felet och
saledes optimera natverkets formaga att prediktera korrekt utdata. For att méta felet

beréknas kostfunktionen J, vilket kan goras exempelvis genom medelkvadratfelet
1 2
— 2 |lg®
7 =5 [l =9l

Det éar ocksa mojligt att mer &n ett exempel pa indata testas pa en gang, i vil-
ket fall beriknas J som medelvirdet av varje exempels kostfunktion. Eftersom a(*)
berédknades med avseende pa alla viktmatriser och bias-vektorer kommer J vara
en flervariabelfunktion med avseende pa ndmnda matrisers och vektorers viarden. I
vanliga fall l6ser man ekvationen V.J = 0 for att hitta invirdena vilka minimerar

kostfunktionen, men da det ar sa manga variabler involverade ar den hir metoden
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orealistisk. En iterativ metod ar gradientnedstigning.

En intuitition for gradientnedstigning &r att man befinner sig pa en yta med viss
sluttning och foljer sluttningen en bit ned mot dalens botten. Tag som exempel
envariabelfunktionen f : R — R som f(z) = z' — x + 1 vilken har ett globalt
minimum i ' € (0,1). Om den initiella gissningen o uppfyller f’(xq) > 0 sé géller
xo > x'. Uppdateras xg som xg < zo—nf'(xo) for nagon konstant n > 0 av godtycklig
storlek far man ett nytt varde som &r lite ndrmare 2’. Om déremot f’(z) < 0 sa
galler xy < 2/, sa samma uppdateringsformel 6kar vardet pa xy och for det nidrmare
det sanna vardet. Upprepade sadana uppdateringar, eller gradientnedstigningar, for

det numeriska vardet narmare det exakta vardet.

Samma princip kan appliceras pa flervariabelfunktioner, da man anvander funktio-

nens gradienter. Sa, uppdateringsformlerna ser ut som

WO« w® — V0
b — b — Va0 J.

Vad som menas med Vx da X &ar en matris, dr att de partiella derivatorna av
den skaldra funktionen med avseende pa X;; for varje par i,j satts in i en matris
av samma storlek som X. Alltsa, om X € R"™*" och f: R™" — R é&r en skaldr

funktion galler

of .. 9f
0X11 0X1n
of ..._9f

8val aan

D& z ar en vektor i R™ géller att gradienten ar en vektor av samma dimension, alltsa

Vof =1 | €R™

Det ér nagot annorlunda i fallet da f ar en vektorvard funktion med komponenter

fi,-+ , fm. Om z ar en vektor i R" definieras Jacobi-matrisen
Ofh ... 9h
af Ox1 Oxn
N T T
o1 Oxn

12



Om X é&r en matris i RP*Y &r %f{ strikt sett en tensor av storlek m x p X ¢, men en
konvention ar att representera den som en matris enligt

ﬁ — of c R™*Pa

0X = OVec(X)
dar Vec(X) ar X uttryckt som en kolumnvektor.

I sammanhanget av neuronnatverk kallas 7 inldrningshastigheten, eftersom den
dikterar hur mycket parametrarnas virden fordndras. For att berdkna gradienterna
anvands feltermer som ar definierade enligt §¢) := % for varje lager [. Feltermerna
kan beraknas enligt en rekursiv formel genom kedjeregeln:

oJ  dal
W= = @ =y odE)

2z 9] 9a® LLINT ofia] ;
9aV 901D T 9.0 (WED)TEY) © o' (20).

5O —

Med ® menas elementvis multiplikation. Vi anvander kedjeregeln for att berdkna

gradienterna av J:

oJ 020
- .= — SO U=I\T
Viwwd 520 W0 0 (@)
9-0\"  8J
— =) . == — 50
Vi <8b(l) 5.0 =°
Det foljer eftersom vi definierade 6% := %, samt z() = W=D 4 v Vi far
% = (a")T enligt konventionen att vektorisera W (. Transponering av a!~!
sker for att matcha dimensionerna. Dessutom géller gigf; =1

Vid manga upprepade tester med framdataledning och uppdateringar med bakda-
taledning trdnas natverket och blir battre pa att forutsaga korrekt utdata, bade for

traningsdata och helt ny indata.
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2 Definitioner och satser

Foljande kapitel innehaller definitioner och satser med bevis som &r relevanta i
arbetet.

Sats 2.1. Lat X € RP*" och 'Y € R"™*P. Da gdller
trace(XY') = trace(Y X).

Bewvis. Vi har

p p r

i=1 i=1 k=1
Genom symmetri har vi
T p
trace(YX) =) Y ViXu.
i=1 k=1
Observera foljande:

p T
trace(XY) =Y XuYi

i=1 k=1

T p
=Y > ViiXu

k=11i=1

r P
=3 > Yy Xy
i=1 k=1
= trace(Y X).
0

Korollarium 2.2 (Sats 2.1). Lat Ay, --- , A, vara matriser sidana att A;As--- A,
ar kvadratisk. Da dr sparfunktionen invariant under cykliska permutationer, det vill

saga
trace(A1Ay - -+ Ay) = trace(Ag - - Ay Ay) = - = trace(A, Ay -+ Ap_q).

Definition 2.3. For m,n € Z*, lat A € C™™ B € C"", och C € C™" vara

givna. En kontinuerlig Sylvesterekvation ér en matrisekvation av formen

AX - XB=C.
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Definition 2.4. Lat A € C™*™. Vi noterar mangden av egenviardena av A som
A(A).

Definition 2.5. Vi noterar det karaktéristiska polynomet for A som py, dir A €

C™*™_ Det definieras som p4(t) = det(t — A), och dess rotter ar egenvirdena av A.

Lemma 2.6. Lat T:V — W wvara en linjir avbildning och V., W wvara tva vektor-
rum. Da gdller dim(ker(T)) + dim(Im(T")) = dim(V).

Lemma 2.7. Varje kvadratisk matris uppfyller sin egen karaktdristiska ekvation.
Det vill sdga, for A € C™*™ gdller pa(A) = 0.

Bevis. Antag forst att A ar diagonaliserbar. D& finns en inverterbar S och en
matris D = diag(\,- -+, \m) sddana att A = SDS™!. Eftersom A* = SDFS-1
dir D* = diag(A\f,--- | \F), betyder det att pa(A) = Spa(D)S™! dér pa(D) =
diag(pa(A1), -+ ,pa(Am)). Varje A; ar en rot till pa, vilket betyder att ps(D) = 0
och dédrmed p4(A) = 0.

I allmanhet kan vi anvdnda det faktum att varje matris kan approximeras av diago-
naliserbara matriser. Givet A € C™*™ kan vi finna en f6ljd av matriser {Ay: k € N}
sa att Ay — A dda k — oo och varje A, har m entydiga egenvéirden. Saledes &r
varje Ay diagonaliserbar. Det foljer ddarmed att py(Ax) = 0 for varje k, dar pg
ar det karaktéristiska polynomet for A;. Eftersom limy_ .., Ay = A kan vi se att
limy o0 pe(Ax) = pa(A). Da varje pp(Ax) = 0 maste vi ha pa(A) = 0. O

Lemma 2.8. Lit A € C™*™ B € R™", och X € C™*". Om AX — XB =0, gdller
g(A)X — Xg(B) =0 for alla polynom g(t).

Bevis. Ekvationen AX — XB = 0 kan skrivas om som AX = XB. Antag att
Ak X = X B* for ndgot k > 1, d& basfallet £ = 1 héller. Observera

AMLX = A(A*X) = A(XB*) = (AX)B* = (XB)B* = XB*",

Saledes far man att A¥X = X B* for varje k € N. Betrakta polynomet

N
g(t) = it
k=0

givet skalarer cg,--- ,cy. Notera att
N N N N
g(A)X = (Z ckAk> X =Y aAX)=Y qXB" =X (Z ckBk> = Xg(B).
k=0 k=0 k=0 k=0
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Lemmat foljer. O

Sats 2.9. Lat A € C™™ och B € C"" wara givna. For varje C € C™"  har
ekvationen AX — XB = C en unik losning X € C™ ™ om och endast om A(A) N
A(B) = 0.

Bewis. [HJ13, s. 112] Lat T: C™*" — C™" vara en linjar avbildning definierad
genom T'(X) = AX — X B. Betrakta ekvationen 7'(X) = 0. Genom Lemma 2.8 fas
att pp(A)X — Xpp(B) = 0. Lemma 2.7 garanterar att pg(B) = 0, och dérfor galler
pe(A)X = 0. Vi har alltsa

pe(A)X = ( II 4- M)) X =0.

€A(B)

Forst demonstreras att A(A) N A(B) = () ar ekvivalent med ker(T") = {0}.

Om A(A) N A(B) = 0, sa ar A — A ickesinguldr for varje A € A(B) eftersom
(A — A )v = 0 endast har 16sningen v = 0. Det betyder att pg(A) ér ickesingulér,
alltsé ar X = 0 den enda losningen till ps(A)X = 0. Eftersom AX — X B = 0 medfor
pp(A)X = 0 dir den enda l6sningen var den triviala, innebér det ker(7") = {0}.
Om A(A)NA(B) # 0, finns det A € A(A)NA(B). Darmed finns nollskilda u € C™

och v € C™ sadana att
Au = Mu,

vI'B = T,

Observera att matrisen uv? € C™*™ uppfyller foljande:

A(uwv?) — (wvh)B = (Au)v” — u(v?' B)
= (Au)v” —u(\h)
= v’ — v

= 0.

Saledes existerar ett nollskilt X € C"™*" sadant att AX — X B = 0, och det innebér
ker(T) # {0}. Det har da visats att A(A)NA(B) = () och ker(T") = {0} &r ekvivalenta.
Nu aterstar att visa ker(7") = {0} &r ekvivalent med att 7'(X) = C har en entydig

l6sning for varje C' € C™*".
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Antag ker(7') = {0}. Enligt Lemma 2.6 géller
dim(ker(7)) + dim(Im(7")) = dim(C™*") = mn.

Eftersom ker(7') = {0} géller dim(ker(7")) = 0, alltsa dim(Im(7")) = mn. Men det
innebar att Im(7") = C™ ™, vilket betyder att T &r surjektiv. Med andra ord, for
varje C' € C™™ finns X € C™*" sadant att T'(X) = C.

Antag X7, Xy € C™" Xy # X5 och T(X;) = T(X3). Det medfoljer

T(X1) = T(X3) = T(X; — X5) =0

eftersom T ar linjar. Eftersom ker(7') = {0} impliceras X; — X, = 0, alltsd X; = Xo.
Det motsédger det ursprungliga antagandet, alltsa maste losningen vara unik. Sa,
ker(T") = {0} medfor existens och entydighet av l6sning till 7'(X) = C.

Det &r uppenbart att existens och entydighet av 16sning medfér ker(T) = {0}.

Sammanfattningen foljer.! O]
Sats 2.10. For varje kvadratisk matris A gdller att A(A) = A(AT).

Bevis. Satsen foljer ifall det(t] — A) och det(t] — AT) dr samma polynom, eftersom
polynomen har egenvirdena av A respektive A7 som rétter. Med andra ord méaste det
visas att det(M) = det(M7) for varje kvadratisk matris M. Det kan demonstreras

genom induktion.
D& M ar 1 x 1 ar resultatet sjalvklart. Tag basfallet d& M ar 2 x 2. Da galler
det(]\/[) = M11M22 — M21M12 = M11M22 — M12M21 = det(MT)

Gér induktionsantagandet att det(M) = det(M7T) for varje k x k matris M, for varje

k<n-—1.
T
M:(A b)
a N

!Beviset ér inspirerat av det i Roger A. Horn och Charles R. Johnson, “Matrix Analysis,” 2:a
uppl. (Cambridge: Cambridge University Press, 2013), s. 112.

Betrakta n x n matrisen
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déar A &r en skaldar och N ar (n — 1) x (n — 1). D& ser vi att
det(M) = Adet(N Z )ia; det(N;)
dar N; noterar matrisen i M som erhalls da rad ¢ + 1 och kolumn 1 tags bort.

A ab
MT = .

det(M™) = Adet(NT) + Tf(—niai det(N)).

=1

Observera att

Har far vi

Héar ar N/ matrisen som erhdlls d& kolumn i + 1 och rad 1 tags bort fran M7T. Det

géller att N/ = NI fér varje 4. Induktionsantagandet ger
det(MT) = Ndet(N Z Yea; det(N;) = det(M).
Satsen foljer. O

Definition 2.11. For m,n € Z*, lat A € C™*™ B € C" ", och C' € C™*" vara

givna. En diskret Sylvesterekvation ar en matrisekvation av formen
AXB - X =C.

Definition 2.12. Lat A vara m xn och B vara p X g 6ver samma kropp. Kronecker-

produkten A ® B definieras som en (mp) x (ng) matris enligt

anB  apB - a1, B
A 2 B _ CLQ?B CLQ?B . CLQ,?B
am B apeB -+ am,B

Sats 2.13. Lat A € C™™ B € C"™", och C € C™" wara givna. Ekvationen
AXB = C qr ekvivalent med (BT ® A)Vec(X) = Vec(C).

Bevis. Det ér klart att Vec(AXB) = Vec(C), sa det som behover hérledas ér
Vec(AXB) = (BT @ A)Vec(X). Lat X = (:cl xn) dér z; ar j:e kolumnen

19



av X. Produkten AX B kan uttryckas som
AXB = (Az; -+ Awz,)B.

Multiplikation med B pa hoger ger kolumn k av AX B som

j=1
dér b, ar element (j, k) av B. Det betyder att

Y1 bji (Azy)
Vec(AXB) = :

> =1 bjn(Axj)

Betrakta nu (BT @ A), dar block (j, k) ar given av by;A. Da (BT ® A) multipliceras

med

x1
Vec(X) =
Ty
ges produkten av
> i1 bjr(Axzy)
(BT @ A)Vec(X) = :
251 bjn(Ax;)
Satsen foljer. m

Lemma 2.14. Om A(A) = {\}2, och A(B) = {u;};_,, di ir A(A® B) =
{Ninidits-

Bevis. Lat A € A(A) och p € A(B), med egenvektorer = respektive y. Da erhalls
foljande:

(A® B)(z ®y) *™ 2™ (4z) ® (By)
= (A7) ® (uy)
= (\)(z ®@y).
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Sats 2.15. Givet A € C™*™ och B € C™*" gdller
p(A& B) = p(A)p(B).

Bevis. Lat A(A) = {\};2; och A(B) = {p;},_,. Utifran lemma 2.14 har vi att

n
j:

ANA® B) = {\ip; : N € A(A), pb; € A(B)}. Det medfor

p(A® B) = max |Aip| = max |Ai| max |u;| = p(A)p(B).

Sats 2.16. Lat A € C™™ och B € C™"™ wvara givna. For varje C € C™", har
ekvationen AXB — X = C en unik lésning X € C™*™ om och endast om Aarg # 1
for Aqa € A(A), A\p € A(B).

Bewis. Lat avbildningen S : C™*" — C™*™ definieras enligt S(X) = AXB — X.
Avbildningen ar klart linjar. Antag vidare att Ay € A(A) och Ag € A(B). Da finns
nollskilda v € R™ och v € C" sadana att

Au = Mu,

vI'B = \vT.

Observera, for 0 # uv? € R™*™:

S(uv’) = A(wv™) B — uv®

= (Au)(v'B) — wo”
= (Aau)(Apv") —uo”
= (

)\A)\B — 1)UUT.

Déarmed ér egenvirdena av S av formen Ay g — 1. Om det finns A4, A sddana att
AaAp = 1 finns det X # 0 sadant att S(X) = 0. Men S(0) = 0, alltsa galler inte att
det for varje C finns en unik 16sning till S(X) = C. A andra sidan, om Ag\p # 1
for alla A4, Ap har S endast nollskilda egenvérden, alltsa ar S inverterbar, och
T(X) = C har en unik l6sning X for varje givet C. O
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Lemma 2.17. Om T € C™" dr uppdelad som
T Ty Tiz\p
0 Tx)q

P g

sa galler A(T) = A(TH) U A(T22>

Bevis. [GVL13, s. 350] Antag att

Ty — JATRRVAT 1 -\ X1
0 T22 ) T2

dér x; € CP och x5 € C%. Om x5 # 0 innebér det Thoxs = Azg, s A € A(Tsy). Om
didremot x5 = 0 sa géller 71121 = Azq, alltsa A € A(T11). Det medfoljer A(T) C
A(T11) UA(T2). Da A(T) och A(T11) UA(Tye) har samma kardinalitet maste de tva

mangderna vara identiska. O

Lemma 2.18. Om A € C"*", B € CP*P, och X € C"*P uppfyller
AX = XB, rank(X)=p, (1)

finns det en unitir matris Q € C™*" sadan att

T, T
QHAQ 7 11 Li12»p

0 T )np

p  n—p

och A(T11) = A(A) N A(B).

Bevis. [GVL13, s. 350] Lat

R
XzQ(Ol), Qe TV Ry € C

vara en QR faktorisering av X. Lat darefter



Genom att substituera detta i (1) och omordna termerna far man

(a)-ela)e

dar vianstermultiplikation med Q ger

T11 T12 Rl _ Rl B
Ty Toa) \ O 0)

Genom att Ry ar ickesinguldr samt ekvationerna 711 Ry = Ry B och Ty Ry = 0 far
man Ty = 0 och A(Ty;) = A(B). Lemmat foljer eftersom vi fran Lemma 1 har
A(A) = AN(T) = A(Th1) U A(Ty). O

Sats 2.19. Om A € C™*" finns det en unitir matris Q € C"*" sadan att
QPAQ=D+N

dir D = diag(Ay, -+, A\n) och N € C"*" gr strangt évretriangular. For ovrigt can Q

vdljas sa att egenvdrdena \; uppkommer i vilken ordning som helst ldngs diagonalen.

Bewis. [GVL13, s. 351] Satsen haller klart om n = 1. Antag att den haller for alla
matriser av dimension n — 1 eller mindre. Om Az = Az och = # 0 sa medfors det

enligt Lemma 2.18 att det finns en unitédr U som uppfyller

for ndgot w € C* 1 och C' € C~V*("=1) Genom induktion finns det en unitéar U s&
att UM CU &r 6vre triangular. Darfor medférs att om Q = U - diag(1,U), ar Q7 AQ
ovre triangular. O

Sats 2.20. Lat A € R™™". Da har A en reell Schur-dekomposition. Med andra ord
finns det en ortogonal Q) € R™™ sddan att

Ry Rip -+ Rip
OTAQ — Ryy -+ Rop
0O - 0 Rym
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ddr varje Ry dr antingen 1 X 1 eller 2 X 2 vars egenvdrden dar komplexa konjugater.

Bevis. [GVL13, s. 377] De komplexa egenvardena av A uppkommer i konjugatpar
eftersom det karaktéristiska polynomet har reella koefficienter. Lat k vara antalet
konjugatpar i A(A). Vi bevisar satsen genom induktion pa k. Observera att Lemma
2.18 och Sats 2.19 har reella motsvarigheter. Darfor géller satsen om k& = 0. Antag
nuatt k> 1. Om A =y +iu € A(A) och pu # 0, finns det vektorer y och z # 01 R”
sadana att A(y 4 iz) = (v +ip)(y + iz), med andra ord

1o 9)=69(7 ")

Antagandet p # 0 implicerar att y och z spanner ett tvadimensionellt, reellt invariant
delrum W av A. Det betyder att W C R"™ och A(W) C W. Det foljer fran Lemma
2.18 att det finns en ortogonal U € R™ " sa att

UT AU — Ty, T2
0 TQQ n—2

2 n—2

dér A(T1;) = {\, A}. Genom induktion finns det en ortogonal U s& att UTTh,U har

den nédvandiga strukturen. Satsen foljer genom att sitta Q = U - diag(l,,U). [

Sats 2.21. Lat M wvara en kvadratisk matris. Delsummorna

konvergerar da k — oo om och endast om p(M) < 1.

Bevis. Antag att Sy = Y%, M® konvergerar. Tag A € A(M) med korresponderande

egenvektor v och observera
Spv = ZMZU = Z/\Zv.
i=0 i=0

Eftersom Sy konvergerar, si konvergerar Syv i vektorrummet. D& behover 300, \°
konvergera, vilket sker om och endast om |A| < 1. Da det hér géller for varje A €
A(M) innebér det att maxyear) A = p(M) < 1.
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Antag nu istallet att p(M) < 1. Gelfrands formel séger att
: it
p(M) = lim [|M*[[

11— 00

for varje matrisnorm ||.||. Da p(M) < 1 finns det ett konstant r sadant att p(M) <

r < 1. Det medfdljer lim; . || M* P < r, med andra ord finns det ett K sadant att

||M?]| < r® for varje i > K. Betrakta nu serien

i . K . > .
DMII=DCMMY+ 3 (1M
i=0 i=0 i=K+1
Delsumman X || M?|| existerar d& det involverar dndligt manga termer, samtidigt

som resten uppfyller

> IMl< >0

i=K+1 i=K+1
vilket konvergerar eftersom |r| < 1. Sdledes konvergerar 332, ||M?|| fér varje norm,
vilket medfor att 3°7°, M* konvergerar. O
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3 Sylvesterekvationer och anviandningsomraden

Arbetet kommer att behandla tva sorters Sylvesterekvationer: kontinuerliga och dis-
kreta. De &r tva sorters matrisekvationer. Se definitioner 2.3 (s. 15) och 2.11 (s. 17)
for hur dessa ekvationer definieras. Nagra vanliga anvindningsomraden for Sylve-
sterekvationer ar kontrollteori och dynamiska system, dar namnen “kontinuerliga”
och “diskreta” sdger huruvida ekvationen dyker upp i ett kontinuerligt eller dis-
kret system. Ovannamnda ekvationer uppkommer ocksa inom maskininldrningssam-
manhang, bland annat viktinitialisering [DBP21], semi-6vervakad multi-etikettering
[CSWZ08], och bildbehandling [HNOO0G]. Foljande tva delavsnitt tacker tva exempel

i mer detalj, en for kontinuerliga och en annan for diskreta ekvationer.

3.1 Datadriven viktinitialisering

Som beskrivet i avsnitt 1.1 beror ett neuronnatverks optimering pa dess parametrar,
sa kallade vikter W och biasvektorer b. I det avsnittet técktes inte bara hur ett lager
paverkar det nésta, men ocksa hur nitverkets parametrar uppdateras for att minska
felet. Man kan tédnka sig en annu mer optimerad l6sning, dar vikterna fran borjan
inte genereras slumpmassigt enligt en fordelning utan ar forsiktigt valda utifran

traningsdatan for att producera mer precisa resultat.

Syftet ér att utifran traningsdata D = {(z;,1;)}Y, anviinda en liten del D C D for
att konstruera en viktmatris vilken minimerar kodnings- och avkodningsforlusten
[DBP21, s. 2]. Indata X respektive vikter W definieras forst for ett ndtverk med
konvolutionella lager, vilka har formen av 4D tensorer snarare én 2D matriser. Dér-
emot forklarar de att deras metod kan oversittas till fullkopplade natverk (“fully
connected” pa engelska), alltsa det typ av natverk som togs upp i avsnitt 1.1.

Lat indata respektive vikter representeras av X € R%*" och W € R%*4 dar d,
ar dimensionen av indatalagret, dy ar dimensionen av utdatalagret och n ar antalet
exempel av indata. Det menas pa att en bra viktmatris bor koda X till en latent
kod S € R%*" vilken sedan kan avkodas tillbaka till X. Har lats W7 vara avkod-
ningsmatrisen. Teoretiskt hade man kunnat lata avkodaren vara en separat matris
V', men da hade optimeringsproblemet blivit betydligt mer komplicerat. Att anvan-
da W7 &r ett medvetet designval som reducerar antalet fria variabler och mojliggor
en elegant 16sning. Latent kod kan uttrycka komplicerad indata pa ett meningsfullt

satt, vilket stérker modellens férmaga att forstd och manipulera det [Ber25].

27



Ovan beskrivning av problemet kan 6verséttas till ett regulariseringsproblem [DBP21,

s. 3|: att hitta matrisen W vilken minimerar
FOV) = [|X = WS + AWX = S|I% (2)

dér || - || dr Frobenius-normen foér matriser. Frobenius-normen for en matris A ar

|AllF = \/W = \/trace(ATA).
/L"j

I (2) méter || X —WTS||% avkodningsforlusten, ||[IW X — S||% méter kodningsférlusten

och A > 0 ar en skalar vilken vager kodningsforlusten.

definierad som

For att 16sa optimeringsproblemet skrivs hogerledet HL i (2) om enligt
HL = trace((X — WTS)T(X — WTS)) + Atrace(WX — S)T (WX — S))
eftersom ||A||% = trace(AT A). Hogerledet kan dérefter expanderas som

HL = trace((S™W — XT)(X — WTS)) + Atrace((ST — X'WH (WX — S))
= trace(STWX — STWW'S — XTX + XTWTS)
+ Atrace(STWX — STS — XTWTWX + XTWTS)
= (14 \)(trace(STW X) + trace(XTWTS)) — trace(STWWTS)
— Mrace(XTWTWX) +k
= (14 X)(trace(STW X) + trace(STW X)) — trace(STWWTS)
— Mtrace(XTWTWX) + k
= 2(1 4 Mtrace(STWX) — trace(STWW?TS) — Atrace(XTWITW X) + &

dar k ar en konstant med avseende pa W. For att hitta minimum berédknas gradienten

av f med avseende pa W. Termen trace(STTW X) kan skrivas om med indexnotation

trace(STWX) = > [STWX]; Z Z ST WX Z Z Z W X

7

Séaledes ar den partiella derivatan med avseende pa Wj;, lika med

Otrace(STW X)

I X = [X
oWy, ZS i = XS
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Det implicerar
Vitrace(STWX) = (XST)T = X7,

Utifran sats 2.1 kan det hirledas att trace(STWW?TS) = trace(WTSSTW) samt
trace(XTWIW X) = trace(W X XTWT), se bevis (s. 15).

Betrakta funktionen trace(WT MW) for en symmetrisk matris M. Med indexno-
tation ges trace(WT MW) av

trace(W' MW) = ZZZ WiEMpWie =3 WMy Wi,
ik

Har vill man berdkna %TMW). De termer i trace(W? MW ) som innehaller W,
rq

ar da j = p och i = ¢q, eller £ = p och i = ¢. I forsta fallet ser termerna ut som

WMy Wi, och i derivatan MWy, dar de summeras over k. I andra fallet ser

termerna i derivatan ut som Wj,M;, vilka summeras 6ver j. Det vill siga

otrace(WTMW) 3
W k

Mpkaq + Z quMjP = [MW]pq + [MTW]pq

J

Har far man

Vwtrace W MW) = MW + M*W = 2MW

da M ar symmetrisk.

Pa mycket liknande sédtt kan man hérleda att

Vwtrace(WMW7T) = 2W M.

Eftersom bade SST och X X7 ar symmetriska giller
Vtrace(WTSSTW) = 255TW,

Vitrace WX X TW7T) = 2W X X7T.

Med allt det sagt far man att gradienten av f(W) ar

Vi fW) =214+ N)SXT —285TW — 2AW X X7,
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Gradienten sétts lika med 0, och efter forenkling fas ekvationen
SSTW + WAXXT = (1+ ))SXT.

Det har alltsa visats att sokning efter en optimal vikt i ett natverk reduceras till att

l6sa en kontinuerlig Sylvesterekvation.

Ett specialfall i (2) dr d& A = 0. D& férenklas Sylvesterekvationen till SSTW = SXT,
villket innebér att W ar en minstakvadratlosning till STW ~ X7, eller ekvivalent
WTS ~ X. Regulariseringsparametern \ ir ofta mycket liten, villket medfor att

l6sningen dven for A > 0 resulterar i en matris W diar W7 S ~ X.

3.2 Bildbehandling och avskarpa

I avsnitt 1.1 anviandes ett exempel dar en svartvit bild pa symbolen “3” represen-
terades av en vektor. En bild kan daremot representeras pa flera olika satt, bland
annat som en matris. Givet en ursprungsbild X kan en suddig bild B skapas genom
ett bilinjart forhallande

B=AXAT

dér A, ar en kolumnsuddande matris och A, ar en radsuddande matris [HNOOG,
s. 4]. Namnen kommer ifran hur matriserna agerar pa X: A. multipliceras till varje

kolumn av X, och AT till varje rad.

En naiv metod skulle vara att losa for X direkt genom X = AZ'B(AT)~ [HNOOG,
ss. 5-6]. Det har leder dock till ett daligt resultat pa grund av att den suddiga
bilden innehéaller s& kallat additivt Gaussiskt brus. Modellen fér den suddiga bilden
ges egentligen av B = A XAl + E, dir E ~ N(0,0?) ar brusmatrisen. Den naiva
metoden ger alltsé inte X, utan X + A7 E(AT)~!. Det som dé oftast hinder ar att
direkt inversion amplifierar bruskomponenterna och ger en mycket brusig aterstalld

bild. Darfor anses det inte som en ldmplig metod for att l6sa problemet.

En aterstallningsmetod [HNOOG, s. 72] som fungerar battre involverar att 16sa
min [[b — Az[[3 + o?||z[[3
dir = Vec(X) och b — Az = Vec(B — A, X AT). Om C € C™ " s har vi

VeC(C) = (Clly"'thCle”' 7Cm2a”' 701717"' aCmn)a
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vilket betyder

[Vee(C)ll2 = [>_1Cy1* = 1IC]lF-
1’7]

Det innebar att regulariseringsproblemet ar ekvivalent med
min|| B — AX A5 + o®[| X[[5.
Genom att uttrycka Frobenius-normen enligt sparfunktionen fas

min|| B — AX A5 + o®[| X[[F

= min trace((B — A XANT(B — A XAT)) + a*trace( X' X)

= min trace((BT — A, XTAT)(B — A, X A")) + o’trace(X T X)

= min —trace(BT A, X AT) — trace(A, XT AL B) + trace(A, XT AT A. X AT)

+ o’trace(XTX) + k

= min —trace(BT A, X AT) — trace((BT A.X AN)T) + trace(A, XT AT A X AT)

+ o’trace(XTX) + k

= min —2trace(BT A X AL) + trace(4, XTAT A X AT) + o*trace( X' X) + k

= min —2trace((AT BA,)T X) + trace((A. X AT (A X AT)) + a*trace(XTX) + k

Problemet 16ses genom att berdkna gradienten och sétta den lika med 0. Gér man

det far man ekvationen
ATAXATA, + o*X = ATBA,,

vilken ér en typ av diskret Sylvesterekvation. Man kan alltsa se hur dessa ekvationer

kan forekomma i modeller som ar avsedda for bildbehandling.
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4 Att losa Sylvesterekvationer

Det finns sérskilda krav som en Sylvesterekvation behover uppfylla for att ha en
unik 16sning, se satser 2.9 (s. 17) och 2.16 (s. 19). I verkliga scenarion dar Sylveste-
rekvationer uppkommer i sammanhang av maskininlarning, handlar det om mycket
stora matriser som inte gar att l6sa for hand. Foljande delavsnitt handlar om att ta

reda pa hur dessa matrisekvationer kan losas.

4.1 Kontinuerliga Sylvesterekvationer
4.1.1 Bartels-Stewart algoritmen

En metod som ofta nimns dar Bartels-Stewart algoritmen [SM19, ss. 1-3]. Den gar
ut pa att ta en allmén ekvation med téta matriser och reducera den till en mycket

forenklad version med glesare matriser. .

Givet A € R™™ B € R™" och C' € R™™ diar A(A) N A(—B) = ) (sats och bevis
pa ss. 17-18), betrakta ekvationen

AX + XB=C. (3)

Da A och B ar kvadratiska matriser kan reell Schur-dekomposition utforas, se sats
2.20 med bevis 2 pa s. 22. Det vill saga

A=UAU",
B=VBVT

dar U,V ar ortogonala och A, B dr 6vre kvasitrianguldra. Att vara 6vre kvasitri-
anguldr innebar att vara blockvis ovre triangular, dar ett block pa diagonalen kan

vara 1 x 1 eller 2 x 2. Med anvandning av dekompositionen i (3) fas
UAUTX + XVBVT = C.
Bada sidor multipliceras till vinster med UT och till héger med V for att fa

AUTXV)+(UTXV)B =UTCV.
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Lat dérefter Y = UTXV samt C' = UTCV, och da har (3) reducerats till
AY +YB=C. (4)

D4 A och B ér évre kvasitriangulira &r matriserna i (4) glesare jamfort med dem i
(3). Det &r tydligt att A € R™*™ B € R™", och C,Y € R™*",

L&t A, B uttryckas som ovre trianguldra blockmatriser. Det vill siga

A= [Aij}jjzl
och
B = {Bij}j,jzl

dar diagonalblocken ar skalarer eller 2 x 2, och flij = 0 samt Bij =0omi > j.
Dessutom géller att flij har lika manga rader som A;; och lika manga kolumner som
fljj, det for att flij befinns pa samma blockrad som A.; och samma blockkolumn som
A;;. Detsamma fér blocken i B. Pa sa sitt giller C' = {C’UK’; i ochY = [Yy[% .
som blockmatriser. Inom AY och Y B multipliceras Y;; ti711 vanster med flkl for
k = 1,...,p och till hoger med le for I = 1,...,q. Saledes maste Y;; ha samma
antal rader som A;; har kolumner, vilket dr samma som i fln-, och samma antal
kolumner som E’ﬂ har rader, vilket ar samma som i Bjj. Slutligen behover C’ij vara
av samma storlek som Y;;. Med detta i dtanke kommer metoden som féljer att ge

mening.

Varje blockelement i vinsterledet i (4) méaste vara lika med motsvarande blockele-

ment i hogerled. Man kan se att
~ - P q 5 P J B
(AY +YB)y; = > AuYiy + > YaBy =>  AuYi + > YuBy
k=1 =1 k=i =1

eftersom A;; = 0 d& k < i och Blj =0dal > j. Man far

P J 5 B
S AuwYij+ > YuBy = Cjj.
f—i

=1
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Isolera alla block vilka innehaller Y;; pa en sida for att fa

P Jj—1
AuYi;+YyBj; = Cy — ( > AiYij + > }/z‘lBlj) :
k=i+1 =1

Man far alltsa en samling av pq stycken Sylvesterekvationer som ér mycket smé och
enkla att 16sa, men som maste l6sas i ratt ordning. Man borjar med ¢ = p, j = 1 da
bada summorna i hogerledet blir triviala. Sedan 16ser man for 7 = 2, dérefter j = 3
och sa vidare anda till j = ¢. Efter att ha 16st for rad p gér man pa samma satt for
rad p—1, sedan p — 2 och sa vidare till rad 1. Till slut har Y berdknats, och d& utfor
man en sista substitution tillbaka till X = UY VT, och har di 16st (3).

4.1.2 ADI-metoden

Alternating-Directional-Implicit (ADI) metoden &r en iterativ metod for att nume-
riskt losa Sylvesterekvationer. Med stora och glesa system kan iterativa metoder
ha lag berdkningskostnad per iteration. Det finns dessutom mycket frihet d& man
kan bestdmma hur manga iterationer som skall utféras, samt eventuella initialvér-
den och parametrar, vilka paverkar 16sningens konvergens. Forst appliceras metoden
pa Lyapunovekvationer [Pen00, ss. 1401-1402]. En Lyapunovekvation ar en typ av

Sylvesterekvation och ser ut pa foljande vis:
ATX + XA=-BB". (5)

Négot annat som skiljer (5) fran en standard Sylvesterekvation ar att varje inblan-
dad matris ar kvadratisk och av samma storlek. Matrisen A antags dessutom vara
stabil, vilket betyder att systemet @(t) = Az(t) uppfyller lim; ,o, z(t) = 0 for alla

initialvirden z(0).

En konsekvens av att A ar stabil ar att alla dess egenvirden ar element av C_, de
komplexa talen med negativ reell del. Antag att R(\) > 0 for varje egenvirde A, och
lat v # 0 vara en tillhorande egenvektor. En partikuldrlosning till &(t) = Ax(t) ar
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x(t) = ex(0). Vilj initialvirdet z(0) = v och observera

z(t) = ey
oo 1k
= Z t—'Akv
= k!

= Z *')\k’l)
= k!
= M.
Om X > 0 vixer |z(t)| exponentiellt da t vixer linjart. Om A = 0 ar z(¢) konstant.
I bada fallen avtar l6sningen inte mot 0, vilket strider mot antagandet av stabilitet.

Déarfor maste egenvardena av A varai C_.

Det innebér att —A7T har sina egenvirden i C, eftersom A och AT har samma
egenvirden (se sats 2.10 pa s. 18). Darfor har A och —A” disjunkta egenvirden och

det forsdkrar att (5) har en unik 19sning.

Tanken med metoden &r att anvinda sa kallade skiftparametrar {p,pa, -+ ,px} C
C_ for att “skifta” A och AT i ekvationen. Den initiella matrisen X, = 0 och
iterationen utfors i tva steg enligt foljande:

(AT +pD)X,

)

(AT — p, 1) X,

)

-1 + X1 (A—pil) = —~BB",
1+ Xi(A+pid) = —BBT.

Tvastegsiterationen kan omskrivas som en enkelstegsiteration genom att forst losa
for X, 1 forsta steget. Antaget att (A + p;I) ar ickesingulér erhalls

X.

11—

= (AT 4 p,I) ' BBT — (AT + p, )7 X1 (A — piI).

1
2

Daérefter 16ses for X; enligt

X; = —BBY(A+pl)™t — (AT — p;]) X,

1
=3

(A+pI) "
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Substituera uttrycket for X; 1 for att fa

X;=-BBT"(A+pD)™*
— (A" = pid) (—(AT + pil) ' BBT — (A" + pI) ' Xi Ly (A = pid)) (A+ pid)
= (AT = p)(AT + pi]) 7' X1 (A = pd ) (A+pid) 7!
+ (AT — pi ) (AT + p, ) ' BBT (A + p,I) ' — BBT(A+pil) 7"

Tvastegsiterationen ar alltsa ekvivalent med

Xi=UXiaVi+ W,

dar
Uy = (A" — p) (A" + pI) 7",
Vi=(A-pD)(A+pl)™,

(AT — p,I)(A" + piI) *BBT(A+p) " — BBT(A+pI)™".

=
[

Hér kan ett konvergensvillkor héirledas. Spektralradien p(M) for en matris M ar det
storsta absolutbeloppet av dess egenvarden. Hur egenviardena av U; och V; ser ut

behover harledas.

Lat X\ vara ett egenvéirde av A med egenvektor v, och antag att A 4 pI ar inver-
terbar. Da géller (A + pI)v = (A + p)v. Man far dérefter

v=(A+p)HA+pHv=A\+p)(A+pl) v

vilket sager
1

A+p o= ——uv.
(A+pD) o = o
Saledes géller
(A—pI)(A+pl) o= a—
Ap

D& A och AT har samma egenvirden (sats 2.10 s. 18) erhdlls pa liknande sétt

A—p

AT —pI) (AT +pI)~v =
( pI)(A” +pI)" v s

.
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Saledes innebar det att

A =D
Ui = 5
p(Ui) AeAa(A) A+ p;
A —Dpi
V;' _
p(Vi) AeAa(A) A+ p;

dér A(A) &r méangden egenvarden till A (definition 2.4).

Lat E; == X — X;, dar Ey = X och X ar den unika 16sningen till (5) och som
dessutom uppfyller X = U; XV, + W; for alla 7. Foljande fas:

E=X-X,
=UXVi+W; = U X, V; = W,
— Ui(X ~ X )V,
— UiE Vi

For den repeterade iterationen géller Ey = P, XQy, dir P, = UpUg_1---U; och
Qi = ViV, .-V, For att analysera konvergensen mer precist vektoriserar vi felet
enligt

Vec(Ey) = (Qf ® Py)Vec(X).

Se definition 2.12 pa s. 19 for hur operatorn ® &ar definierad. For att se varfor
ovan likhet stdmmer, hanvisa till sats 2.13 pa s. 19. Spektralradien for Kronecker-

produkten ar

P(Qx @ Pr) = p(Qr)p(Pi) = p(Qu)p(Pr)
enligt sats 2.15 pa s. 20. Likheten p(QF) = p(Qy) géller d& A(QL) = A(Qy).

Eftersom spektralradien ar submultiplikativ erhalls
k k k
p(Py) < T p(Us), p(Qr) < H =11 p(U).
i=1 1=1 =1

Det ger
2

p(Q ® Py) = p(Pr)p(Qr) < <H P(Uz‘)> -

Om produkten [T, p(U;) tenderar mot 0 da k — oo medféljs att p(QF ® Py) — 0.

Det leder till att iterationsoperatorn Qf @ P, — 0 i varje matrisnorm, och dérmed

38



E), — 0, det vill siga X} — X. Optimala valet av parametrar {p;,--- ,py} gor
1%, p(U;) minimal.

Metoden kan forléngas till allmdnna Sylvesterekvationer av formen
AX+XB=C (6)

genom att anvinda tva konstanta parametrar o och [ [LZ720, s. 2]. Har antags
A och B vara positivt semidefinita samt att minst en av dem &r positivt definit.
Om sa géller medfor det A(A) C [0,00) och A(B) C [0, 00), vilket vidare medfor
A(—B) C (—00,0]. Om dessutom A eller B ar positivt definita innebér det 0 ¢ A(A)
och 0 ¢ A(B), och ddrmed kan A och —B inte ha niagot egenvirde gemensamt. Pa

sa satt sékerstalls att (6) har en unik l6sning.

Iterationen utfors da i tva steg enligt

(A + OZI)XZ_% + Xi_l(B - O[])

(A= D)X,y + Xi(B + 1)

:O7
=C

Genom liknande argument som for Lyapunov-fallet erhalls en rekursiv felrelation pa

formen E; = U;E;_1V;, dar spektralradierna p(U;) och p(V;) begrinsas av

x—pf -«
U;) < max , Vi) < max
p(U:) < zeA(A) | T + « Vi) yeA(B) |y +
Vektorisering av felet ger att spektralradien ar hogst
Ll =8y — o)

U Vi) < max
1ot = e, o) 1 ooy )

Konvergens av X; mot den unika l6sningen X ar darfor garanterad om

— 0 nar 11— oo.

[1

max
eA(A)yeA(B) ;1)

Skiftparametrarna {a, 8} sidgs dédrmed vara optimala om de minimerar ovan-
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namnda produkt, det vill siga om de loser min-max-problemet

i
min max H
{a,B} zeA(A)yeA(B) =

(= B)(y — o)
(z+a)(y + B)

4.2 Diskreta Sylvesterekvationer

Det édr ocksa vart att diskutera en losningsmetod for diskreta Sylvesterekvationer

[LMK16, s. 584]. Givet matriser A, B och C av lampliga dimensioner definieras
AXB+X =C (7)

vilken antags ha en unik 16sning. Ovan ekvation kan tankas losas genom en slags
Bartels-Stewart algoritm och reell Schur-dekomposition som med den kontinuerliga

motsvarigheten. Ekvationen (7) skulle da se ut som
UAUTXVBVT + X =C
och vidare
AUTXVB+UTXV =UTCV
vilket kan skrivas som
AYB+Y =C
dir Y = UTXV och C = UTCV, etcetera. Dock for att undvika repetition tags

istéllet upp en unik metod. Observera fran (7) att
X=C-AXB.
Insatt X = C — AX B i hogerledets X for att fa
X =C—-ACB+ A’XB*.

Insattningen X = C' — AXB i hogerledet kan goras arbitrart manga géanger. Det
erhalls -
X = Z(—l)iAiCBi.

=0
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Mer om konvergenskravet kommer senare. Hér kan en delsumma definieras enligt
Xy =) (-1yACB

1=0

for £ > 0, men det bor noteras att den summan konvergerar langsamt. Istéllet kan

en mer effektiv sadan definieras enligt

Xo =C
Xeyn =X+ (-1D)PA* X, BY (k> 0).

Genom induktion kan det visas att den slutna formeln ar
X = Z (-1)'A'CB".
i=0
Observera att basfallet galler, ty
0 . . .
Xy = z:(—l)’AZC’BZ =C.

=0

Antag att den slutna formeln géller for nagot £ > 0. Da géller

2k+1_1 . . . Qk_l . . . 2k+1_1 . . .
S (-1)'AICB = Y (-1)'AICB '+ 3 (—1)'A'CB’
=0 =0 =2k
— Y (—1)'A'CB + (=1)*' A% [ 3 (-1)'AiCB | B?
=0 =0
= X, + (-1)¥A*" X, B*
= X1

Nu nér den slutna formeln har visats stamma géller det att harleda kravet for att
den partiella summan ska konvergera. Lat T; = (—1)"A’C'B* for i > 0. Vektorisera
sedan bada led enligt sats 2.13 (s. 19) och fa

Vee(T3) = (=1)((

~1)((B)" ® A")Vec(C)
(=D'((B")' ® A")Vece(C)

(—(BT @ A))'Vec(C).

)i
)i
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Att (BT) @ A" = (BT @ A)" ar en direkt konsekvens av att Kronecker-produkten
uppfyller (M @ N)(P ® Q) = (MP) ® (NQ). Fran ovan vektorisering &r det klart
att

2k—1 2k—1 4

Vee(Xy) = > Vee(T;) = (Z (—-(BT® A))Z) Vec(C).

i=0 i=0
Konvergens av Vec(X},) mot Vec(X) sker om och endast om }°3°, M* konvergerar ele-
mentvis (eller normvis). Sats 2.21 (s. 24) siger att delsummorna S, = % (—(BT ®
A))? konvergerar om och endast om p(—(BT ® A)) < 1.

Enligt sats 2.15 (s. 21) &r p(—(BT @ A)) = p(B)p(A). Sammanfattningsvis konver-
gerar alltsd X mot X om och endast om p(A)p(B) < 1.
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5 Sammanfattning

Det har arbetet har undersokt Sylvesterekvationer, kontinuerliga och diskreta, samt
tva exempel pa anvandningsomraden inom maskininlarning. Det har dessutom téackt
villkoren for existens och entydighet av losningar for dessa ekvationer, tillsammans
med bevis och ett par exempel pa losningsmetoder. Det ma vara en liten del av
helheten, men férhoppningsvis har det skapat lite mer forstaelse for vad som kan ske
under ytan. Al grundar sig pa matematik, kanske mest av allt den linjira algebran.

Al-modeller kommer sannolikt fortsidtta att utvecklas for att bli mer effekti-
va och kriava mindre méngder traningsdata dn de gor idag. Inom de kommande
aren kommer fler foretag att integrera Al-verktyg pa arbetsplatser, i fysiska buti-
ker och natbutiker, och till och med i hemmen. Det finns dessutom stor potential
for en bredare anvindning av dessa sjalvlarande maskiner. I sjukvarden skulle op-
timerade linjara modeller kunna stélla snabbare diagnoser fran medicinska bilder. 1
utvecklingslander kan resurseffektiva algoritmer mojliggora tillgang till utbildning,
jordbruksoptimering och tidiga varningssystem for naturkatastrofer.

Dér det finns stor potential finns dock ocksa stor risk. Utvecklingen av Al kommer
att fortsiatta i manga ar framdver, och nyckeln ar att matematiken inte bara driver

effektivitet, utan ocksa rattvisa, transparens, och etiskt ansvar.
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system

Emanuel Hedberg
March 2026

s. 36

Det ricker att vilja endast en skiftparameter p € C_ istéllet for flera distinkta
p; viarden. Foljden ar en forenklad iteration

(AT +pI) Xy 1 + Xi(A—pl) = =BBT,
(AT = pD) Xy 1 + Xpr1(A+pl)~" = -BBT.

ss. 37 - 39

Deriveringen av konvergenskriteriet dr onodigt komplicerad och inkorrekt. Ut-
tryck tvastegsiterationen som enkel iteration och fa

Xip1=PXpQ+R

dar
P= (A" —pI)(A" +pD)7,

Q= (A—pl)(A+pl)~,
R= (AT —pI)(AT + pI)'BBT(A+ pI)~' — BBT(A + pI)~!,

antaget (A + pI) &r inverterbar. Observera att X &r den unika matrisen som
uppfyller X = PX@Q + R. Det innebér

X—-X,=PXQ+R—-PX;_1Q—R=P(X —X;,_1)Q.
Repeterad applicering av rekursiv formel ger
X — X, = P*(X — X)QF = P*XQ".
Vektorisera systemet enligt Sats 2.13 (s. 19):

Vee(X — X3) = (QF)T @ PM)Vec(X) = (QT @ P)*Vec(X).



Vektorn Vec(X — X},) konvergerar om och endast om (QT ® P)¥ — 0da k — oo.
Det &r ekvivalent med

p(Q" @ P) " p(QT)p(P) T E p(P)p(Q) < 1.

Observera:

I
NS

(AT = pI)(AT +pD)™")
(A=pD)T(A+pD)~")
(( A+p1) HA=pD)T)
" p((A+pD) 7N (A= pD)).
Notera att p(P) = p((A+pI)~1(A—pI)) och p(Q) = p((A—pI)(A+pI)~1). Det

gar att visa p(P) = p(Q) da det foljer fran p(MN) = p(NM). Fér A € A(MN)
och motsvarande egenvektor v géller foljande:

p(P)

|
D

Sats2.1

NM(Nv) = N(MNv) = N(\v) = ANv)

och dirmed A € A(NM). Pa sa sitt dar p(P)p(Q) = p(Q)? och konvergens sker
om och endast om p(Q)? < 1, alltsa p(Q) < 1. Ett optimalt p bor dirfor sa
langt som mdjligt minimera

p((A—pI)(A+pI)~h).

ss. 39 - 40

For allmédnna kontinuerliga Sylvesterekvationen utférs en liknande derivering.
Enkeliterationen blir
X1 =UX, V+W
dar
U= (A—-BN(A+al)™?,
V=(B-al)(B+8I)™"
och W en matris som kommer att forsvinna i nésta steg. Pa samma sétt

som tidigare fas X — X = U*XV¥, dir konvergens sker om och endast om
p(U)p(V) < 1. Dérfor bor a och § sa langt som mdjligt minimera

p((A=BI)(A+al)™) p((B —al)(B+BI)7).
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