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Sammanfattning

Syftet med denna uppsats ar visa att den femte raden &r oméjlig att na inom soli-
tarspelet Conways soldater. Spelet borjade analyseras redan 1961 av John Horton
Conway. For att bevisa detta anvinds det matematiska verktyget invariansprinci-
pen. Aven det gyllene snittet spelar roll i beviset, d& det ovintat framtrider. Genom
att skapa en viktad funktion, kan man forsta hur ett visst viarde fordndras genom
spelets gang och dédrmed bevisa att det aldrig okar pa det siatt som kréivs for att den

femte raden ska vara nabar.

Uppsatsen behandlar ocksa andra varianter av spelet, sasom Conways soldater dar
diagonala hopp ar tillatna, samt den trianguldra versionen Pablitos Soldater. Dessa
exempel visar hur sma fordndringar i regler eller spelplan kan paverka vilka positio-

ner eller rader som ar mojliga att na.

Abstract

The purpose of this thesis is to show that the fifth row is impossible to reach in
the solitaire game Conway’s Soldiers. The game was first analyzed in 1961 by John
Horton Conway. The proof is based on the mathematical principle of invariance.
The golden ratio also plays an important role in the argument, appearing in an
unexpected way. By constructing a weighted function, it becomes possible to study
how a certain value changes during the game and thereby prove that it can never

increase in the manner required for the fifth row to be reached.

The thesis also examines other variants of the game, including a version of Con-
way’s Soldiers in which diagonal jumps are allowed, as well as the triangular version
Pablito’s Army. These examples demonstrate how small changes to the rules or the

structure of the board can affect which positions or rows are possible to reach.
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1 Introduktion

Solitér &r en grupp av populdra spel dar man spelar ensam. Namnet harstammar
fran latinets solitarius som betyder just "ensam”. Det finns flera versioner av spelet,
bland annat har vi patienser dar man anvander en kortlek och olika traspel dar
spelet gar ut pa att tomma ett brade. Vi har bland annat brédspelet peg solitaire,
som spelades i Frankrike redan pa 1900-talet. Gemensamt for alla dessa solitédrspel
ar att man genom stategi och logik ska losa spelet, antingen med kort, pjéser eller

brickor.

I denna uppsats kommer fokuset ligga pa solitdrspel som spelas pa rutnat, precis
som peg solitaire. Exemplevis Conways soldater, som inte enbart har fungerat som

underhallning, utan aven véackt intressanta matematiska fragestallningar.

2 Conways Soldater

Conways soldater som &r véldigt lik peg solitaire, &r ett solitarspel som spelas pa ett
odndligt schackbréde. Bradet ar uppdelat i tva delar, évre och undre, som avdelas
med hjalp av en horisontell linje. Ovanfor linjen finns det ett obegransat antal tomma
rutor, se Figur 1. Under linjen finns det &ven dar obegransat med rutor som dock
ar fyllda med spelpjaser som kallas soldater [BHGGOT].

Figur 1: Conways soldater, del av spelplan.



2.1 Problembeskrivning och regler

Spelet gar till sa att en soldat hoppar 6ver en annan, den 6verhoppade soldaten tas

da bort fran spelplanen. Se illustrationen i Figur 2.
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Figur 2: Conways soldater, ett hopp.

Till skillnad fran peg solitaire dar malet ér att fa bort alla spelpjéser, sa gar Conways

soldater ut pa att komma sa langt ovanfor den horisontella linjen som mojligt.

Regler for Conways Soldater:

o En soldat far enbart forflyttas till en tom ruta, genom att hoppa Gver
en annan soldat. Den 6verhoppade soldaten maste sta i en grannruta
(precis som i Figur 2). Soldaten som hoppas 6ver far sta horisontellt

eller vertikalt intill (inte diagonalt).
o Hoppen leder till att den 6verhoppade soldaten tas bort.

o Malet med spelet ér att fa en soldat sa langt som mojligt ovanfor

linjen.

2.2 Mojliga rader i Conways soldatproblem

For att uppna de olika raderna i spelet sa behovs olika antal soldater arrangerade

pa ett visst sétt.



For att ndrad 1: For att nd rad 1 behovs det 2 soldater i formationen nedan|[Wei].

Figur 3: Conways soldater, na rad 1.

Na rad 2: For att na rad 2 s& behdvs det minst 4 soldater. Soldaterna ska da ha

denna formation [Weil.

X X X .

o o o — @ © — | —

Figur 4: Conways soldater, na rad 2.
Na rad 3: For att kunna na rad 3 dr det d4nnu fler soldater som behovs, detta

gor det dven svarare att uppna. Antalet soldater som behovs dr da minst 8, i denna

formation [Wei.

X o

Figur 5: Conways soldater, na rad 3.
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Na rad 4: For rad 1, 2 och 3 behévdes 2, 4 och 8 soldater. Man skulle da kunna
tro att antalet fordubblas for varje rad. Detta skulle da innebéra att vi behéver 16
soldater for att na rad 4. Det stdmmer daremot inte, vi behover namligen 20 soldater

for det [Conl9]. Soldaterna behéver sta i denna formation [Wei.

X o

— —>
e 6 6 06 o o o
e &6 o o o
e 6 6 o6 o o
[ B

Figur 6: Conways soldater, na rad 4.

Na rad 5: Forvanande nog visar det sig att det &r omojligt att na rad 5. Detta

faktum bevisades av John Horton Conway nér han analyserade spelet 1961 [Clend].

Figur 7: Conways soldater, rad 5

Det gar inte att urskilja ndgot monster i hur manga soldater som kravs for att na
varje rad. Aven om det ser ut som om antalet mojliga drag okar snabbt, sd behévs

ett mer systematiskt siatt for att avgora vad som faktiskt dr mojligt.

For att kunna analysera det hér problemet ricker det inte att analysera enskilda
exempel for varje rad. Istallet behovs ett matematiskt verktyg som kan beskriva hur

en egenskap forandras genom spelet.
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I nésta avsnitt introduceras dérfor begreppet invariant som kommer att anvindas

for att undersoka vilka rader som ar mojliga att na, samt varfor rad 5 inte kan nas.

Sats 2.1. Det dr omdjligt att na den femte raden pa Conways soldater.

3 Analysverktyg

I det héar avsnittet kommer matematiska verktyg att presenteras. Dessa kommer
att anvandas for att analysera problemet. Hér introduceras begreppen invariant och

gyllene snittet, som kommer att spela en central roll i analysen.

3.1 Invariant

En invant d4r inom matematiken en egenskap som inte fordndras under vissa ope-
rationer eller transformationer. Det innebér att d&ven om ett system fordndras pa
olika sétt, finns det nagonting som forblir konstant. Exempelvis har vi en triangels
sidor eller vinklar som da inte féorandras under rotation, vilket gor dessa egenskaper

invarianta under sadana fordndringar [Stond].

Begreppet anvinds for att forenkla och forsta olika matematiska problem. Genom
att identifiera nir nagot forblir oférdndrat kan man dra slutsatser om systemets
beteende, trots att andra egenskaper skulle fordndras. Det har gor en invariant till

ett viktigt verktyg inom de flesta omradena, sa som algebra och geometri [CS13].

I mer komplexa problem kan en invariant anvandas som ett verktyg for att avgora
om nagot ar mojligt eller omojligt. Eftersom invarianten alltid behaller samma varde
kan den fungera som en begransning i analysen. Det har ar speciellt anvandbart pa

problem dir ménga steg eller fordndringar ar méjliga [Stond].

I Conways soldater finns det manga mojliga drag, vilket gor det svart att direkt
avgora hur hogt en soldat kan na. Genom att introducera invariant sa kan vi un-
dersoka hur hogt en soldat kan néa. Pa sa sitt kommer invariant vara ett centralt

verktyg for att forsta och losa vart problem.

3.1.1 Pagodafunktion

En sarskild typ av invariant som kommer att anvindas i analysen av Conways solda-

ter dr en sa kallad pagodafunktion. Den innebéar att olika positioner pa spelplanen
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tilldelas olika virden. Summan av dessa véirden forandras pa ett kontrollerat sitt
vid forflyttningar [BHGGOT].

Grundtanken &r att tilldela spelplanens olika potioner vikter, dér vissa positioner
bekraktas som mer virdefulla 4n andra. Genom att valja vikter pa ett lampligt sétt

sa kan man visa att den totala summan aldrig 6kar under spelets gang.

I senare analys kommer pagodafunktionen att anvindas for att undersoka begréns-

ningar i hur langt upp en soldat kan na [BHGGO7].

3.1.2 Dominoproblemet

Ett klassiskt exempel pa en invariant ar dominoproblemet pa ett schackbrade. Pro-
blemet anvénder sig av ett 8 x 8 schackbride som gar bestar av 64 rutor, rutorna ér
vaxelvis fargade svart och vitt, precis som pa ett vanligt schackbriade. Fragan ar da
om det ar mojligt att tacka hela schackbriadet med 2 x 1 dominos, om tva diagonalt

motsatta horn tas bort.

En domino técker alltid exakt tva rutor bredvid varandra. Det innebar att varje
domino técker en vit och en svart ruta. Den har egenskapen fungerar da som var
invariant i problemet, eftersom att balansen mellan de vita och de svarta rutorna

inte fordndras oavsett hur dominobrickorna placeras [Yound].

Pa ett fullstort schackbrade finns det lika manga vita som svarta rutor. De diagonalt
motsatta hornrutorna har alltid samma farg. Om da dessa tas bort uppstar det en
obalans, det vill sdga att det aterstar 30 rutor av den ena fargen och 32 av den andra
[Yound].

Eftersom varje dominobricka técker exakt en vit och en svart ruta, s kan aldrig
schackbradet tdckas om det inte dr lika manga vita som svarta rutor. Den hér
obalansen som uppstatt om de tva diagonala hornrutorna forsvinner gor att det

ar omojligt att tacka hela schackbriadet med dominobrickor.

Det har visar att processen med 6vertidckning av dominobrickor har en invariant, i
det har fallet fargbalansen mellan de olika rutorna, vilket medfor att en 6vertéackning
av det defekta schackbradet inte finns.
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3.2 Gyllene snittet

Gyllene snittet ar en frekvent anvind formel inom matematiken. Den betecknas ofta

som . Det definieras som den positiva losningen till andragradsekvationen

1++5
5

©*—@—1=0 vilket ger ¢ =

Den motsvarande negativa losningen &r

1 —
2

B

~ —0, 61803.

Talet ¢ kommer att spela en central roll i Conways bevis, vilket vi strax kommer

att se.

4 Conways bevis

I sitt bevis visar John Horton Conway att varje ruta kan tilldelas en vikt. Han kunde
utifran vikterna visa att en placering av soldater har ett viarde som é&r summan av
vikterna dar soldaterna star. Genom att se hur summan forandras vid tillatna drag

kan man visa att rad 5 ar omojlig att na.

For att detta ska fungera sa behover vikterna véljas pa ett genomténkt sitt. Man
utgar ifran rutan pa rad 5 som ar vart mal. Vikterna runt denna beror pa avstandet
till malet. Da en soldat narmare malet har storre betydelse for att na dit &n en
soldat som star langre bort sa kommer rutorna nérmare malet ha hogre vikt &n de

langre bort.

Vikterna definieras sa att den totala vikten aldrig 6kar ndr man gor ett tillatet drag.
Summan av vikterna fungerar ddrmed som en invariant. Eftersom den totala vikten
inte kan oka gar det inte att na en ruta som kraver en vikt storre dn den vikt man

har fran borjan.

Man kan utgd fran en exponentiell viktning dar malrutan ges viardet 2° = 1, och
déar rutor pa Manhattanavstand n fran malet ges vikten x™. Exponenten motsvarar

da antalet tillatna steg fran det givna malet [Baz].
Manhattanavsandet mellan tva rutor definieras som summan av antalet horisontella
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och vertikala steg som kréavs for att na malet, diagonala hopp ér darmed inte tillatna
med detta avstand [Baz].

210 29 48 T 46 45 44 o5 .6 T .8 .9 210
29 28 2T 28 25 2t 23 2t 2P 28 27 28 20
1178 1/'7 .’L‘6 1175 1,'4 .’1}'3 1172 1153 .’E4 £U5 136 .’E7 £U8
w7 28 2% 2t 23 2?2 b 2? 2® 2t 25 b 2T
25 2% 2t 23 2? ol vt 2?2 23 2t 25 af
1177 136 .’L‘s 1174 1,'3 .’E2 I’l 132 .’Eg I4 1135 .’E6 £U7
28 27 2% 2b 2t 23 2? 2?2t 25 26 27 B
29 28 2T 28 25 2t 23 2t 2P 28 27 a8 2f
210 29 48 T 46 45 44 o5 6 T .8 .9 210
g1 210 29 28 .7 .6 .5 .6 .7 .8 9 .10 11
£12 g1 210 29 8 o7 6 T 48 49 210 11 12
13 212 11 210 29 .8 .7 .8 .9 .10 o1l 12 13
p14 13 212 11 210 29 .8 .9 .10 11 212 .13 .14
Figur 8: Conways soldater, rutornas olika vikter. De skuggade rutorna markerar
soldaternas positioner.
2 " x"
L L
anrl N :L,nJrl N xn+1
L [
anr.z xn+2 xn+2

Figur 9: Vikter vid ett drag.

Varje ruta tilldelas en vikt av formen 2", dar n anger avstandet till malrutan, z

ar ett positivt tal mellan 0 och 1 som vi ska bestdmma senare. Da vikten minskar

exponentiellt sa innebér det att rutor langre bort fran malet har mindre betydelse

till den totala summan.

Nér en soldat hoppar 6ver en annan sa fordndras strukturen enligt Figur 9. En
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soldat i en ruta med vikten x"*2 flyttas till en ruta med vikten ™ samtidigt som en
soldat tas bort fran en ruta med vikt 2"*!. Detta leder naturligt till sambandet att
"2 4 2" jamfors med 2.

For att summan inte ska oka kravs det att

xn+2 + $n+1 Z "

Dividering med z" (om z > 0) ger
P24r>1 = 2242x—-1>0.
Vilket innebér att gransfallet uppstar nar denna likhet géller:
2 4+r—-1=0.

Denna andragradsekvation har de tva l6sningarna

1+

T, = 5 —p~ —1.61803
och
-1 5
Ty = “1+V5 061803,
2
Som éven kan kopplas till det gyllene snittet. Detta genom att x1 = —p och x5 = é.

Dessa tva konstanter &r da potentiella x virden for var berdkning nedan. Men fragan

ar vilket vi ska anvianda oss av.

I konstruktionen av den viktade summan kravs det att vikterna avtar med avstandet
fran malrutan. Det har innebar da att 0 < z < 1 maste uppfyllas. Detta eftersom

varje steg fran malrutan ska ge mindre bidrag till summan.

Vi kan dérfor inte anvianda den negativa losningen —p da den inte uppfyller vart

krav.

Conway valde da att anvanda sig av xy = é ~ 0.61 i berdkningen, som uppfyller
kravet pa avtagande vikter [Conl19]. Detta innebar att ju ldngre ifrdn malrutan pa

rad 5 man kommer, ju mindre blir rutans vikt.

Om man har tva soldater och flyttar dem mot malrutan, sa fordndras inte summan.

Vi siger att vi har en soldat i en ruta med z? samt en soldat i rutan fér 2! och dessa
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ska tillsammans flyttas till rutan 1 far vi detta:

a2 T _>2x1_>211
e o ! = @ @ = @

Figur 10: Conways soldater, hopp mot malrutan

Detta innebér att 22 +x = 1. Vilket dven dr den ekvation vi fick fran Figur 9.

4.1 Beriakning av Conways bevis

For att en soldat ska kunna na rad 5 sa maste summan av ett antal soldater bli just
1. Vi far da berdkna om detta faktiskt ar mojligt.

Vi har da z = i = x5 =~ 0.61803.

rad 5 46 45 gd 3 42 o1 1 4l 22 .3 .4 5 6
rad4 47 o6 5 4 3 .2 1 .2 .3 .4 .5 .6 .7
rad 3 28 27 26 2% a2t 23 2?2 23 2t 25 2
rad 2 22 28 27 26 2% 2t 23 2t 25 28 7 8 o

rad1 o100 9 8 .7 .6 .5 .4 .5 .6 .7 .8 ,9 .10

rad 0 211 210 29 28 27 26 25 26 27 28 29 2
rad -1 12 g11 210 29 28 27 26 27 28 29 210 g1l 4
rad -2 I3 212 11 210 .9 8 .7 .8 .9 .10 .11 .12 .13

rad -3 1.14 x13 $12 1‘11 .’1}10 1179 $8 %9 xlO .',1311 .’L’12 .%'13 .',1314

Figur 11: Conways soldater, upp till rad 5. De skuggade rutorna markerar soldaternas
positioner.

Vi borjar med att berdkna summan av vikterna pa rad 5. Vi far dock under berak-

ningen inte glomma bort att bradet dr obegrénsat.

4.2 Berakning av rader

Rad 5

17



Vi har d& 1+ 2! 4+ 22 4+ 23 + 2* + ... pd den hégra sidan, samt 2 + 22 + 23 + 24 + ...
pd den vinstra. Vi ser snabbt att 1+ 2! + 22 + 2 + 2* 4 ... &r en vanlig geometrisk

serie. Vi vet da att den hogra sidan:

1

14+t + 22 +23+24+ ... = .
11—z

Detta fungerar dock enbart om —1 < z < 1. Som den valda konstanten ~ 0.61

uppfyller.

Vi vill dock forenkla svaret nagot. I en tidigare utrédkning fran Figur 10 sa fick vi
fram att 22 + z = 1 vilket dven betyder att 22 = 1 — x. Vi kan darfor forenkla
uttrycket = till .

Da var valda konstant &r é kan vi forenkla ytterligare:

Vi har d& fitt fram att den hogra sidan av rad 5 dr ¢?. Vi vill dven rikna ut den
vanstra sidan, vilket &r en betydligt enklare berakning. Enda skillnaden mellan den
hogra och den vénstra sidan ar att den hogra sidan innehéller 1. Vi kan darmed sédga

att den vinstra sidan har en summa pa ¢? — 1.

Vi vet da att rad 5 har en summa pa:

g02—|—902—1.

Detta vill vi daremot férenkla nagot. Enligt tidigare ekvation for det gyllene snittet
fick vi fram att p? — ¢ — 1 = 0. Vilket innebér att om vi adderar ¢ pa vardera sida,

s& far vi p? — 1 = . Detta innebér att vi kan ersitta ¢? — 1 med . Vi far da:

'+ =p(p+1).
Med samma ekvation som ovan ¢? — ¢ — 1 = 0 far vi dven att p? = ¢ + 1. Sa:

p(p+1) = p(p®) = ©*.

Detta innebér att summan for hela rad 5 blir ¢ [Con19].
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Resterande rader

Att berdkna resternade radsummor ar betydligt enklare. Rad 4 &r precis som rad 5,
fast multiplicerad med z. Rad 3 ar rad 4 multiplicerad med z, och sa vidare med

resterande rader.

Eftersom summan pa rad 5 dr ¢3 sd ar summan for rad 4 3 - 2 och da var konstant

ar i blir summan for rad 4:

1
%03'*2902-
2

Detta fortsatter med resterande rader ocksa.

Rad | Berdkning
3 ¢t =0
2 |p-c=1
O
R
-9 ﬁ'é:ﬁ:%’%
Sl EN LTl

Tabell 1: Vikterna for de olika raderna
Monstret fortsatter for 6vriga rader.

4.3 Analys av bevis

For att det ska vara mojligt att na rad 5 behover summan av ett antal soldater bli

minst 1.

Vi vill dd summera alla summor av de olika raderna for att se om detta ens ar en

mojlighet.

Summorna av raderna under linjen, dvs summor av raderna med soldater ar o2 for

oversta raden under linjen (rad 0), 2 for nésta rad, etc.
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Vi har da:

R A R A NCIAE T
Detta gar att forenkla till

e Pl+o e+ P e ).

Som vi vet dr (1+x +2?+2° +...) en geometrisk serie. D& var konstant dr | = ¢~
innebér detta att (1+ ¢ ™' + ¢ 2+ ¢ 2+ ¢+ p7°..) dr en geometrisk serie med
var konstant. Detta ar aven nagot vi berdknade nér vi beraknade rad 5. Vi fick da

fram att den geometiska serien blev ¢?.
Detta innebér att summan av alla rader med soldater blir: ¢=2 - ¢? = 1.

Déaremot &ar det, trots att summan blir 1, omojligt att na rad 5. Detta da man
behover oandligt manga soldater och rader for att det ska bli just 1. Tar man bort
minsta lilla soldat kommer summan att bli mindre &n 1. Om vi nar rad 5, betyder
det att vi har exakt en enda soldat kvar. Men detta kan inte astadkommas med
ett dndligt antal drag. Déarmed foljer att det dr omojligt att na den femte raden pa

Conways soldater, vilket bevisar Sats 2.1.

5 Andra varianter

Hur fungerar det pa andra spelplaner eller med andra regler?

I det hér avsnittet undersoks hur idéerna bakom Conways soldater paverkas om
man antingen dndrar regler eller spelplanen. I vissa fall handlar det om mindre
fordndringar, sasom om diagonala hopp tillats. Da kan liknande metod anvéindas

som i den ursprungliga varianten.

[ andra fall, med andra varianter, som Pablitos soldater. Dér spelplanen dndras till en
triangelformad spelplan med hexagonformade positioner, &ndras forutsittningarna.
I detta fall andras mojliga drag och avstand, analysen maste darfor anpassas pa

denna version.

Syftet med det har avsnittet ar dels att undersoka om metoderna fran originalpro-

blemet kan generaliseras, men &ven belysa hur olika typer av férandringar paverkar
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hur hogt soldaterna kan na.

5.1 Om diagonala hopp ar tillatna

Vi har ju beviset med alla rutors vikter ovanfor. Ddremot méaste vi dndra vikterna for
diagonala hopp. I det ursprungliga problemet sa anvénds det sa kallade Manhattan-
avstandet, dar diagonala hopp inte ar mojliga. Det vill siga om man vill hoppa
diagonalt sa behover man ta tva steg, darav ar diagonala hopp dyrare an vertikala
eller horisontella hopp, pa det bradet. Om man da tillater diagonala hopp forandras
vikterna sa att diagonala hopp blir lika billiga som horisontella och vertikala hopp. Vi
far da ersatta Manhattan-avstandet med Chebyshev-avstandet [Baz|. Detta innebér
att viktstrukturen fordndras fran den tidigare diamantformade strukturen, till en
kvadratisk struktur.

Figur 12: Conways soldater med diagonala hopp. De skuggade rutorna markerar
soldaternas positioner [BHGGO7].

I den hér varianten kan soldater hoppa vertikalt, horisontellt och diagonalt, det vill

sdga i 8 riktningar [Bell5].
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rad 5 26 2% 2t 23 2?2 2t 1 2t 2% 2
rad4 26 2° 2% 2% 22 2! o2t o2l 22 23 2t 2P 2
rad 3 26 2° 2t 2% 2?2 2?2 2% 2?2 2?2 2d 2t 2P 2
rad 2 25 2% 2% 23 2% 2% 23 23 2% 23 2t 2®

rad 1 l’6 IE5 ZE4 l’4 IE4 ZE4 1'4 IE4 ZL‘4 £L'4 1'4 ZL‘5 €T

rad 0 28 25 25 2% 2% 2% 2% 2° 2° 2 25 =z
rad -1 26 26 26 26 26 28 26 26 26 6 6 ¢

rad -2 ISP R g R o G R o Q- U QI .
rad -3 28 28 28 28 a8 a8 8 28 28 28 28 28 2

Figur 13: Conways soldater med diagonala hopp, rader.

For att berdkna om rad 5 dr méjlig med diagonala hopp behéver vi berdkna summan

for alla soldater.

Om vi borjar med Rad 0 sa ser vi foljande summa:

B i A o N B L R L B R LR e S LR R
Al o B L S L S
Fokuserar vi enbart pa de vikterna som ingar i rad 0 pa Figur 13 sa far vi:
25 + 112° 4+ 25 = 22° + 112°.

Om vi nu satter in var tidigare konstant x = i sa far vi:

1 1 2 11
6 5 _ _
227 + 11z _2(906>+11(905)_S06+<P5'

Genom att ersatta ¢ med dess viarde kan vi berakna forsta radens summa:

+ 2 + 1 ~ 2 + 11 ~1,1>1.
o8 P <1+2\/5)6 (1+2x/5)5 17,94 11,09

Alltsa har rad 0 en summa som 6verstiger 1, och for varje rad efter under kommer
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radsumman minska, men aldrig bli negativ. Beviset ar daremot inte tillréckligt starkt
for att utesluta att rad 5 inte kan nas vid diagonala hopp. Vi maste déarfor analysera
med hjalp av andra utrakningar.

5.1.1 Maximal rackvidd vid diagonala hopp

Beridkningen ovan visade att rad 5 bor vara nabar, men stimmer det verkligen, och

hur hogt ar det isafall mojligt att na med denna version?

Néar denna variant analyserats tidigare visade resultatet att man kan na upp till rad

8. Dédremot ska rad 9 vara ondbar [Bell5].

Sats 5.1. Det dr omdjligt att na den nionde raden pa Conways soldater om diagonala

hopp tillats.

For att berdkna detta kan vi anvinda oss av en pagodafunktion [Bell5]:

S, = 2"°((4n — 2)x + 3 — 2n)

dar n anger raden man forsoker na och x dr samma konstant som i tidigare analys.
Héar ér S, > 1 ett nédvandigt villkor for att kunna na rad n.
Vi vill nu berdkna om rad 5 faktiskt ar nabar eller ej.

Rad 5
Vi lagger da in n = 5.

Ss=a""((4-5-2)r+3—-2-5) =18z —T.
Lagger vi nu in var tidigare konstant (i) far vi:

1
—8—7z4.12

'

Déarav ar rad 5 nabar, da S5 ~ 4.12 > 1.

Resterande rader

Om vi sétter in x = i och undersoker virdet pa .S, for olika rader far vi denna

tabell.
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Rad n Sh Slutsats

~ 284 >1 Nabar
~ 194 >1 Nabar
~ 131 >1 Nabar
~ 0.88 <1 Ej nabar

© oo 3 O

Tabell 2: Varden pa S, for x = i.

Vi ser att S,, > 1 for raderna 6-8, vilket innebér att dessa ar nabara. For rad 9

galler Sy < 1, och darfor ar den inte nabar.

Sa vi vet att rad 5 ar nabar utifran att summan for forsta raden overstiger 1. Men vi
vet dven att man kan komma upp till rad 8. Da summan for alla soldater 6verstiger
1 for just rad 8.

Déremot ar rad 9 ej nabar med denna version, detta da Sy < 1.

Losning rad 8

Vara berakningar visar att Sg > 1, vilket innebéar att rad 8 ar nabar i denna variant.
Det har bekréftas dven av Figur 14, dar soldaternas mojliga positioner illusteras for
att na rad 8.

X]

- m

Figur 14: Conways soldater diagonala hopp, 16sning rad 8 [Bell5].

De olika fargerna i figuren anvands for att illustrera hur soldaterna sammarbetar for
att na den Gversta cellen i samma farg. De roda soldaterna landar i den roda cellen

hogst upp, de bla soldaterna landar i den bla cellen och de gula soldaterna landar
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i den gula cellen. Nar alla soldater hoppat sa finns det enbart tre kvar. Dessa tre
kommer att nd malet tillsammans [Bell5].
Déremot ar rad 9 inte mojlig att na da Sy =~ 0.88 < 1 visar att systemet inte har

tillrdckligt med vikt for att na sa hogt, vilket bevisar Sats 5.1.

5.2 Skew, enbart diagonala hopp

Skew ar en variant av Conways soldater, men istallet for vertikala och horisontella
hopp sa ar enbart diagonala hopp tillatna. Detta fordndrar bade rorelsemonster och

mojligheter jamfort med andra varianter [Bell5].

I varianter dar fler typer av hopp ar tillatna okar flexibiliteten i hur soldater kan
forflyttas, medan i Skew begransas man istéllet. Trots denna begriansning kan man
i denna variant na till rad 6, vilket ar hogre &n i det ursprungliga problemet, men
lingre an dar bade diagoanala och raka hopp é&r tillatna. Skillnaden illusterar hur

regler paverkar systemets maximala réckvidd.

5.3 Triangulart spelbrade, Pablitos soldater

Pablitos soldater ar precis som Conways soldater, ett solitarspel diar man ska na sa
hogt som mojligt. Men till skillnad fran Conways soldater som spelas pa ett oandligt
rutndt sa spelas Pablitos soldater pa ett trianguldrt brade med hexagonformade

celler.

Figur 15: Pablitos soldater, spelplan

Soldaterna, som kan vara oéndligt manga, placeras pa den undre delen av bradet,
dédr n antal rader ovanfor ar tomma. Malet ar att ta sig till toppen av bradet, det

vill sdga oversta raden [Bell5].

D& Pablitos soldater ar uppbyggt pa en spelplan med hexagonformade hal sa har
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varje soldat 6 olika riktningar denne kan hoppa. Vi maste dock, dven hér, hoppa
over en soldat for att kunna ta oss framat. Den 6verhoppade soldaten tas da bort,

precis som i Conways soldater.

Aven hér finns det rader som &r omojliga att nd. Fragan ar da hur hogt det dr mojligt

att na i denna variant.

Néar denna variant har analyserats tidigare sa resulterade det i att rad 7 ar oméjlig

att na.

Sats 5.2. Det dr omdjligt att na den sjunde raden pa Pablitos soldater.

5.3.1 Invariant for Pablitos soldater

Precis som i Conways soldater sa har soldater langre ifran malet mindre paverkan
for att na malet jamfort med en soldat i niarheten. Vi kan darfor anvinda samma
ménster i vikterna som dir. Diarmed kan vi sitta vart mal som 2° = 1 och resterande

rutor som x™ dar n dr antal steg fran malet.

Figur 16: Pablitos soldater, vikter [Bell5]

Aven hir kommer vart tidigare valda konstant x = é att anvindas [Bell5].

Summan for raderna fran och med rad n ges av formeln:

S, =a"3((n+ 1)z +1).

Denna kan nu anvandas for att se vad som ar mojligt inom denna modell [Bel15].

5.3.2 Analys av rader

Malet med detta spel dr att na sa hogt som mojligt. Sa vilka rader ar da mojliga

att na?
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Vi har var formel ovan, summan maste vara S, > 1 for att rad n ska kunna nas.

Vi kan boérja med Rad 4.

Rad 4, (n=14)

Figur 17: Pablitos soldater, Rad 4

Tar vi da formeln och lagger in vart n-varde far vi:

Sy=2"2((4+ Dz +1) =25z +1).

Lagger vi nu in var konstant far vi:

—(—+1)=
¥ P

0.61803(5 - 0.61803 + 1) ~

0.61803 - 4.09015 ~ 2.5278.

Detta innebar att Sy =~ 2.53 > 1 och rad 4 &r nabar.

Resterande rader

Vi beraknar S,, for olika rader och sétter x = i. Resultaten sammanfattas i tabellen

nedan.
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Rad n S Slutsats

5 ~1.80>1 Nabar
6 ~ 126 >1 Nabar
7 ~ 0.87 <1 Ej nabar

Tabell 3: Pablitos soldater, olika raders summor.

5.3.3 Nabara rader for Pablitos soldater

Vi ser att S, > 1 for raderna 5 och 6, vilket innebar att dessa dr nabara i denna

variant. For rad 7 géller Sy < 1, och darfor &r den inte nabar [Bell5].

Bevis att rad 6 ir nabar
I Figur 18 ser man hur en uppstéllning av soldater ser ut for att kunna ta sig till
rad 6. Varje hopp motsvarar att en soldat tas bort och en flyttas upp, vilket gor att

man gradvis kan na hogre nivaer.

Figur 18: Pablitos soldater, att né rad 6 [Bell5].

Precis som i Figur 14 sa anvands fargerna i Figur 18 for att illustera tre olika spar
som resulterar i dem tre fiargade rutorna Gverst i figuren. Dessa hjélps sedan at for

att na malet.

Pa sa sétt blir det tydligt hur tre parallella spar tillsammans bygger en komplett

l6sning. Detta stimmer dven 6verens med den matematiska analysen, dar vi fick att
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Se ~ 1.26 > 1.
Eftersom summan &r storre an 1 finns det tillrackligt med vikt i systemet for att
man ska kunna na rad 6. Detta ar dven nagot som figuren illustrerar.

Déaremot gar det inte att na rad 7 dér vi enligt berdkningarna far

57 ~ 0.87 < 1.

Detta innebar att det inte finns tillréckligt med vikt i systemet for att kunna kon-
struera en uppstallning av soldater som nar sa hogt. Det innebar att aven om man
forsoker konstruera en liknande uppstéallning som i Figur 18 kommer den alltid att
bryta mot invariantvillkortet innan malet nas. Darfér ar det i Pablitos soldater inte

mojligt att na rad 7, vilket bevisar Sats 5.2.
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6 Slutsats

I denna uppsats har Conways soldater analyserats med hjélp av invariansprincipen
och det gyllene snittet. Genom att tilldela varje ruta en exponentiellt avtagande vikt

har det varit mojligt att konstruera en invariant som inte 6kar under tillatna drag.

Resultatet av analysen visade att det finns en begransing i systemet vilket gor att
det finns en 6vre gréns for hur hogt en soldat kan na. Vi kunde genom analysen visa
att rad 5 inte kan nas i orginalproblemet. Detta da den nodvindiga vikten inte kan

nas vid ett anligt antal soldater och ett &ndligt antal drag.

Vidare har aven andra varianter undersokts. Nar reglerna dndras, exempelvis genom
att tillatna diagonala hopp, sa forandras dven de matematiska villkoren. Detta leder
till att andra varianter har andra maximala nivaer. Exemepelvis kan rad 8 nas i den

diagoanala varianten och rad 6 kan nas i Pablitos soldater.

Sammanfattningsvis visar uppsatsens analyser att sma forandringar i regler eller

spelplan kan ha stora konsekvenser for vilka rader som &ar nabara eller ej.



Referenser

[Baz]

[Bell5]

[BHGGOT]

[Clend]

[Con19]

[CS13]

[Stond]

[Wei]

[Yound]

Dr. Trefor Bazett. Weird notions of distance| intro to metric spaces.
YouTube video. Hamtad 2026-05-12. URL: https://www.youtube.com/
watch?v=f15f0AYY-1s.

George 1. Bell. Peg solitaire army (conway’s soldiers), 2015. Last modi-
fied November 14, 2015. Accessed: 2026-04-17. URL: http://recmath.
org/pegsolitaire/army/index.html.

George 1. Bell, Daniel S. Hirschberg, and Pablo Guerrero-Garcia. The
minimum size required of a solitaire army. INTEGERS: Electronic Jour-

nal of Combinatorial Number Theory, 7:G07, 2007. Accessed: 2026-04-17.
URL: https://math.colgate.edu/~integers/hg7/hg7 .pdf.

Clever Learning. Conway’s soldiers. https://www.cleverlearning.
co.uk/blogs/blogConway.php, n.d. Accessed: 2026-05-12.

John Conway. The game you can’t win. https://www.youtube.com/
watch?v=Y7hmOXeicus, 2019. YouTube video, accessed 15 October 2025.

Valentina Chapovalova and Erik Svensson. Matematisk utflykt: 40 pro-

blem med eleganta lésningar. Studentlitteratur, 2013.

Story of Mathematics. Invariant, n.d. URL: https://www.

storyofmathematics.com/glossary/invariant/.

Eric W. Weisstein. Conway’s soldiers. https://mathworld.wolfram.
com/ConwaysSoldiers.html. Accessed: 2025-10-20.

YouTube. Domino invariant problem, n.d. URL: https://www.
youtube.com/watch?v=91yz923Jd9Y.


https://www.youtube.com/watch?v=fl5fOAYY-1s
https://www.youtube.com/watch?v=fl5fOAYY-1s
http://recmath.org/pegsolitaire/army/index.html
http://recmath.org/pegsolitaire/army/index.html
https://math.colgate.edu/~integers/hg7/hg7.pdf
https://www.cleverlearning.co.uk/blogs/blogConway.php
https://www.cleverlearning.co.uk/blogs/blogConway.php
https://www.youtube.com/watch?v=Y7hm0Xeicus
https://www.youtube.com/watch?v=Y7hm0Xeicus
https://www.storyofmathematics.com/glossary/invariant/
https://www.storyofmathematics.com/glossary/invariant/
https://mathworld.wolfram.com/ConwaysSoldiers.html
https://mathworld.wolfram.com/ConwaysSoldiers.html
https://www.youtube.com/watch?v=9lyz923Jd9Y
https://www.youtube.com/watch?v=9lyz923Jd9Y

	Introduktion
	Conways Soldater
	Problembeskrivning och regler
	Möjliga rader i Conways soldatproblem

	Analysverktyg
	Invariant
	Pagodafunktion
	Dominoproblemet

	Gyllene snittet

	Conways bevis
	Beräkning av Conways bevis
	Beräkning av rader
	Analys av bevis

	Andra varianter
	Om diagonala hopp är tillåtna
	Maximal räckvidd vid diagonala hopp

	Skew, enbart diagonala hopp
	Triangulärt spelbräde, Pablitos soldater
	Invariant för Pablitos soldater
	Analys av rader
	Nåbara rader för Pablitos soldater


	Slutsats
	Referenser

