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Abstract

The purpose of this thesis is to provide an account of the Twelvefold Way,
a combinatorial framework that classifies twelve closely related distribution
problems, structured by the distinctions between objects (balls) and containers
(bozes) under various conditions.

The work follows a pedagogical and combinatorial progression, starting
from elementary counting principles such as the multiplication principle, per-
mutations, and unordered selections via stars and bars. The study then delves
into set partitions, Stirling numbers of the second kind, and their connection
to Bell numbers and surjective functions. Thereafter, the focus shifts toward
analytic combinatorics, utilizing ordinary generating functions to encode nu-
merical sequences into functions for clearer pattern interpretation. Finally,
integer partitions are examined alongside their associated bijective transfor-
mations and Ferrers diagrams. Through this structured progression, the the-
sis demonstrates how unified definitions bridge classic counting methods with

analytic combinatorics.



Sammanfattning

Syftet med detta arbete ar att redogora for den tolvfaldiga véigen, ett kom-
binatoriskt ramverk som klassificerar tolv néra beslédktade férdelningsproblem,
strukturerade utifran objektens (bollarnas) och behéllarnas (ladornas) identi-
tet (om de dar unika eller identiska), under olika villkor.

Arbetet bygger pa en pedagogisk och kombinatorisk progression fran de
elementéra rakneprinciperna som multiplikationsprincipen, permutationer och
oordnade urval via stars and bars. Darefter fordjupas studien i méngdparti-
tioner, Stirlingtal av andra ordningen samt deras koppling till Belltal och sur-
jektiva funktioner. Arbetet 6vergar sedan till mer analytisk kombinatorik, dar
genererande funktioner anvéinds for att kapsla in en sekvens av tal till en funk-
tion for att enklare tolka monster. Avslutningsvis behandlas heltalspartitioner
med tillhérande bijektiva transformationer och Ferrers-diagram. Genom den-
na strukturerade progression visar arbetet hur enhetliga definitioner binder

samman klassiska rdknemetoder med analytisk kombinatorik.
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1 Den tolvfaldiga vigen

Den tolvfaldiga vagen ar ett systematiskt ramverk inom kombinatoriken som klassi-
ficerar tolv nira beslaktade rakneproblem. Vi kommer att illustrera detta med hjalp
av bollar och lador. Klassificeringen bygger pa att bestdmma antalet funktioner
f: X =Y (antal sdtt att fordela bollar i lador) under olika villkor, dar X (defini-
tionsmdangden) och Y (malmdngden) ar tva andliga mangder med kardinaliteterna
|X| = n (antal bollar), respektive |Y| = k (antal lador). Det finns tre villkor som

kan stéallas pa en funktion:

i) Fri: En fordelning utan restriktioner. Varje enskild boll kan placeras i valfri

lada. En lada kan darmed ta emot alltifran noll till samtliga bollar.
ii) Injektiv: Varje lada far innehalla hogst en boll.

iii) Surjektiv: Samtliga 1ador maste tilldelas minst en boll, vilket innebér att inga

lador tillats vara tomma.

Vidare kan elementen i X (bollarna) och Y (ladorna) betraktas som wunika eller
identiska. Nar bollarna ar unika har det betydelse wilken specifik boll som hamnar
var. Om de istallet ar identiska spelar bollarnas identitet ingen roll, utan vi raknar
enbart antalet bollar per lada. P4 samma sédtt innebar unika lador att det har be-
tydelse i wilken specifik lada en boll hamnar, eftersom ladorna kan skiljas at. Om
ladorna istéllet ar identiska har ladornas identitet ingen betydelse, utan vi bryr oss
endast om hur bollarna fordelas i hdgar.

Dessa fyra olika mojligheter kombinerat med de tre funktionsalternativen, ger
totalt tolv olika problem. [Stal2]

Exempel pa hur ett fall kan se ut:

Lada 1 Lada 2 Lada &



Tabell 1: Den tolvfaldiga vigen—uppdelning av n bollar i k£ lador. Symbolerna i de
tva forsta kolumnerna betyder: B = bollar, L = lador. U = unika och I = identiska.

B L Fri Injektiv Surjektiv
inga villkor < 1 per lada > 1 per lada
U U Fall1l Fall 2 Fall 3
k () = — k! S(n, k)
Klassiska potenser. . (k= n)' Antalet surjektiva
Varje unik boll har k Permutattloner." Hogst en fynktioner. Bollarna
oberoende val bland de boll per lada. Kr.aver grupperas i k icke-tomma
unika lidorna. Motsvarar ' = k, annars blir antalet  y,5051 via Stirlingtal S(n, k)
alla funktioner. U. Motsvarar injektiva och delas sedan ut till de
funktioner. unika laddorna. Motsvarar
surjektiva funktioner.
U I Fall4 Fall 5 Fall 6
ZS(TL,k) [n <k] S(n, k)
—1 Maingdpartition i Stirlingtal av andra
Belltal. Dela upp n unika Singelméngder. Hogst en ordningen. Antalet satt
bollar i hogst k identiska Dol per lada. Eftersom att partitionera en méngd
hogar. Om k > n blir ladorna &dr identiska finns  med n unika bollar i exakt
summan lika med Belltalet det bara ett satt om k icke-tomma, identiska
B,,. bollarna far plats, annars  lador.
inget.
I U Fall7 Fall 8 Fall 9
n+k—1 k n—1
() (2 (1)
Stars and bars. Klassisk Klassisk kombination. Kompositioner. Antalet
kombination med tillitelse ~Kombination utan sitt att fordela n identiska
att vilja samma lada fler upprepning. Vi véljer vilka bollar i k£ unika lador sa att
ganger. Antalet sitt att n av de k unika ladorna varje lada far minst en boll.
placera identiska bollar i som ska fa en boll. Forst 1laggs en boll i varje
unika lador. lada, sedan férdelas resten.
1 I Fall 10 Fall 11 Fall 12

p<k(n)
Heltalspartitioner i
hogst k£ delar. Fordelning
av n identiska bollar i k&
identiska lador med valfritt
antal tomma lador. Det har
enbart betydelse hur
bollarna grupperas i hogar,
vilket motsvarar en
osorterad summanotation
for heltalet n och
sammanfaller med
pr(n+k).

[n < k]
Heltalspartitioner i
enbart ettor. Hogst en
boll per lada. Eftersom
bade bollar och lador &r
identiska finns bara ett sétt
om bollarna far plats,
annars inget.

pr(n)
Heltalspartitioner i
exakt k£ delar. Fordelning
av n identiska bollar i k&
identiska lador dar varje
lada maste innehalla minst
en boll. Det har enbart
betydelse hur manga bollar
som hamnar i respektive
lada, inte vilken lada som
innehaller vad.
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1.1 Forberedelser och bakgrund

Sats 1.1 (Multiplikationsprincipen, [BXGS23]). En féljd av k wval, ddar det forsta

beslutet kan triffas pa my sdtt, det andra pa mo sdtt o.s.v., kan sammantaget ske pa
m1m2 DY mkf

olika sdtt, forutsatt att antalet av valen dr sinsemellan oberoende.

Definition 1.2 (Permutation, [Ros99]). Lat zi,...,x, vara n stycken distinkta
objekt.

En ordnad uppréikning av z1, ..., z, kallas for en permutation.

En ordnad upprikning av r < n stycken av 1, ..., x, kallas for en r-permutation
av Ti,...,Tp.

FExempel 1.3. Exempel pa permutationer av A, B, C, D, E, ar
{ACDBE}, {DEABC}, {CAEDB}.
Definition 1.4 (Kombination, [Ros99]). Lat xy,...,x, vara n stycken distinkta

objekt. En r-kombination av xy,...,x, ar ett oordnat urval av r stycken av dessa

objekt.
FExempel 1.5. Nagra exempel pa 3-kombinationer av de fem objekten A, B, C, D,

E, dar ordningen ej spelar roll &r

{A, B, C},{A, D, E} {B, C, E}

Binomialkoefficienter och Pascals triangel

Definition 1.6 (Binomialkoefficient). Lat 0 < k <n

Y

anger antalet satt att valja ut k element ur en mangd med n element, utan hansyn

till ordningen.

Binomialkoefficienterna har foljande egenskaper:
< (6)=() =1
© ()= (5

11



Pascals triangel

Pascals triangel ar ett talmonster som inom kombinatoriken anvands till att snabbt
ta fram binomialkoefficienter (kombinationer). Den visar pa hur manga siatt man

kan vélja ut ett visst antal objekt ur en mangd (block).

Sats 1.7. Om n och k dr positiva heltal (n,k € Z*) sadana att 1 < k <n, da gdller

att
n\y (n-—1 N n—1
k)] \k—-1 k)
Bevis. Lat X vara en mangd med n element, vi véljer ut ett specifikt element som

vi kallar for . Alla siatt vi kan vélja ut en delméngd med £ element ur X kan delas

upp i tva disjunkta delar (separata fall), U och V| enligt foljande

U = {alla k-delméngder som innehéller x}

V = {alla k-delmangder som inte innehaller x}.

Alla k-delmangder som innehaller x
En k-delméngd tillhér U om och endast om elementet x ar valt. Eftersom x redan
har sin plats i delmangden behover vi bara valja ut de resterande k — 1 elementen

bland de n — 1 andra elementen som finns kvar. Antalet satt att gora detta pa ar
n—1
Ul = .
o= ()
Alla k-delmangder som inte innehéaller x

En k-delméngd tillhér V' om och endast om elementet x inte far vara med. Det

innebér att hela k-delmdngden maste valjas fritt fran (n — 1)-méngden. Antalet sétt

=)

Eftersom en delméngd maste innehalla x eller inte gora det, finns inga andra

att gora detta pa ar

alternativ och fallen kan inte 6verlappa. Alltsa ar delméngderna U och V' disjunkta,

och tillsammans far vi det totala antalet satt genom att addera de tva fallen:

U] + V| = <Zj>+<”;1>

12



Da det totala antalet k-delméangder fran en n-méngd per definition dr binomialko-

efficienten (Z), har vi visat att

(0)=(5) ()

(=1 [()=1] () -1]

Figur 1: Pascals triangel uppbyggd av binomialkoefficienter (Z) Pilarna illustrerar
det rekursiva sambandet diar summan av tva intilliggande block genererar blocket
direkt under dem.

Binomialsatsen

Sats 1.8 (Binomialsatsen, [Brul0]). Ldt n wvara ett positivt heltal (n € Z%). Da
gdller for alla heltal x och y att

o = (g)o () (e (1)

Detta dr ekvivalent med summanotationen

> (1ot )

k=0

13



Bevis. Vi vill bevisa binomialsatsen, som siger att:

(x+y)" = EH: (Z) VA

k=0
Vénsterled (VL)

Hogerled (HL)

Vi anvander matematisk induktion for att bevisa binomialsatsen.

Basfall (n = 1): Vi undersoker om satsen stammer for det allra forsta talet, n = 1,

genom att berdkna vinsterledet och hogerledet var for sig:

VL=(z+y)=2+y

ol LA YR L\ o I\ 111
HL:Z kx_y = Ox_oyo—i- 1x_y
k=0
=l-z-1+1-1-y=a+y.

Eftersom bada sidor blir z +y (VL = HL), stammer satsen for n = 1.

Induktionsantagande: Vi antar nu att satsen stammer for ett tal n:

o= 5 (D

k=0

Induktionssteg: Nu ska vi visa att satsen dven géller for nésta tal, n+ 1. Vart mal
ar att starta med vénsterledet for n + 1, skriva om det steg for steg och na fram till
hogerledet for n + 1:

n+1
n n+1 n+l—
(z +y) “zZ( . )x kg

k=0
Vi borjar rakna pa vénsterledet:

VL = (z +y)""!
=(z+y) (z+y)"

Vidare anvander vi sambandet fran induktionsantagandet och byter ut (z + y)”

mot summanotationen:

D (AL o (3 EE oy ( PR

k=0 k=0 k=0

14



For att kunna sla ihop de tva summorna vill vi att exponenten pa y ska vara k
istallet for £ + 1 1 den andra summan. For att gora detta utan att &ndra summans
varde byter vi ut variabeln k mot (k—1). Det gor att summan maste starta pa k = 1

och sluta pa k =n + 1:
n n n+1 n
VL — Z In+1_kyk 4 Z $n+1_kyk.
k=0 k k=1 k-1

Nu ar exponenterna lika. For att sla ihop summorna plockar vi ut den forsta

termen (k = 0) ur forsta summan, och den sista termen (kK = n + 1) ur andra

QB0 (e O

Vi kan nu forenkla uttrycket med hjilp av egenskaperna vi bevisade tidigare:

suminarl:

1. Pascals identitet: (Z) + (kfl) = (nzl)

2. Kantsidans varden: (g) = (”31) =1 och (Z) = (ZE) =1

Satter vi in detta far vi:

Y K A ~(n+1\ ik k n+1\ 1
VL—<O>x +Z<k>x y—l—n+1y :

k=1

Slutligen satter vi tillbaka den férsta och sista termen i summan igen (sa att k
gar anda fran 0 till n 4 1):

ntl <n+ 1

VL = Z )J;"H_kyk = HL.
o\ F

Eftersom VL = HL, har vi visat induktionssteget. Enligt induktionsprincipen

géller binomialsatsen for alla heltal n > 1. O

15



2 Elementar kombinatorik och urvalsteori

2.1 Klassiska potenser
Villkor

Vi har unika bollar och unika lador, déir placeringen &r helt fri. Det betyder att
varje boll véljer lada helt oberoende av de andra. Eftersom flera bollar far hamna i

samma lada har varje boll alltid k olika lador att vélja pa:
Eok-k-oooik ="

Detta fall foljer direkt fran Sats 1.1, multiplikationsprincipen.

Oberoende val: Varje enskild boll har k£ valmojligheter

® ™

N

Lada 1 Lada 2 Lada &

Figur 2: Principen for fri placering av unika bollar i unika lador (k™ sétt).
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2.2 Permutationer
Villkor

Vi har unika bollar och unika lador, men har kravs att placeringen ar injektiv. Det
betyder att varje lada far innehélla hogst en boll. For att detta ska vara mojligt
maéste antalet bollar vara mindre an eller lika med antalet lador (n < k). Om det

finns fler bollar 4n lador racker ladorna inte till och antalet satt blir 0.

Sats 2.1. Antalet sdtt att placera n unika bollar i k numrerade lador, sa att varje

lada innehaller hogst en boll, ges av

=k(k—1)(k—2)...(k—n+1).
Detta betecknas P(k,n).

Bevis. Basfall (n = 1)
Vi undersoker om satsen géller for 1 boll. Vi har k£ tomma lador och bollen kan

placeras i valfri lada. Alltsa har bollen £ val. Om vi satter in n = 1 far vi:

Plk,1) =

Detta bekraftar basfallet for n = 1.

Induktionsantagande

Antag att satsen géller for n stycken bollar, dér (1 < n < k). Antalet sitt att placera
ut n bollar i k lador (hogst en boll per lada) ges av

Plk,n) =k(k—1)...(k—n+1).

Induktionssteg
Vi vill visa att om satsen galler for n bollar sa géller den aven for n + 1 bollar.
Vi borjar med att placera ut de n forsta bollarna, vilket tar upp n stycken lador
enligt induktionsantagandet.
Detta ger da den sista, (n + 1)-te bollen, exakt k& — n valméjligheter (eftersom n

lador redan ar upptagna).

17



Enligt multiplikationsprincipen far vi:

Totalt antal satt = (antal satt for n bollar) - (antal séitt for den sista bollen)
k!

P(k D=[kk-1)...(k— D-(k—n)=————.

(on 1) = [k = 1) (k= D] (k=) = e

Eftersom satsen géller for basfallet n = 1, och vi har visat att om den stam-

mer for n bollar sd maste den dven gélla for nésta boll (n + 1), foljer det enligt

induktionsprincipen att satsen géaller for alla 1 < n < k. O

FExempel 2.2. Det finns 3 unika bollar, samt 5 unika lador. Vi vill ta reda pa antalet
sitt att placera dessa unika bollar i de unika ladorna, dar varje lada far innehalla

hogst en boll.

Vi borjar med att placera ut den forsta bollen.

Bld boll

Lada 1 Lada 2 Lada 3 Lada 4 Lada 5

5 wvalbara lador

Figur 3: Placering av den blaa bollen i en av de 5 ladorna (5 mojligheter).

Sedan placerar vi ut den réda bollen, som nu har (k — 1) valméjligheter.

18



Raod boll

@

@ J| J[ ]|

Lada 1 Lada 2 Lada 3 Lada 4 Lada 5

4 wvalbara lador

Figur 4: Placering av den roda bollen i en av de aterstaende 4 ladorna.

Nu nér 2 lador ar upptagna, finns det (k —2) = 3 lador att vélja pa for den gula
bollen.

Gul boll

®

ellel | | || |

Lada 1 Lada 2 Lada 3 Lada 4 Lada 5

3 wvalbara lador

Figur 5: Placering av den gula bollen i en av de aterstaende 3 ladorna.
Enligt multiplikationsprincipen blir det totala antalet satt att placera ut 3 unika
bollar i 5 numrerade lador (med hogst en boll per lada):

5-4-3=P(5,3) = 525 = 60 sitt.

19



2.3 Klassiska kombinationer

Villkor

Hér ar bollarna identiska medan ladorna dr unika, och varje lada far ta emot hogst
en boll. Det kréver att n < k. Eftersom alla bollar ar identiska valjer vi inte vilken
boll som ska i vilken lada, utan helt enkelt vilka n stycken av de k ladorna som ska
fa en boll.

Giltig fordelning: n <k

Om antalet bollar &r mindre én eller lika med antalet lador finns det tillrackligt med
utrymme. Eftersom bollarna ar identiska handlar villkoret i praktiken om att dela

upp de k ladorna i tva kategorier:

I) De n lador som far en boll.

II) De k — n lador som forblir tomma.

Antalet sétt att gora detta val ges av binomialkoefficienten
k
L

Om det finns fler bollar 4n lador maste minst tva bollar hamna i samma lada. Detta

Omojlig fordelning: n > k

bryter mot villkoret om hogst en boll per lada. Darmed géaller att

()-

omn > k.

20



Sats 2.3. Antalet sdtt att fordela n identiska bollar i k unika lador under det injek-

tiva villkoret att varje lada innehdller higst en boll (n < k), ges av binomialkoeffici-

(o) =

Bewis. Vi ska bestamma det totala antalet satt att fordela de n identiska bollarna i

enten

de k unika ladorna. For att gora detta later vi bollarna tillfalligt fa& vara unika och
delar upp problemet i tva steg.

Steg 1: Det ordnade fallet (Permutationer)

Antag forst att bollarna dr unika och kan identifieras med numren 1,2,...,n. Vi
berédknar hur manga sétt det finns att placera ut dessa numrerade bollar i ladorna
under villkoret att ingen lada far mer an en boll.

For den forsta bollen finns det k valbara lador. Pa grund av det injektiva villkoret
(hogst en boll per lada) minskar antalet tillgdngliga lador med exakt 1 for varje ny
boll som placeras ut. For den i:te bollen (dar 1 < ¢ < n) finns det alltsa k —i + 1
tillgéngliga lador. Enligt multiplikationsprincipen ges det totala antalet ordnade

placeringar av det fallande faktoriella uttrycket

k!

Plk,n) = bk = 1)k =2) (k= n 1) =

Steg 1: Sarskiljbara bollar (Ger P(k,n) permutationer)

Lada 1 Lada 2 Lada k
Figur 6: I det ordnade fallet minskar antalet tillgiangliga lador for varje boll.
Steg 2: Hantering av 6verrikning
Eftersom bollarna egentligen ér identiska spelar ordningen vid fordelningen ingen

roll. Tva placeringar av de numrerade bollarna fran steg 1 ger exakt samma fordel-

ning sa snart det ar samma lador som innehaller bollar.

21



Varje unikt siatt att vilja ut n lador har i steg 1 raknats sa manga ganger som de
n unika bollarna kan placeras ut pa, vilket dr exakt n! ganger. Vi har alltsa rdknat
varje tankbar fordelning av identiska bollar exakt n! ganger for mycket.

For att ta fram det faktiska antalet fordelningar dividerar vi det totala antalet

ordnade placeringar med antalet 6verrdkningar per fall:
P(k,n) k! [k
n! al(k—n)  \n)

Steg 2: Slutgiltig kombination (Identiska bollar i unika lador)
n stycken identiska bollar

Injektiv

Figur 7: Eftersom bollarna ar identiska saknar det betydelse vilken boll som hamnar
var. Pilarna visar endast hur n unika lador blir valda.

Lada 1 Lada 2 Lada 3 Lada &

22



2.4 Stars and bars
Villkor

Hér ar bollarna identiska och ladorna unika, med fri fordelning vilket innebér att
en lada kan innehalla allt fran noll till alla n bollar. D& bollarna dr unika valjer vi
inte vilken boll som hamnar var, utan endast hur antalet n bollar ska fordelas Gver

de k ladorna.

Modellen Stars and Bars

For att bestdmma antalet mojliga fordelningar i detta fall anvands den kombina-
toriska modellen stars and bars. Modellen bygger pa att avbilda varje boll som en
stjarna (%) och anvinda staplar (|) som viggar for att avgridnsa de olika ladorna.
Fordelningen av bollarna motsvarar darmed ett val av positioner for staplarna bland

stjarnorna. Vi illustrerar detta nedan.

Fall Lada 1 Lada 2 Lada 3 Stars and Bars
o0 0000 **ll****

Fri placering

| o || o |leeee *|[*[xkxx

Surjektiv placering

Sats 2.4. Antalet sdtt att fordela n identiska bollar i k unika lador vid fri férdelning

(dar tomma ldador ar tillatna) ges av:

()

Bevis. Eftersom alla bollar ser likadana ut spelar det ingen roll vilken boll som
hamnar var, det enda som spelar roll &r hur manga bollar som hamnar i varje lada.

For att dela upp bollarna i k olika lador behéver vi k — 1 viaggar (vi anvander
staplar, |, for att avskilja).

Néar fri fordelning tillats kan staplarna hamna var som helst. Om tva staplar
hamnar direkt bredvid varandra betyder det att ladan déremellan dr tom. Om en
stapel hamnar langst ut i kanten blir den forsta eller sista ladan tom.

Istallet for att fordela bollar i lador kan vi tanka att vi lagger ut alla objekten pa
en rad och later n stjarnor (x) symbolisera bollarna och k—1 staplar (|) for viggarna

mellan ladorna.

23



Totalt finns det da:
n + (k — 1) platser.

Att bestdmma hur bollarna ska fordelas i lador handlar alltsa om pa hur manga
siatt man kan valja platser at staplarna forst, och sedan fordela stjarnorna pa de
resterande platserna. Detta ar ekvivalent med pa hur ménga satt man kan forde-
la stjarnorna pa platserna forst, och darefter lata staplarna uppta de aterstaende

platserna. Detta motsvarar hur manga satt man kan vélja ut platser, vilket bestams

Totalt antal platser _(n+k—-1\ [(n+k-1
Antal platser vi ska vilja) \ k—1 | n '
Viljer platser for Valjer platser for
k—1 staplar forst n stjérnor forst

genom:

FExempel 2.5. Om vi vill fordela n = 7 bollar i k = 3 lador behover vi 3 — 1 = 2
staplar. Totalt far vi 7+ 2 = 9 platser i raden.

Fragan blir da: Pd hur manga sdtt kan vi vdlja 2 platser for staplarna bland de

<9) = 98 = 36 olika séatt.

9 totala platserna?

]

Sats 2.6. Antalet sdtt att fordela n identiska bollar i k unika lador sa att ingen lada

lamnas tom (surjektiv fordelning, n > k) ges av:

n—1
k—1)
Bevis. 1 fallet da ingen lada far vara tom innebar det att inga staplar far hamna

intill varandra och inga staplar far placeras i kanterna av raden.

For att uppfylla villkoret placerar vi forst ut de n stjarnorna i en rad:

Mellan dessa n stjarnor finns det n — 1 tillgangliga mellanrum. Genom att placera
hogst en stapel i varje sadant mellanrum garanteras att varje lada tilldelas minst en
stjarna.

Att bestamma hur bollarna ska fordelas handlar alltsa om att vélja vilka & — 1

av de n — 1 tillgdngliga mellanrummen som ska innehalla staplar.
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Antalet sitt att vilja £ — 1 mellanrum bland n — 1 mojliga ges av:

n—1

k—1)
FExempel 2.7. Om vi vill fordela n = 7 bollar i £ = 3 lador sa att ingen lada blir tom,
lagger vi ut de 7 stjarnorna pa rad. Detta ger 7—1 = 6 mellanrum mellan stjarnorna.
For att skapa 3 lador behover vi valja 3—1 = 2 mellanrum dér vi placerar staplarna.

Fragan blir da: Pa hur manga sdtt kan vi vdlja 2 mellanrum for staplarna bland de

6 totala mellanrummen?

(6> = 65 = 15 olika séatt.
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2.5 Kompositioner
Villkor

Vi har identiska bollar och unika lador med kravet pa surjektiv fordelning. Det
innebér att vi endast ar intresserade av antalet bollar som hamnar i varje enskild

lada, med villkoret att ingen lada ldmnas tom.

Definition 2.8. En komposition av ett positivt heltal n i k delar ar en ordnad

sekvens av k positiva heltal (z1, xo, ..., x;) sadan att
T1+To+ -+ Tp=n

dir z; > 1 forallat=1,2,... k.

Med utgangspunkt i resultatet fran Sats 2.6 kan vi konstatera att antalet unika

kompositioner av n i exakt k delar ges av binomialkoefficienten
n—1
k—1)

Eftersom ladorna ar unika men bollarna identiska ar det ointressant vilka bollar som

Giltig fordelning: (n > k)

hamnar var, det enda som avgor fordelningen ar hur manga bollar respektive lada

tilldelas. Att fordela bollarna sa att ingen lada forblir tom styrs av binomialkoeffi-
n—1
k—1

att samma princip géller har.

cienten ( ) Detta fall ar ekvivalent med det som visas i Sats 2.6, vilket innebér
Om vi istéllet studerar det totala antalet kompositioner av ett heltal n, dér

antalet delar k tillats variera fritt fran 1 till n, kan vi gora det enligt féljande sats.
Sats 2.9. Det totala antalet kompositioner av ett positivt heltal n dr 2" 1.

Bewvis. Vi visar detta direkt genom kombinatoriskt argument med stjarnor och stap-
lar. (For ett alternativt algebraiskt bevis med hjilp av genererande funktioner, se
Bilaga A).

Betrakta n stycken identiska bollar som ligger pa en rad. Mellan dessa n bollar
finns det exakt n—1 tomma mellanrum. Att véilja en komposition i k delar motsvarar

k—1
antalet delar k ar godtyckligt, har vi for varje enskilt mellanrum, n — 1, ett binért

att sitta ut £k — 1 staplar i dessa mellanrum, vilket kan goras pa (”_1) satt. Om

val

26



Ja: satt en stapel,

Nej: sétt ingen stapel.

Enligt multiplikationsprincipen far vi att det totala antalet fordelningar

Z”: (n— 1) g1
o \k—1
O

Exempel 2.10. Vi vill fordela n = 6 identiska bollar i £ = 3 unika lador, numrerade

i ordningen Lada 1, Lada 2 och Lada 3. Det kan vi berdkna genom

() ) -

Om vi istallet hade velat veta det totala antalet satt att fordela de 6 bollarna pa ett
surjektivt sitt i ett valfritt antal unika lador (alltsd summan av alla kompositioner
for k =1,2,3,4,5,6), hade svaret varit

26—1 — 25 — 392 sitt.

Modell med stjarnor och staplar, for att visualisera (n = 6,k = 3)

Vi satter ut 2 staplar i de 5 tillgdngliga mellanrummen mellan de 6 bollarna

Alla 10 unika fordelningar for £ =3

Hér ar samtliga 10 unika kombinationer presenterade i det linjara ledet (Lada 1 —
Lada 2 — Lada 3). Tabellen visar hur fordelningen i ladorna motsvarar kompositioner

samt hur staplarna placeras i stars and bars-modellen.

Satt Lada 1 Lada 2 Lada 3 Kompositionsform Stars and Bars
Le | o ||eeee ., . ,_, x| x| * ok xx
, Le ||ee]||leoe] ., ., x| *A| * ok x
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4

7

oo

9

10

o |lecee | o |
eell o |leeel
oo lloellesl

1+4+1=6

2+1+3=6

2+2+2=6

2+3+1=6

3+1+2=6

3+2+1=6

4+1+1=6

x| x kx| Hx

x| kk k| *

* K

* K

* K

x|k x *
* x| * %

* % k| *

* k| k| *x

* k| kx| *

* % Kk x| x| *
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3 Mangdpartitioner

Definition 3.1. En partition av en méngd X bestaende av n stycken unika bollar
ar en familj av icke-tomma delméngder Ay, As,..., Ay av X (vilka representerar

innehéllet som placeras i ladorna) sa att

I) X &r unionen av alla delméngder dar (i = 1,2,... k), det vill sdga
k
X=U4
i=1

IT) Varje par av delméngder dér (i # j) ar disjunkta, det vill sdga

Delméngderna A; kallas for partitionens delar (eller block). Ett annat séitt att ut-
trycka definitionen ar att varje enskild boll i mdngden X maste tillhora exakt en av
dessa. [Big02]

Ezxempel 3.2. Lat X = {©,®,®,} vara en méingd bestdende av n = 4 unika
bollar. Vi vill placera dem i k = 3 delméngder, lador. Betrakta foljande familj av

delméngder

A ={e 0}, A ={@}, A={0}
Vi kan nu kontrollera att detta &r en giltig partition enligt definitionen.

Forst kontrollerar vi att inga delméangder far vara tomma. Vi kan bekrafta det snabbt
genom att betrakta méingdernas kardinalitet, |A;| = 2, |A3] = 1 och |A3] = 1.

Samtliga tre lador innehaller minst en boll.

I) Unionen av alla delméngder utgor hela X.

O A=A UAHLUA ={0,0lU{8U{0}={060 0] =X.

Samtliga bollar har alltsa placerats i nagon av ladorna.
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IT) Disjunkta delméngder: Vi kontrollerar samtliga parvisa snitt:

AinA, ={e,0}n{@} =10
AinAs={e,@}n{0}=10
A NA;={@In{0}=10

Detta visar att ingen boll har placerats i mer an en lada och A;, As, A3, utgdr en

partition av X

3.1 Mangdpartition i singelméngder
Villkor

Placering av unika bollar i identiska lador, under injektivt villkor, alltsa att varje
lada far hogst innehalla en boll. Da bollarna dr unika men ladorna identiska finns
det exakt 1 satt att gora detta om n < k, och 0 siatt om n > k.

Fall I: n > k (Fler bollar &n lador)
Enligt villkoret kravs en injektiv placering, vilket innebér att ingen lada far innehalla
mer an en boll. Om n > k ger Ladprincipen, enligt [Big02], att om n bollar placeras
i k£ lador maste minst en lada innehalla minst tva bollar. Detta bryter direkt mot

injektivitetsvillkoret, antalet satt ar darmed 0.

Ezxempel 3.3. Lat X = {@®,®, ®, ®} vara en mangd med n = 4 unika bollar som ska
placeras i k = 3 identiska lador, under injektivt villkor.

Da lddorna é&r identiska spelar det ingen roll vilken boll som hamnar i vilken
lada. S& vi borjar med att placera en boll i varje lada. Vi kommer da att ha en boll

6ver, som tvingas att dela lada med en annan boll

{{e @}, {8}, {&)}.

Eftersom minst en lada nu innehaller 2 bollar, har injektivitetsvillkoret brutits. Detta

visar hur Ladprincipen omdojliggor en giltig placering, vilket resulterar i 0 unika satt.

Fall II: n < k (Farre eller lika manga bollar som lador)
Da vi har farre eller lika manga bollar som lador innebér det att varje boll far en
egen lada. Eftersom ladorna ar identiska spelar det ingen roll vilken boll som hamnar

i vilken lada, ddrmed finns det bara 1 sitt att placera bollarna.
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Ezxempel 3.4. Lat X = {@,®,®} vara en miangd av n = 3 unika bollar som ska
placeras i k = 4 identiska lador, under injektivt villkor.

Eftersom vi har farre bollar an lador, och ladorna ar identiska, spelar det ingen
roll vilken boll som hamnar i vilken lada. Det enda mojliga utfallet ar att tre lador

innehaller varsin singelméngd av bollar, och en lada lamnas tom

{{e}. {®}, {&}, {}}.

Varje annat forsok att flytta om bollarna (till exempel att lata den forsta ladan vara
tom istéllet for den sista) resulterar i exakt samma partition pa grund av ladornas

symmetri under permutation. Det finns alltsa exakt 1 unikt satt.
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3.2 Stirlingtal av andra ordningen
Villkor

Surjektiv placering av n unika bollar i k identiska lador med kravet att varje lada
maste innehalla minst en boll. Eftersom ladorna inte gar att skilja at bestams pla-
ceringen helt av vilka bollar som hamnar tillsammans. Antalet unika sétt att gora

detta pa ges av Stirlingtalen av andra ordningen, S(n, k).

Definition 3.5. Stirlingtalet av andra ordningen, S(n, k), r antalet sitt att placera

n unika bollar i1 k icke-tomma identiska lador.

Vi kan se det som en mdngdpartition. Om vi later n unika bollar vara elementen
i en mdngd X med |X| = n, motsvarar varje placering av bollarna i k identiska

icke-tomma lador en partition av méngden X i k delméngder.

Sats 3.6. Stirlingtalen S(n, k) kan berdknas rekursivt enligt:

1 om k =1 eller k =n,
S(n,k) =<0 om k >n,
Sn—1,k—=1)+k-Sn—1,k) for2<k<n-—1.

Tabell 4: Stirlingtal av andra ordningen i trappform

n\k |0 1 2 3 4 5 6 7| Radsumma (B,)
0 |1 1
1 [0 1 1
2 [0 1 2
3 |0 1 )
4 10 1 7 6 1 15
5 |0 1 15 25 10 1 D2
6 [0 1 31 90 65 15 1 203
7 10 1 63 301 350 140 21 1 877

Bewvis. Vi borjar med att se till randvillkoren for rekursion

S(n,1) =1, det finns bara ett sitt att placera alla bollar i en lada.
S(n,n) = 1, det finn bara ett séitt att placera varje boll i en enskild lada (singel-
méangd).
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S(n,k) = 0 om k > n, om det finns fler lador &n bollar, finns det inget sitt att

placera bollarna.

Lat z vara en specifik boll fran mangden X. Varje partition av X kan delas in i

tva disjunkta fall beroende pa vad som hénder med den specifika bollen z:

Fall I: z placeras ensamt i en egen lada {z} (en singelmingd)

Vi borjar med att placera z i en egen lada. Eftersom z tar upp en hel lada sjalv,
maste de resterande n — 1 bollarna delas upp i de aterstaende k — 1 ladorna, och
ingen av dessa far vara tom. Enligt definitionen av Stirlingtal kan detta goras pa
exakt S(n — 1,k — 1) satt.

Fall II: z delar lAda med minst en annan boll

Vi borjar med att partitionera de n — 1 bollarna i de k£ ladorna sa att ingen &r
tom. Detta kan goras pa S(n — 1, k) satt. Vidare placerar vi in z i nagon utav de k
ladorna. Det finns exakt & mojligheter for z. Enligt multiplikationsprincipen far vi

antalet sitt for z att dela ldda med minst en annan boll
k-S(n—1k).

Da Fall T och Fall 1T ar disjunkta och tillsammans utgor alla mojliga utfall for

hur z kan placeras, far vi enligt additionsprincipen:
Totalt antal partitioner = (antalet sitt for Fall I) + (antalet satt for Fall II)

Sn,k)=Sn—1,k—-1)+k-S(n—1,k).

Detta visar att rekursionen stammer 6verens med den kombinatoriska definitio-
nen.
O

Ezxempel 3.7. Lat X = {@, ®,®,®} vara en miangd bestaende av n = 4 unika bollar,

som vi vill partitionera i k = 3 identiska lador, dér ingen lada far lamnas tom.
Enligt Sats 3.6 fixerar vi en boll, lat det vara den @, och delar upp problemet i

tva disjunkta fall.

Fall 1: (®) placeras i en ensam lada

Vi borjar med att placera (@) i en egen lada. Da maste de aterstaende bollarna (@,

@, @) partitioneras pa de 3 — 1 = 2 aterstaende ladorna. Vilket kan goras pa S(3,2)
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satt.

Fall 2: (®) delar ldda med nigon annan boll.
Vi placerar forst ut (@, @, @) i alla tre lador. Detta kan goras pa S(3,3) sétt.
Dérefter har (@) exakt tre lador att vélja pa, enligt Multiplikationsprincipen far vi

3-5(3,3)

Da Fall I och Fall II ar disjunkta far vi enligt additionsprincipen det totala

antalet partitioner av n = 4 unika bollar i £ = 3 identiska lador som
S(4,3) =5(3,2) +3-5(3,3).
Enligt den rekursiva formeln
Sn,k)=Sn—1,k—1)+k-S(n—1,k)

vill vi berdkna S(4,3).
Vi har
S(3,3) =1,

vilket &r ett basfall for S(n,n). For termen S(3,2), som inte ar ett basfall, anvéinder

vi oss av den rekursiva formeln ytterligare en gang:
S(3,2) =5(2,1)+2-5(2,2).

Nu har vi tva termer som ar basfall:

o S(2,1) =1, da det endast finns en lada.

« 5(2,2) =1, da antalet bollar &r lika med antalet lador.

Inséattning ger
S(3,2)=1+2-1=3,

vilket slutligen ger
S(4,3) =3+3-1=6.
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Partitioneringar for fall I

{{®8.0}. {8} {8}}
{{e.@}. {0} {8}}
{{e.@}.{e} {8}}

Partitioneringar for fall IT

{{®.@}. {8}, {8}},
{{@e}.{® .8}, {8}}
{{@e}.{®}.{® 8}}

Sats 3.8. For alla heltal n,k > 1 kan Stirlingtalen berdknas direkt genom

- ()

Beuwis. Till skillnad fran den rekursiva formeln déar vi bygger en tabell steg for steg,

beraknar vi hér viardena direkt med hjalp av inklusions-exklusionsprincipen.

For att rakna ut antalet placeringar av n unika bollar i k identiska lador utan
tomma lador utgar vi forst fran fallet dar ladorna ar unika. Om vi tillater att lador
lamnas tomma och véljer ut en delméngd pa ¢ lador, har varje boll ¢ valmojligheter,

vilket enligt multiplikationsprincipen ger " méjliga kombinationer for dessa lador.

For att utesluta de ogiltiga placeringarna dar lador lamnas tomma anvénder
vi inklusions-exklusionsprincipen. Vi véljer ut i stycken specifika lador fran de k
tillgéngliga pa ('f) olika sétt, och berdknar de fria placeringarna i dem. Termen
(—1)¥~% fungerar som en korrigering som drar bort de fall dir lddor star tomma och
justerar for overlappande fall.

Genom att summera detta 6ver alla varden pa ¢ fran 0 till £ far vi antalet sur-
jektiva placeringar av de n unika bollarna i k stycken unika lador. Eftersom ladorna
i vart ursprungliga problem é&r identiska (och darmed saknar inbérdes ordning) kan
varje sadan partition ordnas pa k! olika sétt om ladorna vore numrerade. Slutligen

dividerar vi déarfor uttrycket med k!, vilket ger:

0=

35



]

3.3 Analytisk kombinatorik och den ordinarie genererande

funktionen

Vi ska nu ga fran diskret kombinatorik till analytisk kombinatorik. Detta gor att vi
kan undersoka Stirlingtalen med kraftfulla algebraiska verktyg. Som [Big02] forklarar
i Discrete Mathematics kan en hel talfoljd samlas i ett enda algebraiskt uttryck med

hjélp av en sa kallad genererande funktion.

Definition 3.9. [Big02] Lat (ag, ai, as,...) vara en oandlig foljd av reella tal. Den

genererande funktionen associerad med denna f6ljd dr den formella potensserien
[e.e]
Az) = Z anx™ = ag + a1 + asx® + asx® + . ..
n=0

Innan vi skapar den genererande funktionen for Stirlingtalen ar det viktigt att
titta pa sekvensens begynnelsevillkor. Eftersom alla lador méaste innehélla minst en
boll (surjektivitet) gar det inte att placera farre bollar 4n det finns lador. Déarfor ar
S(n, k) =0 sa fort n < k. Det betyder att talféljden for ett fixerat k, borjar med k

stycken nollor:

()% = (0,0,...,0,S(k, k), S(k +1,k), Stk +2,k),...).
———

k stycken

Utifran denna definition kan vi nu koda av den har talféljden till en funktion. Vi
later Sk(z) vara funktionen dér Stirlingtalen fungerar som koefficienter framfor z”,

déar exponenten n star for antalet bollar:
Si(x) =Y S(n, k)z".
n=0

Eftersom de forsta k& termerna i summan (fran n = 0 till n = k& — 1) bara ar
nollor, bidrar de inte till summan. Vi kan dérfér borja summan direkt fran det
forsta nollskilda fallet n = k:

Sk(x) = i S(n, k)z".

Héar fungerar 2" som en form av platshallare dar exponenten visar hur manga
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bollar vi har, medan talet framfor visar pa hur manga sétt bollarna kan placeras.
For att ta fram en sluten formel for funktionen tillampar vi metoden for re-
kursioner fran [Ros99]. Genom att tillimpa Stirlingtalens rekursionsformel péa hela

summan samtidigt kan vi uttrycka den odndliga serien som ett enkelt brak.

Sats 3.10. For ett fizerat heltal k > 1 dr den ordinarie genererande funktionen

Sk(z) for Stirlingtal av andra ordningen:

xkz

St = A a2 (= k)

Bevis. Vi utgér fran rekursionsformeln for Stirlingtal (Sats 3.6):
S(n,k)=Sn—-1,k—1)+k-S(n—1,k).

For att ga fran ett samband mellan enskilda tal till en algebraisk ekvation for

hela funktioner, multiplicerar vi bada sidor med =™ och summerar 6ver alla n > 1:

ZSnk Z (n—1,k—1)2"+k> Sn—1k)az"

n=1 n=1

Nu forenklar vi de tre summorna en i taget:

Vinsterledet: Eftersom S(0, k) = 0 for alla £ > 1, innehdller den hér summan

redan alla termer i var genererande funktion. Det betyder att:

i_o:l S(n, k)z" = Sk(x).

Forsta summan i hogerledet: Hir ar exponenten ™, men Stirlingtalet handlar
om n—1 bollar. For att exponenten hos x ska stdmma 6verens med indexet for antalet
bollar (n—1), bryter vi ut faktorn z. Da far vi den genererande funktionen for k£ — 1

lador:
o o

> Sn—1,k—1)z Z (n—1,k—1)2"" =251 ().

Andra summan i hogerledet: Pa samma sétt bryter vi ut ett x aven har for

att exponent ska stdmma 6verens. Da aterstar uttrycket for Si(x):

kY S(n—1,k)a" =kzd S(n—1,k)z""" = kxSi().

n=1 n=1
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Satter vi ihop de tre delarna far vi ekvationen:
Sp(z) = xSk_1(x) + kzSi(x).

Nu samlar vi alla termer med Si(z) pa véanstersidan for att l6sa ut funktionen:
Sk(z) — kxSk(z) = xSk_1(x),

Si(x)(1 — kx) = xSk_1(x).

Om vi dividerar med (1 — kx) far vi ett samband mellan funktionen for & lador

och funktionen for & — 1 lador:

T

Sk(z) = 1—kx

Sk_l(l').

For att finna det slutgiltiga sambandet upprepar vi detta steg bakat, hela vigen
ner till k& = 1. Eftersom alla S(n,1) = 1 har vi basfallet S;(r) = ;*-. Kedjan blir
da:

Sk(flf) = 1— kr -Sk_l(i)
T T
T 1—kx 1—(k—1)x~5k_2(x)
T T iy

:1—kx'1—(k—1)m”'1—2x.51($)'

Nér vi sdtter in Sy (v) = % langst till hoger far vi slutresultatet:

{L‘k

(1—2)1—2x)---(1 —kz)

Sk(l’) =

[]

Anmdrkning 3.11. Som [Brul0] papekar i Introductory Combinatorics kan vi forsta

satsen kombinatoriskt genom att dela upp braket i geometriska serier:

Sk(x)_xk<1ix)<1—12x>(1—1/%)

overst betyder att vi forst ldgger 1 boll i varje lada sa att ingen blir tom.

Faktorn z*

Delarna under brakstrecket, som till exempel ﬁ =1+ 2z +42% + ..., visar hur

manga val varje ny boll har nar 1,2, ..., k lador val har borjat anvindas.
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3.4 Belltal
Villkor

Vi har unika bollar och identiska lador déar placeringen ar.

Definition 3.12. [Stal2] Det totala antalet partitioner av en n-méngd kallas Bell-
tal och betecknas B,, (eller B(n)).
For n > 1 definieras Bell-talet av:

B, = Xn:S(n, k).

k=1
Forklaring av sambandet

For att forsta varfor Belltalet kan skrivas som en summa av Stirlingtal studerar
vi hur méngden X, som bestar av n unika element (bollar), kan delas upp i icke-
tomma delmangder (lador). Det totala antalet satt att géra denna uppdelning kallas
per definition for belltalet B,,.

Nér vi partitionerar mangden X maste bollarna placeras i ett visst antal icke-
tomma lador. Vi kan antingen som minst anvinda en lada alltsa att alla bollarna ar
i en lada, eller som mest n lador, da hamnar varje boll i en egen lada.

Vi kan darfor dela upp samtliga partitioner i disjunkta fall baserat pa det exakta
antalet lador k, dar 1 < k < n. Enligt additionsprincipen blir det totala antalet
partitioner summan av antalet placeringar for varje enskilt k. Eftersom Stirlingtalet
av andra ordningen, S(n, k), anger antalet sitt att partitionera n unika element i
exakt k stycken icke-tomma delméngder, kan det totala antalet partitioner skrivas

Som

B(n) = Zi:S(n, k).

I foljande exempel illustreras detta samband genom att kombinera de olika fallen

for en mangd med tre element.

Exempel 3.13. Partitionering av mangden X

Lat X vara en mangd bestaende av tre unika bollar
X={0,®,0}.

Dér |X| = n = 3. Vi vill visa hur det totala antalet partitioner av X, som ges

av Belltalet B(3) enligt Definition 3.12, berdknas genom att summera Stirlingtalen
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S(3, k) over samtliga mojliga lador &, dar 1 < k < 3.
Vi delar upp i tre fall baserat pa antalet delmangder (lador).
Fall I: Exakt en lada (k = 1):

Alla tre bollar placeras i en och samma lada. Det finns endast en mojlig partition

SEX X 133

Detta ger oss antalet sétt S(3,1) = 1.

Fall II: Exakt tva lador (k = 2):

Bollarna placeras i tva identiska lador. Da ordningen pa ladorna inte spelar nagon
roll, bestdams varje unikt utfall helt av vilken enskild boll som isoleras i den ena

ladan, medan de resterande tva placeras i den andra
{{®, @} {O}}.

Detta ger oss antalet sétt S(3,2) = 3.

Fall III: Exakt tre lador (k = 3):

Bollarna placeras i tre identiska lador, vilket kraver och innebér att varje lada inne-
haller exakt en boll. Da ladorna saknar inbordes ordning, alltsa att de dr identiska,

existerar endast en sadan partition

{7}, (@), {@}}.
Detta ger oss antalet séitt S(3,3) = 1.

Da fallen for £ = 1, Kk = 2 och £k = 3 ar parvis disjunkta och tillsammans
tacker alla mojliga uppdelningar, far vi enligt additionsprincipen det totala antalet

partitioner

3
B3 =Y S(3,k)=5(3,1) +5(3,2) + 5(3,3) =1+ 3+ 1=5.
k=1
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Sats 3.14. Lat B, 1 vara antalet sdtt att placera n + 1 unika bollar i icke-tomma,

identiska lador. Om n > 0, sa gdller att

Bur= (" )Bo+ (")Bi+--+")B..
0 1 n

Med summatecken kan detta skrivas som

Bevis. Lat oss berdkna antalet sétt att partitionera en méngd bestaende av n +
1 unika bollar, {1,2,...,n,n + 1}, i icke-tomma, identiska lador. Antalet mojliga

partitioner ges per definition av belltalet B, ;.

Lat oss fixera den lada som innehéaller boll n + 1. Utover denna boll kommer
ladan att innehalla en delmédngd Y (som kan vara tom) utvald fran de resterande
n bollarna, {1,2,...,n}. Antag att delméngden Y har kardinaliteten |Y| = ¢, dar
0 <t < n. Denna delméngd kan véljas pa (Z) olika sétt. De resterande n—t bollarna
som inte tillhor Y maste darefter partitioneras i egna icke-tomma, identiska lador.

Enligt definitionen av belltal kan detta goras pa B,,_; sétt.

Eftersom valet av delmangden X och partitioneringen av de resterande bollar-
na ar oberoende kombinatoriska steg, multipliceras antalet mojligheter. Genom att

summera Over alla giltiga virden pa t erhalls relationen

Bn+1 = Z (?) Bn—t-

t=0

For att overfora summan till dess standardform utfors ett indexbyte dar vi later
k = n—t beteckna antalet bollar som hamnar utanfor den fixerade ladan. Nar ¢ 16per
fran 0 till n, kommer £ att 16pa fran n ner till 0. Eftersom binomialkoefficienterna ar

symmetriska, (?) = (nri t) = (Z), kan vi summera termerna i omvéand ordningsfoljd.
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Darmed far vi

Bn+1 =
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3.5 Antalet surjektiva funktioner
Villkor

Bollarna och ladorna ér unika, och placeringen ar surjektiv. Ingen lada far vara tom,
vilket medfoér kravet n > k.

Definition 3: Surjektion

En funktion f: X — Y &r en surjektion om det for varje element y € Y finns minst
ett element © € X sadant att f(x) = y, vilket betyder att inga lador (element i

malméngden) ldmnas tomma.

Sats 3.1: Antalet surjektiva funktioner

Lat X vara en mangd av n urskiljbara bollar, Y vara en mangd av k£ urskiljbara

lador, och lat J beteckna méngden av alla surjektioner fran X till Y. Da géller att
|J| = k! S(n, k).

Bevis. Att placera bollarna sa att ingen lada blir tom ar ekvivalent med att ridkna
antalet surjektiva funktioner f : X — Y. En partition av mangden X i k delar
delar upp bollarna i k icke-tomma, disjunkta delméngder. Antalet sadana partitioner
ges av Stirlingtalen av andra slaget, S(n,k). Eftersom malméngden Y bestar av
sarskiljbara (numrerade) lador, finns det k! unika sitt att tilldela varje delméngd
i partitionen till en unik lada via en bijektion. Enligt multiplikationsprincipen blir
det totala antalet surjektioner k!- S(n, k). O

Exempel 3.15. Betrakta placeringen av n = 3 sérskiljbara bollar, representerade
av mangden {@,®, @}, i k = 2 sarskiljbara lador (Lada 1 och Lada 2). Vi vill
bestdmma antalet surjektiva avbildningar, vilket innebér att ingen lada far lamnas
tom.

Vi borjar med att partitionera bollarna i icke-tomma, identiska méngder (ano-
nyma hogar), for att darefter tilldela dessa méngder de specifika ladorna. Antalet
satt att partitionera en mangd med 3 element i 2 icke-tomma delméangder ges av

S(3,2) = 3. Vi far de tre unika partitionerna

Partition 1: {@,®} och {@},
Partition 2: {@,@®} och {@®},
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Partition 3: {@, @} och {@}.

Eftersom ladorna ar unika, har ordningen pa bollarnas placering betydelse. For
varje enskild partition existerar 2! = 2 méjliga tilldelningar. Givet Partition 1 fas

exempelvis utfallet

Lada 1 Lada 2 |g]ler| Lada 1 Lada 2 |
o0 @ @ o0

Enligt multiplikationsprincipen far vi det totala antalet surjektiva placeringar

genom produkten av antalet partitioner och antalet permutationer av ladorna

5(3,2)-20=3.2=6.

Tabell 5: Samtliga surjektiva placeringar for n = 3 bollar i £ = 2 lador, utifran deras
respektive partition.

Placering i LAda 1 Placering i Ldda 2 Ursprunglig hog-partition

ngb 1 Lé(@lf 2 Fran partition 1
Léia 1 Lgﬁ) 2 Fran partition 1
L%ﬂ 1 Léﬁf 2 Fran partition 2
Lé&i@a 1 L%l 2 Fran partition 2
L%()i 1 Lééa 2 Fran partition 3
Lﬁéa 1 L%g 2 Fran partition 3
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4 Heltalspartitioner

4.1 Heltalspartition i exakt k delar
Villkor

Surjektiv fordelning av identiska bollar i identiska lador.

Definition 4.1. Lat n och k vara positiva heltal. Funktionen py(n) betecknar antalet
partitioner av heltalet n i exakt k delar. Detta motsvarar antalet sétt att skriva n som

en summa av k stycken positiva heltal dar ordningen pa termerna saknar betydelse:
Pin) = {(\ Ao+ M) €ZFH A+ da oo F A=, N> > A > 1

Alltsa har vi att |Py(n)| = pe(n). [Aig07]

Sats 4.2. Lat px(n) vara antalet satt att fordela n identiska bollar i k identiska lddor

sa att ingen lada dr tom. Forn >k > 1 gdller rekursionsformeln

pr(n) = pr—1(n — 1) + pr(n — k).

Bevis. Lat vansterledet, pg(n), visa det totala antalet tillatna fordelningar av n
bollar i k£ lador déar varje lada innehaller minst en boll.
Vi delar upp de giltiga fordelningarna i tva disjunkta fall, baserat pa det minsta

antalet bollar i nagon av ladorna.

Fall I: Det minsta antalet bollar i nagon lada ar exakt 1.
Antag att vi har en férdelning ddr minst en lada har exakt en boll. Eftersom
ladorna ser likadana ut spelar det ingen roll vilken av dessa lador vi véljer.
Om vi plockar bort den ladan och bollen som ligger dér, s har vi n — 1 bollar
kvar och k — 1 lador kvar att fordela dem i. Eftersom vi tog bort en lada som
bara hade en enda boll, sa paverkas inte regeln for de andra ladorna, de maste
fortfarande ha minst en boll var. Det betyder att det som &ar kvar faktiskt ar
en ny, mindre fordelning dar vi har fordelat n — 1 bollar i £ — 1 lador pa ett
giltigt satt (sd att ingen lada ar tom). Antalet sidana sétt att gora det pa kan

vi darfor skriva som

Pr—1(n—1).

Fall IT: Det minsta antalet bollar i ndgon lada ar strikt storre an 1.

Vi antar nu i stéllet att varje lada i denna férdelning innehaller minst tva
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bollar. Eftersom det darmed existerar ett overskott av bollar i samtliga lador,
kan vi utfora en forenkling genom att ta bort exakt en boll fran var och en av
de k ladorna. Vi har da tagit bort totalt £ bollar, medan antalet lador forblir

oforandrat.

Eftersom utgangslaget garanterade minst tva bollar per lada, konstaterar vi
att det kvarstar minst en boll i varje lada efter denna procedur. Villkoret for
surjektivitet &r darmed uppfyllt for de resterande n — k bollarna fordelade 6ver
de k ladorna. Antalet giltiga fordelningar for denna delméngd foljer saledes

direkt av definitionen av
pr(n — k).

Eftersom det minsta antalet bollar i nagon lada, i en godtycklig fordelning, an-
tingen maste vara exakt 1 eller strikt storre an 1, visar vi att dessa tva fall ar
disjunkta. Enligt additionsprincipen kan vi darmed erhalla det totala antalet pla-
ceringar genom att summera antalet moéjligheter fran respektive fall, vilket ger oss

den sokta rekursionsformeln
pe(n) = pp_1(n — 1) + pe(n — k).

]

FExempel 4.3. Antalet sitt att dela upp n=7 identiska bollar i exakt k=3 identiska
lador, med kravet att ingen lada far vara tom. Eftersom ladorna ej far vara tomma,

borjar vi med att fordela en boll i varje lada

Da ladorna ar identiska spelar ordningen pa ladorna ingen roll. Vi sorterar for-
delningen av bollarna i ladorna genom storleksordning, fran storst till minst, for

att halla koll pa rdkningen. Vi kan darfor fordela resterande fyra bollar pa foljande

unika satt:

Forsta fordelningen: | | | L | | L | A=(05,1,1) = 54+1+1=7

Andra fordelningen: |....| | L | | LJ | A=(4,21) = 44+2+1=7
eo0e/(00el | © | .\ . .-

Tredje fordelningen:
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Fjdrde fordelningen: L .| | L | | L A=(3,2,2) = 3+4+2+2=7

Ett populért grafiskt satt att visualisera heltalspartitioner, ar via Ferrers dia-
gram.

Genom att lata A = A Ay... A, vara en partition av n. Det finns k rader, vi
placerar A\; punkter i rad 1, A\ punkter i rad 2, och sa vidare, med start i samma
kolumn.

Ferrersdiagrammen med punkter for p;(7)
Forsta fordelningen (5,1,1):

Andra fordelningen (4,2,1):

Tredje fordelningen (3,3,1):

Fjérde fordelningen (3,2,2):
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4.2 Heltalspartition i hogst k delar
Villkor

Fri fordelning av identiska bollar i identiska lador.

Definition 4.4. Lat n och k vara positiva heltal. Funktionen p<i(n) betecknar
antalet partitioner av heltalet n i hogst k& delar. Detta motsvarar antalet sitt att
skriva n som en summa av hdgst k stycken positiva heltal dar ordningen pa termerna
saknar betydelse.

Méngden av alla sadana partitioner, P<x(n), definieras formellt som

P<k(n):{()\1,)\2,,)\m)€ZT 1§m§k, Z)\l:n, OCh)\lz)\QZZAmZ:l}

- i=1
Antalet partitioner ges av kardinaliteten

k

|P<i(n)] = p<i(n) = ;pi(n) =pi(n) + -+ pr(n),

dér p;(n) betecknar antalet partitioner av n i exakt i delar.

Sats 4.5. Ldt p<x(n) vara antalet sdtt att fordela n identiska bollar i k identiska
lador under fri fordelning (tomma lador tillatna). Férn > 1 och k > 1 gdller foljande

kombinatoriska samband

p<k(n) = pp(n + k).

Det vill siga att antalet partitioner av n i hogst k delar dr exakt lika med antalet

partitioner av n + k ¢ exakt k delar.

Bewis. Lat vansterledet, p<x(n), beteckna det totala antalet tillatna férdelningar av
n identiska bollar i k£ identiska lador, dar lador far laimnas tomma.

Likheten mellan det totala antalet fria fordelningar i vansterledet och antalet
surjektiva fordelningar i hogerledet kan pavisas genom en direkt korrespondens mel-
lan fordelningarna. Antag att en godtycklig, men tillaten fordelning, av n identiska
bollar i k identiska lador ar given. Eftersom fordelningen ar fri kan ett godtyckligt
antal av de k ladorna fran borjan vara tomma. Om varje lada far en extra boll okar
det totala antalet bollar till n + k, detta garanterar att ingen lada ar tom.

Detta ger en bijektion mellan en fri férdelning av n bollar och en surjektiv for-

delning av n + k bollar i £ lador (omvandbar genom att ta bort en boll per lada),
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vilket ger den sokta identiteten.

p<k(n) = pr(n + k).

]

Exempel 4.6. Vi soker antalet satt att partitionera n = 4 identiska bollar i hogst
k = 3 identiska lador under fri férdelning. Enligt definitionen 4.4 kan vi dela upp
berdkningen i summan av exakt ¢ delar for ¢ = 1,2,3

1del (i=1): A= (4) = 4

rYYY R | | | — i

Férsta fordelningen

2 delar (i=2): A=(3,1) = 3+1=40ch A=(2,2) = 2+2=14

Andra fordelningen: | LN | | L | | | A=(3,1) = 3+1=4

oo ||l oo || | A=(2,2) = 2+2=4

Tredje fordelningen:

3delar (i=3): A= (21,1) = 2+1+1=4

Fjdrde fordelningen: | L | | L | | L A=(2,1,1) = 2+1+1=4

Detta ger totalt p<3(4) = 14 2 + 1 = 4 unika fordelningar.
Enligt Sats 4.5 kan detta berdknas direkt genom identiteten py(n + k), vilket i
detta fall blir
P<s(4) = ps(4+3) = ps(7).

Ur 4.3 vet vi redan att p3(7) = 4. Vi kan visualisera detta forhallande grafiskt genom
att lagga till (eller ta bort) punkter i raderna, med k = 3 punkter i Ferrersdiagram-
met.

Korrespondens mellan fri fordelning p<3;(4) och surjektiv fordelning
p3(7) (+1 per del)
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Forsta korrespondensen: A = (4) — A = (5,1, 1)

o o e o o
° — e e
° o o
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4.3 Heltalspartition i enbart ettor
Villkor

Fordelningen av identiska bollar i identiska lador med hogst en boll per lada kan

ske pa tva olika satt.

Fall I: n > k (Fler bollar &n lador)
Exempel 4.7. Vi har n = 4 identiska bollar (0,0, 0, 0) som ska fordelas i k = 3

identiska lador, under injektivt villkor.
Da ladorna och bollarna ér identiska spelar varken bollarnas eller ladornas iden-
titet nagon roll. Sa vi borjar med att fordela en boll till varje lada. Vi kommer da

att ha en boll 6ver, som tvingas att dela lada med en annan boll.

oe| [ o o]

Detta innebar att injektivitetsvillkoret brutits och vi far darmed 0 satt att for-

dela.

Fall IT: n < k (Farre eller lika manga bollar som lador)

Exempel 4.8. Vi har n = 3 identiska bollar (O,0,0) som ska fordelas i k = 4
identiska lador, under injektivt villkor.

Eftersom vi har farre bollar an lador, samt att allt ar identiskt, spelar det ingen
roll vilka lador som anvéinds. Det enda mojliga utfallet ar att tre lador far varsin

boll, och en lada lamnas tom. Detta ger heltalspartitionen i enbart ettor

o] [e] [of []

Varje annat forsok att dela upp bollarna resulterar i exakt samma heltalspar-
tition pa grund av ladornas och bollarnas symmetri. Det finns alltsa exakt 1 unik

fordelning.
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4.4 Genererande funktioner for heltalspartitioner

Precis som vi tidigare anvande genererande funktioner for att strukturera mangdpar-
titioner, kan vi tillampa samma algebraiska verktyg pa heltalspartitioner. Skillnaden
har ar att bollarna &r identiska, vilket gor att deras individuella identitet saknar be-
tydelse. Det enda som paverkar fordelningen ar hur manga bollar som hamnar i varje
lada. Antalet bollar i en enskild lada blir ddrmed en term (en del) i den summa som
bildar det totala antalet bollar n.

Nér vi betraktar en helt fri fordelning staller vi inga krav alls, vi far anvinda
hur méanga lador vi vill och ldgga hur manga bollar som helst i samma lada. Som
[Big02] visar skrivs den genererande funktionen for denna fria férdelning som den

oandliga produkten

= 1 1
P(“:):H1_xi - (1—a)(1—a?)(1—a3)---

=1

Varje parentes utgors av en oéndlig geometrisk serie:

1
1 —at

=(1—-a)'=1+a"+2*+2%+ ...

Variabeln & méater det totala antalet bollar n, medan ¢ representerar antalet
bollar i en viss lada. I utvecklingen av serien anger termen z*? att k lador vardera
innehaller ¢ bollar. Genom att justera serierna efter gillande regler far vi foljande

genererande funktioner, for de begransade fallen.

Fall I: Identiska bollar i identiska lador, surjektiv férdelning(exakt k de-
lar)

I detta fall fordelas n identiska bollar i k identiska lador under villkoret att ingen lada
lamnas tom. Det motsvarar att dela upp heltalet n i en summa av exakt k delar. For

att skapa den genererande funktionen anvander vi oss av spegling i Ferrers-diagram.

Sats 4.9. Den genererande funktionen for antalet sdtt att fordela n identiska bollar

i exakt k identiska icke-tomma lador ges av

$k

(1—2)1—22)--- (1 —2ak)’

Gk(ZL‘) =

Bevis. Om fordelningen ritas i ett Ferrers-diagram déar varje rad motsvarar innehéllet
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i en lada, har diagrammet k rader. Genom att spegla diagrammet lidngs diagonalen
far vi i stéllet ett diagram med k kolumner. Att fylla exakt k lador ar ddrmed samma
sak som att fordela bollarna sa att den storsta ladan innehaller exakt £ bollar.

Detta villkor stéaller tva krav pa den genererande funktionen. Eftersom ingen lada
far innehalla fler &n & bollar stoppar vi produkten vid ¢ = k, vilket ger ndmnaren
(1 —2)(1 —2%)---(1 — 2¥). For att garantera att minst en 1dda faktiskt innehéller
exakt k bollar multiplicerar vi hela uttrycket med z*.

Enligt multiplikationsprincipen far vi

k. 1 = al
Gi(z) == A—o)(—a?)-(1-aF) (I—a)(1—22)- (1 —ab)

Fall II: Identiska bollar i identiska lador, injektiv fordelning(distinkta
delar)

Eftersom vi har injektiv fordelning far varje lada innehalla hogst en boll. Om vi
inte har nagon begransning pa antalet lador motsvarar detta att ingen lada far ha
samma antal bollar som en annan (férutom de tomma ladorna). Alla lador som far

bollar maste alltsa innehalla helt olika (distinkta) antal bollar.

Sats 4.10. Den genererande funktionen D(x) for att fordela bollar sa att alla fyllda

lador far olika antal bollar ges av

[e.9]

D)=]]1+2")=1+z)(1+2*)(1+2°)---.
i=1

Bevis. Kravet pa olika antal bollar innebar att vi for varje mojlig ladfyllning ¢ > 1
(en lada med i bollar) har tva val: antingen finns det ingen siddan lada, eller sa
finns det exakt en. For varje i ges valet av faktorn (1 + %), dir 1 motsvarar att i
inte véljs och 2! att ¢ viljs en gdng. Tillimpar vi multiplikationsprincipen for alla
i=1,2,3,... fas D(z) = [I2,(1 + z%).

O

For att forenkla D(z) anvénder vi den algebraiska identiteten 1+y = %, vilket

foljer direkt av konjugatregeln eftersom (1 —y)(1 +y) = 1 — y?. Tillimpar vi regeln
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pa varje faktor i D(x) far vi enligt [Big02]:

D(;p)zl—x 1—z® 1-2%  (1-2*)1-2")(1-2%--

l—z 1-22 1-28  (1-2)(1—-2)(1—-a3)(1—a%) -
Téljaren innehdller enbart faktorer med jimna exponenter (1 — 22,1 — 21,1 —

2%, ...). Eftersom nimnaren innehaller alla faktorer (1—z, 1—x%, 1—x3,...) forkortas

de jamna faktorerna i téljaren bort mot motsvarande faktorer i ndmnaren. Kvar i

namnaren blir endast faktorerna med udda exponenter:

1

PO =

Detta visar att antalet siatt att dela upp ett heltal n i enbart olika delar ar exakt

lika med antalet sétt att dela upp n i enbart udda delar.
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A Algebraiskt bevis med genererande funktioner

I detta avsnitt ges ett alternativt, algebraiskt bevis for Sats 2.9 med hjélp av teorin

for genererande funktioner.

Beuvis for Sats 2.9 med genererande funktioner. Lat cy(x) vara den genererande funk-
tionen for antalet kompositioner av n identiska bollar i exakt k unika lador. Eftersom
varje enskild lada ¢ maste innehalla minst en boll (z; > 1), representeras varje en-
skild 1dda av den geometriska serien (z! + 2? + 2 + ...), ddr exponenten anger
antalet bollar i just den ladan.

Eftersom vi har exakt k stycken unika lador, multiplicerar vi de genererande
funktionerna for varje lada med varandra. Den genererande funktionen for en for-
delning i k£ lador blir da:

e(z)=(x+2?+2° 4+ ) = <1fx>k

For att finna den genererande funktionen F'(x) for det totala antalet sétt att

fordela bollar i ett godtyckligt antal lador, summerar vi 6ver alla méjliga antal lador

k> 1:
T

F(x):ick(x):i< )k

k=1 PN S

Detta ar i sin tur en geometrisk serie med kvoten *—. Genom att anvinda

summaformeln for en geometrisk serie (Y52, r¥ = ) far vi:
= —r
z =z v
1—x -z
F(z) = = = .
S e e
1-z 1-x

Vi kan utveckla denna funktion som en potensserie:

Flz)=a ) (2z)" =Y 2ma™.
m=0 m=0

Genom att gora variabelbytet n = m + 1 (vilket ger m = n — 1), dér n represen-

terar det totala antalet bollar, kan serien skrivas som:
o0
F(z) =Y 2""a™
n=1

Koefficienten framfor 2™ ar det totala antalet kompositioner av n i ett godtyckligt
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antal delar. Detta visar algebraiskt att det totala antalet surjektiva fordelningar &r
2n—1, ]
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