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Abstract

During the 19th century, it was widely believed that continuous functions
were, for the most part, also differentiable. This view was challenged in 1872
by Karl Weierstrass through the construction of a function that is continuous
everywhere but differentiable nowhere. This work investigates the relationship
between continuity and differentiability through an analytical study of the
Wieierstrass function and a modern formulation of the function and a modern

reformulation of it.

A theoretical framework for uniform convergence is established to demon-
strate the function’s global continuity. Subsequently, a modern formulation of
the function based on a piecewise linear sawtooth function, where its difference

quotient is studied to show that a finite limit is absent at every point.

The thesis highlights how this construction challenges intuitive assump-
tions about the behavior of functions and emphasizes the importance of mat-

hematical rigor in real analysis.

Sammanfattning

Under 1800-talet var det en utbredd uppfattning att kontinuerliga funktio-
ner i huvudsak ocksa var deriverbara. Denna forestéllning utmanades ar 1872
av Karl Weierstrass genom konstruktionen av en funktion som &r kontinuerlig
overallt men ingenstans deriverbar. Syftet ar att undersoka sambandet mellan
kontinuitet och deriverbarhet genom en analytisk studie av Weierstrassfunk-

tionen och en modern formulering av funktionen.

Ett teoretiskt ramverk for likformig konvergens etableras for att visa funk-
tionens globala kontinuitet. Déarefter analyseras en modern formulering av
funktionen baserad pa en styckvis linjar sagtandsfunktion, déar dess diffe-

renskvot studeras for att visa att ett dndligt gréansvirde saknas i varje punkt.

Uppsatsen belyser hur denna konstruktion utmanar intuitiva forestéllning-
ar om funktioners beteende och understryker vikten av matematisk stringens

inom reell analys.
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1 Introduktion

Inom den matematiska analysen finns ett fundamentalt samband mellan en funk-
tions kontinuitet och dess deriverbarhet. Ett av de forsta resultaten man moter ar
att en funktion som &r deriverbar i en punkt ocksa ar kontinuerlig dar. Resultatet
framstar ofta som sjalvklart, men markerar samtidigt ett forsta steg mot en djupa-
re forstaelse av analysens begrepp, dér relationen mellan intuitiv forestdllning och

formell definition visar sig vara betydligt mer komplex vid en nédrmare analys.

Under stora delar av 1800-talet var den allménna uppfattningen bland matema-
tiker att sambandet ndstan var 6msesidigt. Man antog att en kontinuerlig funktion,
mojligen med undantag for ett fatal isolerade punkter, ocksa borde vara deriverbar.
Denna idé var djupt rotad och aterfanns i datidens larobocker, dar bland andra
A. M. Ampere forsokte visa att kontinuitet i princip garanterade existensen av en
valdefinierad tangent i varje punkt [Thi03]. Kontinuerliga kurvor tolkades ofta som
fysiska rorelser, och tanken pa en rorelse utan en bestdmd riktning framstod darfor

som geometriskt svar att acceptera.

Denna matematiska vérldsbild skakades i grunden ar 1872 nér Karl Weierstrass
presenterade ett motexempel infor Berlins vetenskapsakademi: en funktion som var
kontinuerlig 6verallt men inte deriverbar i ndgon enda punkt. Aven om ténkare som
Bernard Bolzano och Bernhard Riemann tidigare hade snuddat vid liknande idéer,
var det Weierstrass stringenta analytiska bevis som slutgiltigt tvingade det matema-
tiska samfundet att omprova intuitionens roll inom analysen [Thi03]. Den fortsatta
analysen utgar fran den moderna version av funktionen, vars konstruktion ersétter
de ursprungliga trigonometriska termerna med en styckvis linjar sagtandsfunktion.
Denna metodik har sina rétter i tidigare arbeten av bland andra Teiji Takagi (1903)
och Bartel van der Waerden (1930).

Mot denna bakgrund undersoks granslandet mellan kontinuitet och deriverbar-
het genom en analytisk studie av Weierstrassfunktionen. Vi inleder med att etablera
de teoretiska grunderna for deriverbarhet och bevisar varfor kontinuitet utgor ett
nodvandigt villkor for att en funktion ska vara deriverbar. Déarefter fordjupar vi
oss i teorin for funktionsserier, dar vi introducerar centrala begrepp som likformig
konvergens och Cauchy-kriteriet for att forklara hur egenskaper bevaras vid granso-
vergangar. Med dessa verktyg konstruerar vi den forenklade Weierstrassfunktionen

och tillampar Weierstrass-M-test for att visa dess globala kontinuitet. Arbetet av-
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slutas med en detaljerad analys av funktionens icke-deriverbarhet, déir vi genom att
granska dess differenskvot visar hur dess fraktala arkitektur medfor att ett andligt
gransvarde saknas i varje punkt. Genom denna analys klargor vi varfor kontinuitet

i sig inte &r tillrackligt for att garantera deriverbarhet.

2 Grundliggande samband mellan kontinuitet och

deriverbarhet

For att placera Weierstrassfunktionen i en matematisk kontext ar det nodvéindigt
att forst klargora de fundamentala begreppen kontinuitet och deriverbarhet samt
relationen dem emellan. Den teoretiska framstallningen i detta kapitel féljer etable-
rade presentationer inom reell analys, i synnerhet med Rudin [Rud76] och Abbott
[Abb15].

Definition 2.1 (Definition av derivata). Lat f vara en reellviard funktion definierad
pa ett intervall A. Vi sdger att f dr deriverbar i en punkt x € A om gransvardet for
differenskvoten existerar

flx+h) - f(x)

f'(z) = lim - . (1)

h—0

Om gransvardet existerar representerar det funktionens momentana forandrings-
takt i punkten z vilket motsvarar tangentens lutning till kurvan i (x, f(z)). Inom
den matematiska analysen ar det ett centralt resultat att en funktion maste vara

kontinuerlig for att kunna vara deriverbar. Sambandet formaliseras i f6ljande sats:
Sats 2.1. Om en funktion f ar deriverbar i en punkt x € A, sa ar f dven kontinuerlig
ix.

Bewvis. For att visa kontinuitet i punkten x maste vi visa att }llin% flz+h) = f(z),
—>
eller ekvivalent att ,llirr(l) (f(x 4+ h) — f(z)) = 0. Vi betraktar identiteten
—

f(x+h)—f(:c):f(x+h]1_f(x> h dir b # 0.

Genom att tillampa griansvardesregler och anvanda antagandet att f ar deriverbar i
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x erhaller vi

|
h—0 h—0

im (£ (z + h) — f(z)) = lim (““hg‘ f<””“>> Jimh = f/(z) -0 =0,

Eftersom gransvardet av skillnaden ar noll, foljer det att ’llirr(l) flz+h) = f(zx). Alltsa
%
galler att f ar kontinuerlig i x. O

Det ar viktigt att betona att det omvanda forhallandet inte galler; kontinuitet ar
ett nodvandigt men inte tillrackligt villkor for deriverbarhet. En funktion kan vara
sammanhédngande men sakna en véldefinierad riktning i vissa punkter. Det klassiska
exemplet ar f(x) = |x|, som ar kontinuerlig for alla x € R, men saknar derivata i

x = 0 pa grund av kurvans skarpa horn.

Under borjan av 1800-talet trodde de flesta matematiker att sadana icke deri-
verbara punkter endast kunde férekomma isolerat. Weierstrassfunktionen utmanar
denna intuition genom att vara kontinuerlig 6verallt men sakna derivata i varje
punkt. Som visas i kommande kapitel konstrueras denna funktion som ett gransvar-
de av en f6ljd av partialsummor, dar varje ny term lagger till allt mindre och téatare
oscillationer. Pa sa satt gor det att kurvan aldrig planar ut lokalt, vilket forhindrar
existensen av en entydig tangent i varje punkt.

Det éar ocksa vart att notera att &ven om en funktion ar deriverbar 6verallt, be-
hover dess derivata f’ inte vara kontinuerlig. Ett klassiskt exempel dr funktionen
f(z) = 22 sin(%), vars derivata existerar i varje punkt men inte ar kontinuerlig i
origo. Aven om en derivata kan vara diskontinuerlig, uppfyller den alltid en mellan-

liggande vardeegenskap, vilket beskrivs i Darboux sats.

Sats 2.2 (Darboux sats). Antag att f &r en reellviard deriverbar funktion pa det
slutna intervallet [a,b] och att f'(a) < A < f’(b). Da existerar en punkt ¢ € (a,b)
sadan att f'(c) = .

Beuvis. Definiera hjalpfunktionen g pa [a, b] genom g(z) = f(x) — Az. Eftersom f &r
deriverbar ar den kontinuerlig, vilket innebar att dven g ar kontinuerlig pa [a, b]. Da
intervallet ar kompakt antar g ett minimum enligt extremvéardessatsen.

Vi beraknar derivatan i &ndpunkterna:
g'(a)=f'(a) =A< 0 och ¢'(b)=f'(b)—\>0.

Eftersom ¢'(a) < 0 minskar funktionen néra a, s g(a) kan inte vara ett minimum.
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Pa samma satt kan g(b) inte vara ett minimum eftersom ¢'(b) > 0. Alltsa antas det
minsta virdet i en inre punkt ¢ € (a,b). Enligt satsen om inre extrempunkter giller
da att

gl)=0 = [flo=A

Hérav foljer att derivatan antar alla mellanliggande varden, vilket bevisar satsen. [

En viktig konsekvens av Darboux sats ér att derivatan till en deriverbar funktion
inte kan hoppa plotsligt mellan olika varden. Om derivatan ér diskontinuerlig i en

punkt maste den istéllet oscillera alltmer i narheten av den punkten.

Det ger oss ett nytt perspektiv pa Weierstrassfunktionen. Eftersom funktionen
saknar derivata i varje punkt finns det ingen derivata som kan hoppa eller oscillera,

differenskvoten nar helt enkelt aldrig ett fast vérde.

3 Funktionsserier, likformig konvergens och kon-

tinuitet

For att forsta Weierstrassfunktionens egenskaper ar det nodvéndigt att forst etablera
ett teoretiskt ramverk kring konvergens av funktionsserier. Funktionen definieras
som en oandlig summa av kontinuerliga funktioner, och dess egenskaper beror darfor

pa hur denna summa konvergerar.

Den teoretiska strukturen i detta kapitel bygger pa etablerade framstéllningar av
konvergens av funktionsserier sasom hos Rudin [Rud76] och Abbott [Abb15]. Inom
den matematiska analysen ar manga centrala exempel sarskilt de som utmanar var
intuitiva uppfattning om begrepp som kontinuitet och deriverbarhet, konstruerade
som oandliga serier av funktioner. Genom att studera dessa serier kan vi forsta hur

egenskaper hos de enskilda funktionerna paverkar den slutgiltiga summan.

For att analysera Weierstrassfunktionen och visa varfér den ar kontinuerlig be-
hover vi darfor undersoka under vilka villkor kontinuitet bevaras i en sddan summa.
Det leder till begreppet likformig konvergens, som utgor en central del av den fort-

satta analysen.
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3.1 Funktionsserier och partialsummor

En funktionsserie skiljer sig fran en vanlig numerisk serie genom att dess termer
utgors av funktioner i motsats till enskilda reella tal. Antag att vi har en foljd
av funktioner {f,} definierade pa en mingd A C R. Den odndliga serien skrivs

symboliskt som
S(z) = i_ojl £u(@) = fi(@) + Fol2) + Fol@) + ... @)

For att avgora om denna serie konvergerar mot en véaldefinierad gransfunktion
S(x) betraktar vi dess partialsummor. En odndlig serie kan nédmligen inte berdknas
direkt. I stallet studerar vi hur dessa andliga delsummor beter sig nar antalet ter-
mer vaxer. Partialsumman av ordning n ar betecknad S, (x) och definieras som den

andliga summan av de n forsta termerna i serien
Sal@) =) fil). (3)
k=1

Serien sigs konvergera om foljden av partialsummor {5, (z)} har ett gransvérde
nar n — 0o0. Genomgaende i den fortsatta analysen anvands dérfor beteckningen
{S,(z)} for foljden av partialsummor, i stéllet for den mer generella notationen
{fn(x)}. Det ar viktigt att betona skillnaden mellan partialsumman S, (x) som ar en
andlig kombination av funktioner och den slutliga summan S(x) vilken representerar

gransvardet av den odndliga processen.

Distinktionen mellan punktvis och likformig konvergens ar av avgorande bety-
delse for huruvida S(z) arver egenskaper fran sina termer. Det &r ndmligen endast
den likformiga konvergensen som garanterar att egenskaper hos de enskilda funktio-

nerna, sasom kontinuitet, éverfors till den slutgiltiga summan S(z).

3.2 Konvergensbegrepp: punktvis och likformig konvergens

Skillnaden mellan hur partialsummorna narmar sig gransfunktionen ar avgoérande
for att avgora om S(x) arver egenskaper som kontinuitet fran sina termer. Det finns
tva huvudsakliga sétt att definiera konvergens for en f6ljd av partialsummor {5, (z)}

definierade pa en méngd A C R.
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Definition 3.1 (Punktvis konvergens). Foljden av partialsummor {S,} sigs kon-

vergera punktvis mot en funktion S pa A C R om det for varje x € A galler att
lim S, (z) = S(z).

Resultatet ar att det for varje € > 0 och varje x € A existerar ett tal N (som kan
bero pa bade € och x) sadant att |S,(x) — S(z)| < € for alla n > N.

Definition 3.2 (Likformig konvergens). Foljden av partialsummor {S,} ségs kon-
vergera likformigt mot S pa A C R om det for varje € > 0 existerar ett tal N (som

endast beror pa €) sadant att

|Sp(x) — S(z)| < e forallan > N och alla x € A.

Skillnaden mellan dessa tva begrepp ar subtil men fundamentalt avgérande: vid
likformig konvergens kan samma N anvandas for hela mangden A, vilket gor det
mojligt att bevara egenskaper som kontinuitet fran foéljdens element till gransfunk-
tionen. Ur ett geometriskt perspektiv innebar det att partialsummorna S,, for ett

tillrackligt stort n ligger helt inom ett band med radien € kring S.

y S(x) + e
C Sh(z)
S(x)

7 S(x) €

T

Figur 1: Visualisering av likformig konvergens. Vid likformig konvergens ligger partialsum-
man Sy(x), om n dar tillrackligt stor, helt inom ett band av radien € kring gransfunktionen
S(x) for alla © € A samtidigt.

Exempel 3.1 (Punktvis men ej likformig konvergens). For att belysa varfor punkt-
vis konvergens inte ar tillracklig for att bevara analytiska egenskaper betraktar vi
funktionsserien Y- f,(z) pa mangden A = R, dér termerna ges av

n=0

132

fu(z) = 0t
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Varje enskild term f,, dr en kontinuerlig funktion. Vi undersoker seriens punktvisa

gransvarde S(z) genom att dela upp analysen i tva fall:

1. Om z = 0, ar varje term f,(0) = 0, vilket ger partialsumman S, (0) = 0 for

alla n. Gransvérdet ar saledes S(0) = 0.

o0
2. Om z # 0, betraktar vi summan Y me. Eftersom faktorn z? ar obero-
n=0

ende av indexet n kan vi bryta ut den ur summan

[e.°]
Den oandliga summan ar nu en geometrisk serie pa formen > r™ med kvoten
n=0
1

r= i

Vi paminner om att en geometrisk serie konvergerar mot 1%7, om |r| < 1.

Eftersom x # 0 dr 22 > 0, vilket innebér att 0 < r < 1. Berikningen ger

1 1 1+ 22
S(ZE):ZL’Q-ﬁ:(Lj-W:LEQ- x2 :1+I’2
+x 14z

Den sammanlagda gransfunktionen blir darmed:

0 om z = 0,
S(x) =
1+ 2% omx #0.

Exemplet &r mycket instruktivt. Trots att vi summerar odndligt manga kontinu-

erliga funktioner ar gransfunktionen S(x) diskontinuerlig i origo, eftersom
:lclgcl)s(x) =1+# 5(0).

Exemplet visar att punktvis konvergens inte &r tillrackligt stark for att garantera
att kontinuitet bevaras vid gransovergangen. For att istéllet sékerstélla att seriens
egenskaper Overfors till gransfunktionen behover vi anvanda likformig konvergens.
Héarav foljer att konvergensen sker lika snabbt Gverallt i méngden A, istéllet for att

variera fran punkt till punkt.
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3.3 Cauchy-kriteriet och likformig konvergens

Innan vi kan etablera kraftfulla verktyg som Weierstrass-M-test, d&r det nodvéindigt
att introducera en metod for att avgora om en funktionsféljd konvergerar utan att pa
forhand kanna till dess gransfunktion. Medan den vanliga definitionen av konvergens
kraver att vi jamfor partialsumman S,(z) med ett redan ként grénsviarde S(z),

tillater Cauchy-kriteriet oss att istéllet undersoka termernas relation till varandra.

Principen ar att om termerna i en foljd ndrmar sig varandra tillrackligt mycket,
och det giller for alla punkter i mangden A samtidigt, sa blir foljden likformigt

konvergent.

Nér skillnaden mellan tva godtyckliga termer i féljden minskar mot noll for stora
viarden pa n och m, konvergerar foljden. Tack vare de reella talens fullstandighet

kan vi da garantera konvergens trots att gransvirdet ar okant pa forhand.

Notera att Cauchy-kriteriet kan formuleras for en allmén foljd av funktioner
{fn}- I den fortsatta analysen betraktas funktionsserien som grénsvirdet av en foljd
av partialsummor {S,}, och det ar genom att studera hur denna f6ljd beter sig som

vi kan forsta gransfunktionens egenskaper.

Definition 3.3 (Likformig Cauchy-f6ljd). En foljd av funktioner {S,} sigs vara en
likformig Cauchy-foljd pa en mangd A om det for varje € > 0 existerar ett tal N
sadant att

|Sn(x) — S(x)| < €
géller for alla n,m > N och for alla z € A samtidigt.

Genom att anvanda begreppet kan vi nu formulera ett av de viktigaste redskapen

for att analysera konvergens utan att pa forhand kédnna till gransfunktionen:

Sats 3.1 (Cauchy-kriteriet for likformig konvergens). En f6ljd av funktioner {S,}
definierad pa en méngd A C R konvergerar likformigt pa A om och endast om den

ar en likformig Cauchy-foljd pa A.

Bevis. Beviset delas upp i tva delar for att visa att villkoret ar bade nodvandigt och
tillrackligt.

Nodvandighet: Vi borjar med att visa nodvandigheten, det vill sdga att varje
likformigt konvergent f6ljd ar en Cauchy-f6ljd. Antag att {.S, } konvergerar likformigt
mot en gransfunktion S pa A. For ett givet ¢ > 0 kan vi finna ett N sadant att
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|Sp(x) — S(x)| < €/2 for alla n > N och z € A. Genom triangelolikheten ser vi att
for n,m > N

|Sn () = Sm(@)| = |(Sn(x) = 5(2)) + (S(x) = Sm(2))|
< [Sn(x) = S(@)| +|S(2) — Sm()|-

Eftersom bada termerna i hogerledet ar mindre én €/2, far vi

15, (x) — Sp()] < g + g _—

Alltsa géller att varje likformigt konvergent foljd ar likformigt Cauchy.

Tillracklighet: Vi ska nu visa att villkoret ar tillrackligt, det vill sdga att varje
likformig Cauchy-f6ljd konvergerar likformigt mot en grénsfunktion S. Antag att
{S,} ar likformigt Cauchy pa A.

1. Existens av gransvirde: For varje fixerat x € A utgor den numeriska féljden
{S,(z)} en Cauchy-f6ljd av reella tal. Eftersom de reella talen ar fullstandiga
(enligt fullstandighetsaxiomet), maste f6ljden konvergera mot ett tal som vi

definierar som S(z), vilket utgor definitionen av gransfunktionen S.

2. Likformighet: Vi ska nu visa att konvergensen mot S &r likformig. Lat € > 0

vara givet. Eftersom {5, } ar en likformig Cauchy-f6ljd, finns det ett N sa att
|Sp(x) — Sp(x)] < g for alla n,m > N och alla z € A.

Om vi fixerar n > N och later m — oo, kommer S,,(z) att gd mot S(z) for
varje x. Genom att ta gransvardet i olikheten bevaras relationen, men den kan
bli svag (alltsa < istallet for <)

Su(@) = S(@)] = lim 1S, (@) = Su(@)| < 5 <.
Eftersom N valdes baserat pa Cauchy-villkoret (vilket géller for alla = € A

samtidigt) och &r oberoende av x, géller olikheten | S, (z)—S(z)| < € universellt.
Alltsa ar S,, — S likformigt.
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3.4 Weierstrass-M-test och kontinuitet hos funktionsserier

Nér vi arbetar med funktionsserier av typen Y- fi(x) dr Weierstrass-M-testet det

mest kraftfulla verktyget for att bevisa likformig konvergens. Testet bygger pa idén
[e.°]

att om vi kan begransa vara funktioner av en konstant M}, och om serien Y. M}

k=1
konvergerar, sa garanteras att funktionsserien konvergerar likformigt.

Sats 3.2 (Weierstrass-M-test). Lat {fx} vara en 6ljd av funktioner definierade pa
en miangd A C R sadana att:

o |fr(x)| < My for alla x € A och alla k € N.

[e.°]
e > M, ar konvergent.
k=1

D& konvergerar funktionsserien Y fi(z) likformigt pa A.

k=1
Bevis. For att bevisa satsen vill vi anvinda det nyss etablerade Cauchy-kriteriet for
likformig konvergens (Sats 3.1). Om vi kan visa att foljden av partialsummor {S,,(x)}
ar en likformig Cauchy-foljd pa A, sa garanterar kriteriet att serien konvergerar

likformigt utan att vi behover kénna till gransfunktionen S(z) pé forhand.

[&.°]

Lat e > 0 vara givet. Eftersom den numeriska serien Y. M) ar konvergent, upp-
k=1

fyller den Cauchy-kriteriet for numeriska serier. Det existerar darmed ett tal N € N

sadant att for alla n > m > N géller:

zn: M, < e. (4)

k=m-+1

Vi betraktar nu skillnaden mellan tva godtyckliga partialsummor S, (z) och
S (z) for ett x € A. Genom att anvinda den generaliserade triangelolikheten och

antagandet att | fi(z)| < My, kan vi gora foljande uppskattning:

S0 - Su@l=| ¥ Ao < T RIS X Mo )

Genom att kombinera (4) och (5) ser vi att for alla n > m > N géller att:

|Sh(x) — Sp(x)| < e foralla x € A.
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Eftersom valet av N endast beror pa € och ar oberoende av x, uppfyller folj-
den {S,(z)} definitionen for en likformig Cauchy-f6ljd. Enligt Cauchy-kriteriet for

likformig konvergens (Sats 3.1) konvergerar darmed serien likformigt pa A. O]

3.5 Kontinuitet hos griansfunktioner

Denna sats ar en hornsten inom analysen da den faststéller de villkor som kravs for
att kontinuitet ska bevaras vid grédnsévergangen for en odndlig summa. Satsen ga-
ranterar att om en serie av kontinuerliga funktioner konvergerar likformigt, kommer

aven gransfunktionen att vara kontinuerlig.

Sats 3.3 (Satsen om kontinuerlig gransfunktion). Om f6ljden av partialsummor S,
konvergerar likformigt mot S pa en mangd A C R sa ar griansfunktionen S ocksa

kontinuerlig i c.

Bevis. Lat € > 0 vara givet. For att visa att S &r kontinuerlig i ¢ maste vi finna ett
0 > 0 sadant att
|z —c| <6 = |9(x) —S(c)] <e.

Vi anviander oss av den klassiska €/3-tekniken genom att expandera uttrycket

med hjalp av triangelolikheten:

1S(z) = S(e)] < [S(x) = Sn(@)| + |Sn(x) = Sulc)| +|Snlc) = S(e)] - (6)

€/3 €/3 /3

Vi begransar nu dessa delar var for sig:

1. Likformig konvergens: Eftersom serien konvergerar likformigt mot S pa
A, kan vi for ett givet € > 0 vélja ett n € N sa stort att avstandet mellan
partialsumman S,, och gransfunktionen S &r mindre an €/3 for alla punkter i
A. Alltsa géller att bade

€

1S(x) — S, (z)] < g och |S,(e) = S(e)| < g

Tack vare den likformiga konvergensen kan samma n anvindas for bada dessa

uppskattningar oberoende av valet av x.

2. Kontinuitet hos partialsumman: Med n fixerat betraktar vi partialsum-

man S, (z) som kontinuerlig i punkten c. Det existerar darmed ett § > 0 sadant
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att for alla z € A galler:

|z —c| <0 = |Su(z) — Sn(c)| < €/3.

Genom att kombinera dessa tre begransningar i den ursprungliga triangelolikhe-

ten (6) ser vi att om |z — ¢| < 9, sa géller:

€ € €
|S(I)—S(C)‘<§+§+§<E.

Héarmed &r bevisat att gransfunktionen S ar kontinuerlig i punkten ¢, och eftersom

¢ valdes godtyckligt ar S kontinuerlig pa hela A. O

4 Konstruktion och analys av Weierstrassfunktio-

nen

Efter att ha lagt den teoretiska grunden for likformig konvergens och dess relation
till kontinuitet i foregdende kapitel, kan vi nu undersoka det historiska genombrott

som fundamentalt fordndrade den matematiska analysen.

4.1 Historisk bakgrund

Under borjan av 1800-talet radde ett paradigm inom matematiken dér kontinuerliga
funktioner betraktades som i huvudsak deriverbara [Thi03]. Den allménna uppfatt-
ningen var att en funktion som varierar kontinuerligt maste vara styckvis monoton,
vilket i sin tur férenade begreppen kontinuitet och deriverbarhet pa ett sitt som

idag betraktas som felaktigt.

En kontinuerlig kurva sags vid denna tid som sparet efter en fysikalisk rorelse,
och en rorelse har alltid en riktning. Det ansags déarfor sjalvklart att en véldefini-
erad tangent existerade nastan Gverallt. Denna intuitiva forestallning var sa stark
att den under lang tid betraktades som en etablerad sanning och aterfanns i ma-
joriteten av datidens framsta larobocker i analys [Thi03]. Dar havdade man att
derivatans diskontinuiteter endast kunde upptréida i isolerade punkter. Som Abbott

[Abb15] podngterar, var det férst genom rigorésa bevis och konstruktionen av ovéan-
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tade funktioner som matematiker tvingades acceptera att den visuella intuitionen

inte alltid racker.

Denna overtygelse skakades i grunden den 18 juli 1872, da Karl Weierstrass infor
Berlins vetenskapsakademi presenterade en funktion som var kontinuerlig 6verallt
men inte deriverbar i nagon enda punkt [Thi03], vilket fick matematiker att ifraga-

satta sambandet mellan kontinuitet och deriverbarhet.

4.2 Konstruktion av den ursprungliga funktionen

Weierstrass definierade sin funktion W (z) som en odndlig trigonometrisk serie
W(z)=> a"cos(b"mz) for alla z € R. (7)
n=0

For att kunna analysera funktionens egenskaper betraktar vi den som gransvar-
det av en f6ljd av partialsummor {Sy}. Varje partialsumma representerar en andlig

del av serien och definieras som
N
Sn(z) = a"cos(b"mz).
n=0

Det ér genom att studera hur denna f6ljd av funktioner beter sig nar N vixer som
vi kan forsta egenskaperna hos W(z). Som vi faststdllde i kapitel 3 ar det just
den likformiga konvergensen hos dessa partialsummor som avgér om W (z) arver

egenskaper som kontinuitet fran sina enskilda termer.

For att ge funktionen dess speciella egenskaper satte Weierstrass upp tre viktiga

krav pa parametrarna a och b:

e 0 < a < 1: Villkoret ser till att amplituden hos varje ny oscillation minskar
tillrdckligt snabbt for att garantera likformig konvergens. Det ar just denna
likformiga konvergens som gor att den totala summan drver kontinuiteten fran
de enskilda cosinus-funktionerna enligt Sats 3.3, vilket gor W (z) kontinuerlig
pa hela den reella axeln.

e b > 1: Ett udda heltal som styr den frekvensokning som krévs for att kurvan

aldrig ska plana ut, vilket medfor att en entydig tangent saknas i varje punkt.
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e ab > 1+ 2F: Villkoret sikerstéller att frekvensokningen (b) ar tillrackligt stor i
forhéallande till hur snabbt amplituden (a) minskar for att differenskvoten ska

divergera, vilket medfor att funktionen saknar derivata overallt.

Det dr vdrt att notera att G.H. Hardy senare, ar 1916, visade att det svagare villkoret

ab > 1 ar tillrackligt for att funktionen ska sakna derivata overallt.

For att fa en battre forstaelse for funktionens speciella egenskaper ér det var-
defullt att studera dess graf. Aven om Weierstrass bevis var rent analytiskt, kan
en visualisering fungera som en brygga mellan de matematiska formlerna och var

geometriska intuition.

Som visas i Figur 2, avslojar en ndrmare granskning hur de odndliga oscillatio-
nerna skapar en fraktal struktur som finns kvar oavsett hur mycket man forstorar
bilden. Det visuella stodet gor det lattare att se varfor kurvan, trots att den ar kon-
tinuerlig, aldrig planar ut lokalt for att ha en véldefinierad tangent i nagon punkt,

vilket bekraftar att den saknar derivata.

Weierstrassfunktionen (a = 3,b = 5)

_27 | | | | | | | | | | | | | | |
0 02040608 1 121416 18 2 22 24 26 2.8 3
x

Figur 2: Visualisering av en partialsumma Se¢(z) av Weierstrassfunktionen W(x) med
1
a= 35 ochb=>5.
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Detaljerad vy (zoom) kring x = 1.5

0.6 |- 2
0.4 ‘
0.2 i
B
~— 0 - -
=
—0.2 | i
—0.4 i
0.6} .
| | |

| | | | | |
1.45 146 147 148 149 15 1.51 1.52 153 1.54 1.55
T

Figur 3: Visualisering av en detaljerad vy (zoom) kring x = 1.5 och illustrerar partial-
summans fraktala natur. Oavsett skala bestar kurvan av tdta oscillationer som forhindrar
existensen av en entydig tangent. Notera att datorn i praktiken plottar en partialsumma
Se(x) for ett tillrackligt stort N, inte sjilva gransfunktionen S(x) som dr ingenstans de-
riverbar.

4.3 Kontinuitet hos Weierstrassfunktionen

Genom att anvianda de teoretiska verktyg som vi utvecklade i kapitel 3 kan vi nu
bevisa att Weierstrassfunktionen W (z) faktiskt ar en kontinuerlig funktion péa hela

den reella axeln. Vi betraktar darfor forst seriens enskilda termer
fn(z) = a" cos(bmx).

Eftersom cosinus-funktionen &r begransad av |cos(f)| < 1 for alla reella tal 0,

kan vi gora foljande uppskattning for varje enskild term

|fu(2)| = |a" cos(b"mx)| < a™.
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Om vi séitter M,, = a”, ser vi att Z M, ar en geometrisk serie. Eftersom vi har

antagit villkoret 0 < a < 1, vet vi fran teorln om serier att denna summa konvergerar

mot ett fast reellt tal: )

—a

i a" = < 0.
n=0

Enligt Sats 3.2 (Weierstrass-M-test) konvergerar foljden av partialsummor {Sy(z)}
likformigt mot W (x) pa hela R. Eftersom varje enskild term f, ar en kontinuerlig
cosinusfunktion, &r varje partialsumma Sy (som en dndlig summa av kontinuerliga

funktioner)ocksa kontinuerlig.

Eftersom konvergensen ér likformig och varje partialsumma Sy &r kontinuerlig, foljer
det direkt fran Sats 3.3 (Satsen om kontinuerlig gransfunktion) att gransfunktionen

W (z) maste vara kontinuerlig pa hela R.

4.4 Icke-deriverbarhet hos Weierstrassfunktionen

For att forsta varfor Weierstrassfunktionen W (x) inte ar deriverbar i ndgon punkt,
trots att den ar kontinuerlig, maste vi granska hur gransvirdet av dess partialsummor
Sn(x) beter sig. For att avgora om funktionen W (z) dger en derivata i en punkt z,
maste vi granska dess differenskvot

W(z + h) — W(z)
, : (8)

Enligt definitionen av deriverbarhet kréavs det att differenskvoten (8) konvergerar
mot ett andligt reellt tal nar A — 0. Som illustreras i Figur 2 ar sa inte fallet
for W(x). Istéllet fortsatter differenskvoten att oscillera med véxande amplitud.
Forklaringen ligger i funktionens fraktala natur, som medfor att kurvan aldrig planar
ut lokalt. Oavsett forstoringsgrad kvarstar de téta oscillationerna, sa att en entydig

tangent inte kan existera.
Parametrarnas samspel och funktionens struktur

I konstruktionen av W (z) styrs funktionens beteende av ett balanserat samspel
mellan parametrarna a och b. Som tidigare visats garanterar villkoret 0 < a < 1 att

serien konvergerar likformigt, vilket gér summan kontinuerlig enligt Sats 3.2.

Problemet med deriverbarhet uppstar pa grund av faktorn b, som styr hur snabbt

frekvensen 6kar. Varje partialsumma Sy (x) ar i sig en deriverbar funktion eftersom

24



den &r en éndlig summa av cosinustermer. Om vi betraktar derivatan av en sadan

partialsumma far vi
N
Sy(x) = -7 (ab)" sin(b"wz).
n=0

Hér ser vi att medan amplituden i den ursprungliga serien avtar som a", véxer
lutningen i partialsummorna med faktorn (ab)™. Nér produkten ab ar tillrackligt stor
dominerar de snabba oscillationerna fran termer med hoga n-varden. Det medfor att
differenskvoten inte konvergerar mot ett andligt reellt tal nar h — 0, utan istallet
oscillerar mellan allt storre positiva och negativa viarden. Som en konsekvens saknar

W (z) en valdefinierad derivata i varje punkt.

Reflektion kring intuition och matematisk stringens.

Den analys vi gjort av parametrarna a och b hjalper oss att forsta varfor funktio-
nen beter sig som den gor. Genom att se hur amplituden @™ minskar samtidigt som
frekvensen b okar, framtriader en bild av hur de olika delarna i serien samverkar for

att skapa en kurva som aldrig planar ut lokalt.

Hérmed ges en intuitiv forklaring till varfor en entydig tangent saknas i varje
punkt. For ett fullstindigt matematiskt bevis kravs dock att man visar att diffe-

renskvoten saknar gransvarde da hur A — 0.

Som Johanna Pejlare [Pej07] papekar finns det en viktig skillnad mellan vad vi
kan forestéilla oss visuellt och vad som kan faststéllas genom formella matematiska
resonemang. Weierstrassfunktionen illustrerar tydligt hur denna skillnad kan utmana

vara grundlaggande uppfattningar om hur funktioner beter sig.

5 En modern forenkling av Weierstrass idé

Aven om den ursprungliga Weierstrassfunktionen var ett analytiskt genombrott, ar
beviset for dess icke-deriverbarhet tekniskt kravande da det involverar trigonomet-
riska uppskattningar. I modern litteratur, sdsom hos Rudin [Rud76] och Abbott
[Abb15], presenteras ofta en mer lattillgénglig version dér cosinuskurvorna ersétts

av en styckvis linjar sagtandsfunktion.

Denna konstruktion bibehaller den ursprungliga arkitekturen genom att addera
oandliga lager av allt mindre och téatare oscillationer men gor berakningarna av

lutningen betydligt enklare.
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5.1 Konstruktion med sagtandsfunktioner

Vi borjar med att definiera en periodisk hjélpfunktion ¢(x) som utgér seriens grun-
delement
ow) = lo| forw e [-1,1],

och utstracker ¢ till att vara periodisk pa hela den reella axeln genom villkoret
d(x +2) = p(x) for z € R. (9)

Eftersom ¢(z) = |z| pa intervallet [—1, 1] och ¢ ar periodisk, galler att 0 < ¢(z) <1
for alla x € R. Denna basfunktion &r kontinuerlig 6verallt, men i varje punkt dar x

ar ett heltal har kurvan ett skarpt horn och saknar darfér en véldefinierad tangent.

Aven om hjélpfunktionen ¢(z) uppvisar den énskade egenskapen att sakna de-
rivata i heltalspunkterna, adr den fortfarande linjar och dérmed deriverbar i alla
intervall mellan dessa punkter. For att uppna malet att skapa en funktion som sak-
nar en entydig tangent i varje punkt pa den reella axeln, récker det alltsa inte med

en enstaka sagtandsfunktion.

Strategin &r istéllet att addera odndligt manga lager av ¢(x), dar varje ny term
har en hogre frekvens men en mindre amplitud. Denna kumulativa process resulterar
i en tat struktur av spetsiga horn, vilket skapar en fraktal arkitektur. Resultatet blir
att kurvan, oavsett hur mycket vi forstorar den, aldrig planar ut tillrackligt for att en
derivata ska kunna existera. For att formalisera denna idé definierar vi funktionen

som gransvardet av en f6ljd av partialsummor {Sy(z)}:

J(2) = lim Sy(@) =3 (i)n¢(4n:c). (10)

N—oo fopr

Varje enskild partialsumma definieras som en éndlig summa av funktionens forsta

termer:
svi) =3 (3) ot

Hér spelar parametrarna % och 4 samma roller som a och b i Weierstrassfunktionen:

amplituden (%)n ser till att varje ny oscillation i partialsumman ar mindre an den

foregaende, medan frekvensfaktorn 4" ser till att oscillationerna blir successivt tétare

nar antalet termer okar.
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For att fa en klarare bild av hur denna funktion ar uppbyggd ar det vardefullt
att studera partialsummornas geometriska utveckling. Som forklarats i kapitel 3, ar
det beteendet hos foljden {Sy} som avgor gransfunktionens egenskaper. I Figur 4
illustreras hur de forsta lagren i summan samverkar for att bygga upp den slutgiltiga
fraktala arkitekturen. Genom tillagget av nya partialsummor skapas en struktur av
standigt okande frekvens. Resultatet ar en kurva som aldrig planar ut lokalt, vilket

omojliggdr existensen av en entydig tangent trots att funktionen forblir kontinuerlig.

A. Periodisk hjalpfunktion ¢(x)
1.2 \ T

T
|

0.8
S 06} |
<

0.4+ i

T
|

0.2

-2 —-1.5 -1 —-0.5 0 0.5 1 1.5 2

B. Partialsumma Ss(x) = 22: (%)n p(4z)

n=0

2.5 i

-1 -08 -06 —-04 —-02 O 02 04 06 038 1

0

X

Figur 4: Konstruktion av den forenklade Weierstrassfunktionen. Figur A visar den peri-
odiska basfunktionen ¢(x). Figur B visar hur bara tre termer i serien skapar en fraktal-
liknande struktur med tdta oscillationer som i grinsvdrdet gor funktionen icke-deriverbar.
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5.2 Bevis for kontinuitet

For att visa kontinuiteten med fullstdndig stringens tillimpar vi de teoretiska verktyg

som etablerades i kapitel 3.

1. Likformig konvergens: Eftersom hjilpfunktionen ¢(x) ar begrinsad av 0 <
o(z) < 1, kan vi for varje enskild term g, (z) = (%)”(b(élnx) skriva:

(@) = |(5) o)< ()

Lat M,, = (%)n Serien nio(%)n ar en geometrisk serie med kvoten %. Eftersom
kvoten ar strikt mindre &n 1, &r serien konvergent. Eftersom begransningen
lgn(x)| < M, géller for alla x € R, garanterar Weierstrass-M-test (Sats 3.2)
att foljden av partialsummor Sy(x) konvergerar likformigt mot S(x) pa hela

den reella axeln.

2. Bevarande av kontinuitet: Varje enskild term g,, ar en sammansattning av
kontinuerliga funktioner och &r dédrmed sjalv kontinuerlig. Eftersom varje par-
tialsumma Sy (z) utgor en dndlig summa av kontinuerliga funktioner, ar aven
partialsummorna kontinuerliga. Enligt satsen om kontinuerlig gransfunktion
(Sats 3.3) maste den likformiga gransfunktionen S(x) &rva denna egenskap
fran foljden av partialsummorna. Vi har darmed visat att S(x) &r kontinuerlig

overallt.

5.3 Icke-deriverbarhet: analytiskt bevis

I detta avsnitt presenterar vi ett detaljerat bevis for att den forenklade Weierstrass-

funktionen ~ 3
Fla) = Jim S,(x) = Y (3)"6(4")
n=0

saknar derivata i varje punkt z € R. Vi betraktar funktionen som gransvardet av

dess partialsummor S,,(x) och undersoker differenskvoten i en godtycklig punkt x.

For att en funktion ska vara deriverbar i en punkt z kréavs att kvoten

flx+h) - fz)
h

28




narmar sig ett fast reellt tal nar h — 0. Vi kommer att visa att grédnsvirdet inte
existerar i nagon punkt, genom att konstruera en foljd av steg h,, — 0 langs vilken
differenskvoten saknar ett andligt gransvarde. For att gora det undersoker vi hur

differenskvoten beter sig for varje term i serien nir m — oo.

Val av steglingd h,,: For att visa att f saknar derivata i varje punkt véljer vi en
specifik sekvens av steg h,, — 0. Lat x € R vara godtyckligt fixerat och lat m € N.
Vi definierar steget
= ih g
2
déar tecknet + véljs strategiskt sa att funktionen beter sig linjart pa det aktuella
intervallet, vilket underlattar de berdkningar som foljer. Det har valet &r avgorande
eftersom det garanterar att vi befinner oss pa ett linjart segment av ¢, dir lutningen

ar konstant +1, vilket mojliggér de exakta berdkningar som foljer.

Analys av differenskvotens téljare:

Differenskvoten {or hela serien skrivs som

3\" ¢(4"(x + hyn)) — H(4"x)
4) - . (11)

f@+hn) = flz) &
. _Z(

n=0

Vi fokuserar nu pa taljaren i termerna, ¢(4"(x+h,,))—¢(4"x), och delar upp analysen

i tre fall baserat pa relationen mellan n och m:

S = Tt B ().

Vi behandlar de tre delarna var for sig.

o FOr n=m:

Vi vill berékna taljaren ¢(4"x + 4™h,,) — ¢p(4™x). Lat t,, = 4™x. Genom att

satta in h,, = j:% -4=™ kan vi skriva om termen som

¢@ﬁu»+4mhm)—ww4mx)::¢(nn+-4n-(i;-4—m>)-¢@m)
= O(tn £ 5) — dltm).
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Eftersom inget heltal ligger mellan ¢,, och t,, £ %, ar ¢ linjar med lutning 41

pa intervallet. Darfor galler
6(tm & 3) = Bltm) = +1.

Bidraget fran termen n = m till differenskvoten (11) blir darmed:
3\™ :tl I\N™ j:l 3\ ™
O () gtk e
4) by \d) TELam 1

For n > m:
Vi vill berdkna téljaren ¢(4"(z + h,,)) — ¢(4"x). Genom att sétta in h,, =
i% -47™ far vi

1
A"z + hy) = 4" £ 4" (2 : 4-m> SYLES Rl

Eftersom n > m ar 4"~ en naturlig potens av 4, och dédrmed ett jamnt heltal
(4,16,64, ...). Det foljer att % 4" ar ett heltal och att steget h,, ticker ett
exakt antal hela perioder av ¢. Dérfor géller ¢p(4"z + 1 - 4"™™) = ¢(4"z) for
alla z € R (9) och for téljaren innebér det att

o(4"(x + hyp)) — 0(4"x) = ¢p(4"x 4 jamnt heltal) — ¢p(4"x) = 0.

Alla termer dér n > m bidrar alltsa med noll till differenskvoten (11).

For n < m:

Vi vill berdkna taljaren ¢(4"(x + h,,)) — ¢(4"x). Genom att séitta in h,, =
i% -47™ far vi

47, = +1 . 4nm,

Eftersom n < m ar exponenten n — m negativ, vilket innebar att 4"~™ ar en

bréakdel (§, 5, ...). Det maximala virdet uppnés nér n = m — 1, vilket ger
|4"h,, | = % < % Eftersom ¢ ar styckvis linjar med lutning +1 kan hojdskill-
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naden aldrig vara storre dn steget. Darfor géller
n n n T
(4" (2 + b)) = G(4")| < [ 47| = 5 - 477

Bidraget fran termen n till differenskvoten (11) ar darmed begrénsat av

(3) A0l o) =) (37, ) =

4
_(3)” G [
“\a) Tl

= 3"

Det samlade bidraget fran alla termer med n < m &r alltsa begrénsat av

5 <3>” O (@ + b)) = (") K on 3" -1

4 P,

n=0

Slutsats. Genom att kombinera de tre fallen ser vi att att termen 3™ fran fallet

n = m ger ett obegridnsat bidrag, medan termerna n > m forsvinner helt och

3m—1
2

bidraget fran n < m ar begrénsat av . Genom den omvénda triangelolikheten

|IX +Y]|>|X|—|Y] far vi

f(£U+ h) f(x) Z|i3m‘_ + |0‘ = + — 00 nar m — oo.
m =

Resultatet ar att differenskvoten saknar ett dndligt gransvarde, och darmed att
f inte ar deriverbar i punkten z. Eftersom x valdes godtyckligt foljer att f inte &r
deriverbar i ndgon punkt. Darmed illustrerar Weierstrass banbrytande resultat: att

kontinuitet inte rdcker for att garantera deriverbarhet.
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