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Abstract

Pick’s Theorem is a classical result in geometry that provides a simple and
elegant formula for calculating the area of polygons whose vertices lie on an
integer lattice. Despite its elementary formulation, the theorem establishes a

deep connection between geometry, combinatorics, and graph theory.

In this thesis, we present Pick’s Theorem and illustrate its use through a series
of concrete examples involving both regular and irregular lattice polygons.
Two different proofs of the theorem are given. The first is a constructive
proof based on induction and the additivity of area, while the second relies

on Euler’s formula for planar graphs and triangulations of lattice polygons.

Finally, we investigate a generalization of Pick’s Theorem to polygons with
holes. It is shown how the original formula must be modified depending on
the number of holes, and how the classical version of Pick’s Theorem appears
as a special case. The results demonstrate that Pick’s Theorem is a powerful

and versatile tool within lattice geometry.



Abstrakt

Picks sats ar ett klassiskt geometriskt resultat som ger en enkel formel for
att berdkna arean av polygoner med horn i ett heltalsgitter. Trots sin enkla
formulering visar satsen ett tydligt samband mellan geometri, kombinatorik

och grafteori.

I denna uppsats presenteras Picks sats och dess anvindning illustreras genom
flera exempel pa bade regelbundna och oregelbundna gitterpolygoner. Tva
olika bevis for satsen ges. Det forsta ar ett konstruktivt bevis baserat pa
induktion och additivitet, medan det andra bygger pa Eulers formel for

planara grafer och triangulering av polygoner.

Avslutningsvis undersoks en generalisering av Picks sats till polygoner med
hal. Det visas hur formeln modifieras beroende pa antalet hal, samt hur
den ursprungliga satsen framtrader som ett specialfall. Sammantaget visar
resultaten hur Picks sats utgor ett kraftfullt och mangsidigt verktyg inom

gittergeometri.
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1 Inledning

1.1 Bakgrund

Inom matematiken finns det manga enkla men samtidigt kraftfulla samband.
Ett av dessa ar Picks sats, som gor det mojligt att berakna arean av en
polygon vars horn ligger i ett heltalsgitter, det vill sdga pa punkter med

heltalskoordinater.

Satsen publicerades forsta gangen ar 1899 av den oOsterrikiske matematikern
Georg Alexander Pick (1859-1942). Trots att satsen dr mer &n hundra ar
gammal ar den relativt okand. Picks sats fick forst storre uppmérksamhet ar
1969, sjuttio ar efter att Pick publicerat den, ndr den omndmndes i den polske
matematikern Hugo Steinhaus (1887-1972) bok Mathematical Snapshots.

Skonheten i Picks sats ligger i dess enkelhet. Vanligtvis krévs relativt avancera-
de metoder for att berdkna arean av en oregelbunden polygon, men med Picks
sats riacker det att rdkna antalet gitterpunkter som ligger inuti polygonen
samt pa dess rand. Resultatet ar en forvanansvért elegant relation som binder

samman geometri och kombinatorik.

I undervisningen har intresset for geometri i gitter 6kat under senare ar.
Denna utveckling gor det extra motiverat att pa nytt undersoka modeller och
metoder som bygger pa sa kallade gitterpolygoner och pa det som ofta kallas
Picks plan.

1.2 Syfte och disposition

Syftet med denna uppsats ér att presentera och forklara Picks sats, visa

exempel pa dess anvindning, samt diskutera dess betydelse och tillimpningar.



Uppsatsen inleds med grundlidggande definitioner och begrepp som behdovs
for att forsta satsen. Darefter foljer en stegvis genomgéang av beviset, illustre-
rat med exempel. Avslutningsvis diskuteras generaliseringar och relaterade

resultat som visar hur satsen passar in i ett storre matematiskt sammanhang.

2 Grundlaggande begrepp

Innan vi paborjar formuleringen och beviset av Picks sats introducerar vi
ett antal grundlaggande begrepp som anvinds i denna uppsats. Vi infor
dem for att sédkerstéilla att den efterféljande framstéllningen dr valgrundad,
eftersom vissa av begreppen kan vara relativt obekanta och kréaver en exakt

matematiskt formulerad innebdérd.

Definition 2.1. Ett gitter (eng. lattice) i planet 4r méngden av alla punkter
(x,y) € R? dir bade x och y ar heltal.

Definition 2.2. En gitterpunkt (eng. lattice point) i planet R? &r en punkt

vars koordinater ar heltal.

Definition 2.3. En polygon ér en plan, sluten figur i R? som bestar av ett

andligt antal linjesegment som mots parvis i sina andpunkter.

Definition 2.4. En gitterpolygon (eng. lattice polygon) &r en polygon dar

samtliga hornpunkter ar gitterpunkter.

Definition 2.5. En inre gitterpunkt (eng. interior (lattice) point) i en polygon
ar en gitterpunkt som ligger strikt innanfér polygonens gréanser, vilka bestdms

av dess rand.

Definition 2.6. En randpunkt (eng. boundary (lattice) point) i en polygon ar

en gitterpunkt som ligger pa nagon av polygonens rand eller horn.
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Definition 2.7. En hdérnpunkt ar en punkt déar tva sidor i en polygon mots.

Definition 2.8. En enkel polygon (eng. simple polygon) ér en polygon vars
sidor endast mots i sina andpunkter, inte korsar varandra och som inte har
nagra hal. Det ar ett valkant faktum att en enkel polygon delar planet i tva
skilda omraden: ett inre och ett yttre. Detta éar ett specialfall av Jordans
kurvsats. Ett elementart bevis for Jordans kurvsats for polygoner finns i boken
What Is Mathematics? av R. Courant och H. Robbins, Oxford University
Press, 1941.

Definition 2.9. En polygon med hal (eng. polygon with hole) ar en polygon
bestaende av en yttre enkel polygon och en eller flera inneslutna polygoner

(hal) som inte 6verlappar varandra.

3 Picks sats

Det finns manga satt att berikna arean av geometriska figurer, men Picks
sats erbjuder ett elegant och enkelt verktyg att berakna arean av en enkel

gitterpolygon.

Picks sats sdger att arean av en enkel polygon — vars horn ligger pa gitterpunk-
ter i Z% — ar lika med antalet gitterpunkter i polygonens inre, plus hilften av

antalet gitterpunkter pa dess rand, minus 1. Lat oss nu formulera satsen.

Sats 3.1. (Picks sats). Lat P vara en enkel gitterpolygon, och lat B(P) vara
antalet gitterpunkter pa polygonens rand, och I(P) antalet gitterpunkter som
ligger strikt inuti polygonen. Da géller
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dér A(P) betecknar polygonens area.

Detta innebéar att man kan bestdmma arean utan att dela upp polygonen
i trianglar eller anvanda sidlangder och hojder, vilket gor metoden sarskilt

anvandbar for oregelbundna polygoner, forutsatt att polygonen ér enkel.

Vi borjar med nagra enkla exempel och berdknar arean av olika gitterpolygoner

for att tydligt illustrera hur Picks sats kan tillampas i praktiken.

o o o o o o o o o ] ] o o o o o o o

o o o
o . . . o . o
o L] L] L] o o
o o o o o

o o o o
o o o o
o o o o
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Figur 1: Exempel pa olika gitterpolygoner

Arean av en fyrsidig regelbunden polygon berdknas genom att multiplicera
basen med hojden. Och arean av en ratvinklig triangel berdknas genom att
dela produkten av basen och héjden med 2. Vi borjar med att berdkna arean

av dessa figurer med de véilkinda formlerna.

Asektangel = basen x hojden = 4 x 3 = 12

Agvadrat = basen X hojden =2 x 2 =4

b . 4 %9
Ay = asen X hojden _4x2 4
9 2 2
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Om vi nu later I beteckna antalet inre gitterpunkter, B antalet gitterpunkter

péa randen och notationen A(P) arean av polygonen P. Da far vi

B 14
]:6, B:14 — Arektangel:]+§_1:6+?_1:12

B 8
I=1, B=8 = Awwa=I+5-1=1+7-1=4
B
I=1, B=8 = Am-angelzf—l—2—1:1+§—1:4

Nu ska vi forsoka berdkna arean av de tva oregelbundna polygonerna. Det
finns inga kanda areaformler for dessa figurer. Dérfor ska vi dela upp dem till

ett godtyckligt antal ratvinkliga trianglar, kvadrater och rektanglar.

Den forsta oregelbundna polygonen kan delas upp till 2 réatvinkliga trianglar
med matten 2 x 2 respektive 1 x 1 enheter samt en rektangel med mattet

4 x 2 enheter. D4 far vi arean lika med

Apotygon, = 10.5.

B 15
I=4, B=15 = Appygon =1+ 75 —1=4+ - -1=105

Arean av den andra oregelbundna polygonen kan ocksa berdknas pa samma
satt. Det vill sdga att 2 ratvinkliga trianglar med matten 2 x 2 respektive

1 x 2 enheter och en rektangel med mattet 2 x 5 enheter. Alltsa blir arean av
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denna polygon

Apoiygon, = 13.

B 18
I=5 B=18 = Ao =I+5-1=5+,-1=13

Berdkningarna visar att Picks sats i samtliga exempel ger samma area som

den som erhalls genom direkt geometrisk berdkning.

4 Bevis av Picks sats med induktion

For att bevisa Picks sats borjar vi med att studera enkla fall. Nar vi har
introducerat satsen for dessa grundlaggande fall kan argumentet utvidgas
till godtyckliga polygoner. Generellt kommer vi att visa att nar Picks sats
tillampas pa en given figur, ger den samma formel for arean som man far med

de vanliga geometriska metoderna.

4.1 Picks sats for rektanglar

Vi borjar med rektanglar, dar sidorna ar parallella langs gitterlinjerna. Lat

rektangeln ha bas b och hojd h, sa att arean ar

A=b-h

Anta nu att polygonen R &ar en godtycklig b x h rektangel, déir b respektive h
ar antalet gitterpunkter langs basen och héjden. Randpunkter far vi genom
att bestdmma figurens omkrets. Antalet inre punkter bestdms genom att

multiplicera basens léngd minus 1 med hojdens langd minus 1, eftersom vi
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Figur 2: En rektangel med bas b och hojd h

maste utesluta hornpunkterna och bara rédkna punkterna som ligger innanfor

rektangeln. Alltsa far vi

Dérfor blir polygonens area enligt Picks sats

20+2h
2

1

A(R):fR+B2R_1:(b_1)(h_1)+

=(bh—b—h+1)+(b+h)—1=bh,
vilket stimmer med den vanliga formeln for arean av en rektangel.
4.2 Picks sats for riatvinkliga trianglar

Vi ska nu bevisa att Picks sats kan tillimpas pa riatvinkliga trianglar, dar de
tva kateterna ligger parallellt med gitterlinjerna. En ratvinklig triangel kan

ses som ett specialfall av en rektangel, dar vi ldgger till en diagonal.
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Figur 3: Ratvinklig triangel med basen b och héjden h.

Aterigen vill vi hitta ett samband mellan inre punkter och randpunkter som
kan visa en generaliserad formel for triangelns area. Arean av en ratvinklig
triangel dr produkten av dess kateter dividerat med 2, det vill sdga halften

av arean av b x h - rektangeln. Darfor blir arean

Lat T vara en godtycklig réatvinklig triangel. Det ar enkelt att rdkna antalet
gitterpunkter lings triangelns kateter, men att rakna gitterpunkter langs
hypotenusan kan vara mer komplicerat, eftersom hypotenusan kan passera

genom nagra, manga, eller inga gitterpunkter.

Vi ser dock att antalet punkter pa diagonalen inte paverkar slutsatsen. Lat
By = d vara antalet gitterpunkter pa hypotenusan, exklusive de tva horn-
punkterna och By = b+ h + 1 vara antalet gitterpunkter pa kateterna. Hér

riaknas hornpunkten vid den rata vinkeln endast en gang, eftersom den de-
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las av bada kateterna. Antalet randpunkter for triangeln 7 &r summan av
randpunkterna langs kateterna och randpunkterna pa hypotenusan. Da blir

antalet randpunkter

Br=DB,+B,=b+h+1+d,

Som vi sag i tidigare avsnitt har b x h - rektangeln (b —1)(h — 1) inre punkter.
Om vi subtraherar de d punkterna pa hypotenusan delas de aterstaende inre
punkterna jamnt mellan de tva ratvinkliga trianglarna som bildats. Darfor

har triangeln T’
b—1)(h—-1)—d

Iy = >

inre punkter.

Tillampar vi Picks sats for denna ratvinkliga triangel far vi:

B b—1)(h—1)—d b+h+1+d bh
Aﬂﬁzh&-;—lz( K2 ) Lot . + —1==

Detta ér precis vad vi forvantade oss, och ddrmed kan Picks sats tillampas

pa riatvinkliga trianglar.

4.3 Picks sats for godtyckliga trianglar

Vi betraktar nu godtyckliga trianglar och visar att Picks sats dven géller for
godtyckliga trianglar. Eftersom vi redan vet att satsen géller for rektanglar och

ratvinkliga trianglar, kan vi utvidga resonemangen till godtyckliga trianglar.

Vi betraktar en godtycklig triangel 7" som kan utokas till en rektangel genom
att addera nagra ratvinkliga trianglar. I detta fall kravs tre ratvinkliga

trianglar: A, B och C.
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Figur 4: En godtycklig triangel 7" som kan utokas till en rektangel genom att
lagga till nagra ratvinkliga trianglar.

Lat triangeln A ha I, inre punkter och B4 randpunkter; 1at triangeln B ha
I inre punkter och Bp randpunkter; och lat triangeln C' ha I inre punkter
och B¢ randpunkter. Lat vidare rektangeln R ha Iy inre punkter och Bgr

randpunkter. Malet ar att visa att triangelns area uppfyller

B
A(T):IT+7T—1.

Eftersom vi vet att Picks sats géller for rektanglar och ratvinkliga trianglar,

har vi

B B B B
A(A) = 1A+7A—1, A(B) = IB+TB—1, A(C) = IC+70—1, A(R) = IR+7R—1.

Rektangelns area dr summan av areorna for dess delar, alltsa

A(R) = A(A) + A(B) + A(C) + A(T).
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Loser vi ut A(T) far vi

Detta ger ekvationen

Br — B, — B — B
AlN)=1Igp—1x—Ip—Ic+ i A2 B S} (1)

Antag att rektangeln R ar en b x h rektangel. Da ar dess area A(R) = bh, och

Br=2b+2h, In=(b—1)(h—1).

Eftersom rektangeln R delar sidor med trianglarna A, B och C', och eftersom

alla tre sidor av triangeln 7' delas med dessa trianglar, far vi sambandet
Br+ Br = Ba+ Bp + Bc, (2)
vilket kan skrivas om till

Br = Ba+ Bp + Be — Br. (3)

Om vi rédknar de inre punkterna i rektangeln far vi

Ir=1Is+1Ig+Ic+ Ir+ (Ba+ Bp+ Be — Br) — 3. (4)

Med andra ord utgors rektangelns inre punkter av de inre punkterna i tri-
anglarna A, B, C' och T tillsammans med randpunkterna pa triangel 7', med

undantag for dess tre horn som subtraheras for att undvika dubbelrdkning.
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Om vi nu ersétter By i (4) med uttrycket fran (3) erhéller vi

Ir=I14+1g+ Ic+ I+ By — 3. (5)

Slutligen sétter vi in uttrycken for Ir och By fran (5) respektive (3) i ekvation
(1). Efter forenkling far vi
Br

Detta ar exakt det resultat vi énskade visa. Darmed galler Picks sats for

godtyckliga trianglar.

4.4 Picks sats for godtyckliga polygoner

Slutligen behandlar vi satsen for godtyckliga gitterpolygoner. Hittills har vi
visat att Picks sats géller for varje polygon med 3 sidor. For att slutfora
beviset att Picks sats galler for alla polygoner kommer vi nu att anvinda
induktion pa antalet sidor hos polygonen. Basfallet &r n = 3 sidor, och vi har

redan visat att Picks sats géller for n = 3.

For induktionssteget antar vi att Picks sats géller for alla polygoner med
n = 3,4,5,--- ,(k — 1) sidor. Vi maste nu visa att Picks sats géller for

polygoner med n = k sidor for att slutfora induktionssteget.

Detta skulle i princip kriva en analys av ett odndligt antal fall. I stéllet visar
vi att Picks sats dr additiv. Detta innebér att om Picks sats géaller for tva
polygoner var for sig, sa galler den dven for polygonen som bildas nar dessa

tva polygoner forenas langs en gemensam diagonal.

Antag att vi har en polygon P med k sidor (k > 3) som kan delas upp i
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tva mindre polygoner P, och P, med hjélp av en inre diagonal. Lat P, ha
I; inre punkter och B; randpunkter, och lat P, ha I, inre punkter och By
randpunkter. Antag vidare att den gemensamma diagonalen som avgréansar
Py och P, bestar av d gitterpunkter. Lat polygonen P ha totalt I inre punkter
och B randpunkter.

Enligt Picks sats galler

A(P) = A(P) + APy = (B + o 1)+ (5+ o 1),

Alla inre punkter i P; och P, ar naturligtvis inre punkter i P. Av de d punk-
terna pa den gemensamma diagonalen ligger tva pa polygonens hornpunkt,

medan de resterande d — 2 ar inre punkter i P. Alltsa galler

I=05LH+ 1L+ (d-2).

Ett liknande resonemang ger sambandet for randpunkterna. De d — 2 inre
punkterna pa diagonalen har rdknats dubbelt som randpunkter i P; respektive
P,, och dessutom riaknas de tva hornpunkterna av diagonalen tva ganger.
Darfor galler

B=DB;+By—2(d—2)—2.

Om vi nu antar att Picks sats géller for de mindre polygonerna P; och P; far

vi:

A(P):f+§—1:([1—|—[2_|_(d_2))+<B1+Bg—§(d_2)_2>_1

B, + B B B
e () o (5] (e )
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= A(P) + A(R)

Alltsa har vi bevisat Picks sats for den ursprungliga polygonen.

5 Bevis av Picks sats med Eulers formel
I detta avsnitt presenterar vi ett alternativt bevis av Picks sats genom att
utnyttja Eulers formel for sammanhédngande planira grafer.

For varje ssmmanhéngande planar graf géller sambandet
v—e+ f=2,
dar v ar antalet horn, e antalet kanter och f antalet ytor. [2]

Varje enkel gitterpolygon kan delas upp i sa kallade elementéra trianglar,
det vill sdga trianglar vars horn ar gitterpunkter och som varken innehaller
nagra ytterligare gitterpunkter pa randen eller i sitt inre. Arean av en sadan
triangel &r alltid 1/2. Detta foljer omedelbart fran Picks sats, men eftersom
vi senare anvander resultatet i vart bevis av Picks sats kan det bevisas pa

annat satt; se Appendix for ett fullstandigt bevis.
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Figur 5: Triangulering av en enkel gitterpolygon

Vi betraktar nu en gitterpolygon P med area A(P), I(P) inre gitterpunkter
och B(P) randpunkter. Med hjalp av Eulers formel fér sammanhéangande

planédra grafer ska vi visa att

Vi later v = I(P) + B(P) beteckna antalet horn i den sammanhédngande
plandra grafen som erhalls genom triangulering av polygonen, e antalet kanter

och f antalet ytor.

Eftersom alla ytor utom den yttre utgors av elementéara trianglar, finns det

f — 1 sddana trianglar. Varje triangel har area %, vilket ger

1

A(P) = 5(F = 1),

Vi delar nu upp kanterna i tva kategorier:

e ¢;: inre kanter, som delas av tva trianglar,

e ¢y yttre kanter, som ligger pa polygonens rand.
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Varje elementér triangel har tre kanter, vilket ger sambandet
3<f — 1) = 261‘ + €p,
dar varje inre kant raknas tva ganger medan varje yttre kant raknas en gang.

Eftersom

e=e; + €

foljer att
3(f—1) =2e—e.

Vi anvander nu Eulers formel

v—e+f=2 = e=v+f—2.

Inséttning i sambandet for kanterna ger

3(f—1)=2w+f—2)— e

Vi utvecklar bada sidor:

3f—3=20+2f—4—e

Samlar termer med f pa vénsterledet och 6vriga pa hogerledet:
3f —2f =2v—e,—4+ 3,

vilket ger
f =2v — €p — 1.
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Subtraherar 1 fran bada sidor:

Fo1=20—¢—2.

Vi har tidigare konstaterat att

Genom att satta in uttrycket for f — 1 erhalls

A(P) = ;(21)—61,—2).

Slutligen anvénder vi att v = I(P) 4+ B(P) samt att antalet yttre kanter e,
ar lika med antalet randpunkter B(P). Eftersom trianguleringen anvinder
samtliga randpunkter som horn och inga randsegment innehaller ytterligare

gitterpunkter. Darmed tillhor varje randpunkt exakt en yttre kant. Detta ger
1
A(P) = 5(2(1(13) + B(P)) - B(P) - 2).
Efter forenkling fas

AP)=I(P)+ ———1,

vilket ar exakt Picks sats. Darmed ar beviset komplett.
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6 Picks sats for polygoner med hal

Vi betraktar forst en enkel gitterpolygon P med I inre gitterpunkter och B
randpunkter. Enligt Picks sats géller da

A(P):I+§—1.

Hittills har vi endast behandlat enkla polygoner. Eftersom vi redan kanner till
formeln for arean av polygoner utan hal, kan vi anvianda den for att harleda
formeln for polygoner med hal. Vi borjar med fallet med ett enda hal och

utvidgar darefter resonemanget till fallet med n hal.

o o o o o o o o o o o o o o o o o
o & L 4 o o & \ 4 & L \ 4 & & o
(o] o o o o ® . 4 [ ] o
(o] [ ] [ ] o o [ ] [ ] o [ ] o
(o] & . 4 o o ® \ 4 [ ] [o]
o o o o o o o ® L 2 o
o [} L o o
o o ® V o o
[ o ® ) o o
o [} ® [ o o
[) o ® ® o o
o L IN .
o o o o o o o o L L ® L g ® [¢] o

Figur 6: Gitterpolygoner med hal.

I figur 6 visas nagra exempel som illustrerar en variant av Picks sats for

polygoner med hal. Samtliga exempel kan verifieras direkt med hjalp av
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vanliga areaformler.

1. En kvadrat dar en mindre kvadrat har tagits bort:

A=3%2_-12=38.

2. En rektangel dar en kvadrat och en triangel har tagits bort:

A:8.4—22—3é?:25.

3. En ratvinklig triangel dér en mindre ratvinklig triangel har tagits bort:

5-5 2-2

A=22_22_ 105
; 0.5

4. En kvadrat dar fyra trianglar och en romb har tagits bort:

A:62—4~£—2:32.

Om Picks sats tillimpas direkt pa dessa polygoner erhélls foljande varden:

1
A:0+26—1:7,
A:5+328—1:23,

21
A=0+5 —1=95

4
A:8+20—1:27.

A

Vi ser darmed att Picks sats inte géller exakt for polygoner med hal. I fallen
dar det finns ett hal ar felmarginalen 1, vid tva hal ar felet 2 och sa vidare.

Det visar att felmarginalen ar proportionell mot antalet hal. Arean verkar
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darfor ges av foljande generaliserade formel, dir n ar antalet hal:

B
A:[—i—;—l—n—l

6.1 Harledning av formeln for polygoner med ett hal

Antag att vi utgar fran en polygon och skér ut ett hal genom att avlagsna en
annan polygon som ligger helt inuti den forsta. Lat Ay, I;, By beteckna area,
antal inre gitterpunkter respektive antal randpunkter fér den ursprungliga
polygonen. Lat A, I5, By beteckna motsvarande storheter for halet, det vill
sdga polygonen som tas bort. Slutligen betecknar A, I, B arean, antalet inre
punkter och antalet randpunkter for polygonen med hal, det vill sdga den

resulterande polygonen.

Eftersom halet tas bort helt géller

A:Al—AQ.

Alla punkter i den borttagna polygonen — bade inre gitterpunkter och rand-
punkter — lag inuti den ursprungliga polygonen. Déarfor giller sambandet

I =1, + By + I.
Det totala antalet randpunkter for polygonen med hal erhalls genom att

summera antalet randpunkter pa den yttre randen och antalet randpunkter

pa halets rand. Alltsa galler

B = DBy + Bs.
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Picks sats for de tva polygonerna ger

B B
Alzll—i—?l—l, AQIIQ+72—1

Vi berdknar nu arean:
A == Al - A2
B B
=L+ =)= (b+— 1)

B B
:Iz+BQ+[+71—1—IZ—72+1

B, B, By + B,
=T+ 2422
oty Tt
B
=]+ —
3

Detta uttryck overensstammer saledes med Picks sats, men konstanttermen

—1 har eliminerats. Detta motsvarar fallet n = 1 i den generaliserade formeln.

6.2 Harledning av formeln for polygoner med n hal

Ett motsvarande resonemang kan tillampas for polygoner med ett godtyckligt
antal hal. Lat Ag vara arean av den yttre polygonen med I inre punkter och
By randpunkter. Antag att polygonen har n hal med areor A; for 1 <7 < n,

och med I; och B; inre respektive randpunkter for hal .

Om A ar arean av polygonen med hal, och I och B ar dess inre respektive

randpunkter, géller:
A=Ay — Z A;.
i=1
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Eftersom B B
A0210+7°—1 och Ai=1i+?i—1,

foljer det att

B n B;
A:]O+°—1—Z<I,~+—1>
2 ra 2

B n B;
:IO+2°—1+n—Z<L-+2).

i=1

Vi observerar nu att

n

I=1,-Y.(+B), och B=By+Y B

i=1 =1

Dérmed erhalls:
B B " B;
A:I++n—1:[O+O—Z(Ii+)+n—1,
2 2 o 2
vilket dr exakt det vi ville visa. Detta ger en fullstandig generalisering av
Picks sats till polygoner med ett godtyckligt antal hal och reduceras till den

ursprungliga satsen nar n = 0.

7 Slutsats

Picks sats ar ett klassiskt men relativt lite uppmarksammat resultat inom
den elementédra geometrin. Trots sin enkla formulering férekommer satsen
sillan i grundlaggande undervisning, d&ven om den endast bygger pa diskreta

strukturer i ett enhetsgitter.

Genom denna uppsats har det visats hur Picks sats mojliggor effektiva are-
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aberdkningar for gitterpolygoner, dven i fall dar traditionella geometriska
metoder ar mindre praktiska. De tva presenterade bevisen belyser satsen
ur olika perspektiv: det induktiva beviset betonar dess additiva egenska-
per, medan beviset baserat pa Fulers formel tydliggér kopplingen till planér

grafteori.

Vidare har en generalisering av Picks sats till polygoner med hal harletts, dar
konstanttermen i formeln beror pa antalet hal. Detta visar hur topologiska

egenskaper paverkar relationen mellan area och gitterpunkter.

Sammantaget illustrerar Picks sats hur enkla kombinatoriska observationer
kan leda till djupgaende geometriska resultat, och den framstar ddrmed som

ett tydligt exempel pa matematisk elegans och struktur.
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A Appendix

1

I detta appendix visar vi att varje elementér triangel i gittret Z? har area 5

En konvex polygon P C R? kallas elementdr om dess hérn tillhér Z? och om
P inte innehaller nagra andra gitterpunkter, vare sig i sitt inre eller pa sin

rand.

Lat
T = conv(po, p1,p2)

vara en elementér triangel med hérn pg, p1, ps € Z2.

Vi betraktar parallellogrammen

P = COHV(po, P1, P2, P1 +p2 _p0>

Parallellogrammen P ar symmetriskt med avseende pa avbildningen

o: R? - R?, o(x) =p+ps — .

Av konstruktionen géller att P = T U o(T). Déarfor ligger for varje punkt
zr € P antingen z eller o(z) i T. Eftersom o bevarar gittret Z?*, skulle en
ytterligare gitterpunkt i P ge upphov till en ytterligare gitterpunkt i 7. Detta
strider mot antagandet att T" ar elementar. Alltsa dr &dven parallellogrammen

P elementart.

Eftersom parallellogrammen P &ar elementért kan dess translationer med

heltalsvektorer inte 6verlappa varandra. Dessa translationer ger dérfér upphov
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till en tesselering av planet R?. Darmed utgor vektorerna

p1—po och py—po
en bas for gittret Z2.

For en bas i Z? giller att absolutbeloppet av determinanten ér 1, vilket ger

’det(lh — Do, D2 —po)‘ =1

Detta innebér att parallellogrammen P har area 1.

Eftersom triangeln T" utgor exakt héalften av parallellogrammen P foljer att

Vi har dirmed visat att varje elementér triangel i gittret Z? har area %, vilket

avslutar beviset.
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