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Al-statement

AT har anvints framst till kodningen i LaTex. Den har dessutom anvénts i
viss man till 6versdttning av sprak som ej behérskas, men ocksa till korrektur-
ldsning for att finna sprakliga fel. Slutligen har den hjélpt mig att precisera
mina ibland oprecisa formuleringar.



Abstract

This thesis deals with transcendental numbers, focusing on their definition,
historical development, and the central results that form the foundation of the
theory of these numbers. The thesis begins with a presentation of algebraic
and transcendental numbers, as well as fundamental concepts in set theory
and Diophantine approximation, which are important building blocks for the
subsequent discussion.

Next, Cantor’s argument on enumerability is examined, followed by Liou-
ville’s construction of the first explicitly known transcendental numbers and
Hermite’s and Lindemann’s proofs of the transcendence of e and m, respec-
tively. Furthermore, the Gelfond—Schneider theorem and its significance for
the development of the theory are presented. Finally, further problems and
open questions in the field, such as transcendence measures and Schanuel’s
conjecture, are discussed, illustrating the ongoing nature of research in this
area.

The aim of the thesis is to provide a comprehensive, yet detailed, intro-
duction to the most important results and ideas concerning transcendental
numbers.

I would like to express my sincere gratitude to my supervisor, Rikard
Boégvad, for his constructive guidance during this work.



Sammanfattning

Denna uppsats behandlar de transcendenta talen med fokus pa deras defi-
nition, historiska utveckling och centrala resultat som utgér grunden for teorin
om dessa tal. Uppsatsen inleds med en presentation av algebraiska och tran-
scendenta tal, samt grundlaggande begrepp inom méngdteori och diofantisk
approximation, vilka ar viktiga byggstenar for kommande ldsning.

Darefter behandlas Cantors argument om uppréiknelighet, Liouvilles kon-
struktion av de forsta explicit kénda transcendenta talen samt Hermites och
Lindemanns bevis for transcendensen hos e respektive w. Vidare presenteras
Gelfond—Schneiders sats och dess betydelse for utvecklingen av teorin. Slutli-
gen diskuteras vidare problem och éppna fragor inom omradet, sdsom tran-
scendensmatt och Schanuel’s conjecture, vilket visar pa omradets pagéende
karaktar.

Uppsatsen syftar till att ge en 6versiktlig, men dnd& detaljerad, introduk-
tion till de viktigaste resultaten och idéerna kring transcendenta tal.

Jag vill rikta stort tack till min handledare Rikard Bogvad, som givit mig
konstruktiv hjalp under arbetet.
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1 Inledning

Utvecklingen av talbegreppet utgoér en central del av matematikens historiska och
teoretiska framvéxt. Fran de naturliga talens elementéra aritmetik, via de ratio-
nella och reella talens successiva precisering, har varje utvidgning av talomradet
motiverats av behovet att beskriva och analysera allt mer komplexa matematiska
strukturer. Transcendenta tal intar, enligt klassiska framstallningar inom omradet,
en central position i talteorin och relaterade delar av matematiken. I sitt forord till
Transcendental Number Theory beskriver Baker teorin som bade omfattande och
fruktbar, med konsekvenser for flera skilda matematiska grenar [Bak75]. Dessa tal
kdnnetecknas av franvaron av algebraiska beroenden och faller darmed utanfor den
klassiska begreppsapparat som definieras genom polynom med heltalskoefficienter.

Ett reellt eller komplext tal betecknas som transcendent om det inte ar en rot
till nagot icke-trivialt polynom med heltalskoefficienter. De transcendenta talen ut-
gor saledes komplementet till mangden av algebraiska tal, vilka utgor 16sningarna
till sadana polynomekvationer och dérmed ar féremal for den algebraiska talteorins
traditionella kategorisering. Trots att Cantor under slutet av 1800-talet visade att
méangden av transcendenta tal har strikt storre kardinalitet an mangden av algebra-
iska tal, kvarstar det faktum att explicita transcendenta tal ar svara att identifiera
och dnnu svarare att analysera pa ett systematiskt sédtt. Denna motsattning mel-
lan teoretisk rikedom och konkret knapphet har i hog grad format utvecklingen av
transcendensteorin.

Studiet av transcendenta tal befinner sig i skarningspunkten mellan flera av ma-
tematikens grundlaggande omraden. Mangdlarans begrepp om kardinaliteter ger en
forsta forstaelse for transcendensens omfattning, medan algebraisk talteori tillhan-
dahaller det strukturella ramverk inom vilket algebraiska och transcendenta tal av-
gransas. Dartill spelar diofantisk approximation en central roll genom att erbjuda
verktyg for att skilja mellan algebraiska och transcendenta tal baserat pa hur val de
kan approximeras av rationella tal. Kombinationen av dessa perspektiv har lett till
en rad fundamentala resultat och till en foérdjupad forstaelse for talens algebraiska
och analytiska egenskaper.

Den formella utvecklingen av transcendenta tal inleddes pa 1800-talet genom Li-
ouvilles arbete, dér de forsta explicita exemplen pa transcendenta tal konstruerades
via noggranna approximationsargument. Senare etablerade Hermite transcendensen
hos e, och genom Lindemanns generalisering kunde dven transcendensen hos 7 fast-
stallas, vilket i sin tur gav ett slutgiltigt negativt svar pa det klassiska problemet
om cirkelns kvadratur. Under 1900-talet vidareutvecklades teorin av Gelfond och
Schneider, vars sats gav transcendensen hos en stor klass av exponentiella uttryck
av typen a’, dir a och b uppfyller specifika algebraiska villkor. Dessa resultat utgor
i dag grundpelare inom transcendensteorin och har fatt betydande konsekvenser for
bade talteori och komplex analys.

Syftet med denna uppsats ar att ge en framstéllning av transcendenta tal, med
sarskilt fokus pa de klassiska definitionerna och de centrala resultat som ligger till
grund for d&mnesomradet. Framstéllningen omfattar de fundamentala begreppen,
nagra bevis och bevisidéer samt de historiska och matematiska sammanhang i vilka
Liouvilles, Hermites, Lindemanns och Gelfond—Schneiders resultat tillkom. Genom



att belysa dessa centrala utvecklingslinjer avses uppsatsen undersoka de principer
som styr transcendens och visa hur dessa ar intimt forbundna med matematikens
generella teoribildning kring konstruktion, odndlighet och algebraiska strukturer.
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2 Forberedelser och bakgrund

Det ar till stor fordel att lasaren far ta del av definitioner och satser innan arbetes
huvudmoment. Inledningsvis ger vi definitionen av algebraiska tal och déirav ocksa
definitionen av transcendenta tal, som foljs av uppraknelighet hos algebraiska och
reella tal samt diofantiska approximationer.

2.1 Algebraiska och transcendenta tal

Definition 2.1. Ett algebraiskt tal ar ett tal x som uppfyller en algebraisk ekvation,
det vill séiga en ekvation av formen

n n—1
apr” +a1x" "+ +a, =0,

dar ag,aq,...,a, ar heltal, inte alla lika med noll. Ett tal som inte ar algebraiskt
kallas transcendent.

Med andra ord sa betyder det att algebraiska tal dr de tal som kan beskrivas
exakt genom en polynomrelation med heltalskoefficienter. Genom lemma 2.2 och
dess bevis visar vi att méngden av alla algebraiska tal bildar en kropp, vilket gor
att den foljer en strukturell stabilitet. Om de ej skulle uppfylla en kropp skulle
den forlora manga naturliga rdakneoperationer, vilket i sin tur kan resulterar i att
oavsiktligt lamna kroppen.

Lemma 2.2. De algebraiska talen bildar en kropp Q C C.

Bewvis. Vi visar att mangden av algebraiska tal ar sluten under addition, multipli-
kation och inverser.

Antag forst att o ar ett algebraiskt tal, det vill siga a ar en rot till ett polynom
f(z) € Q[z]. D& ar —a en rot till polynomet f(—z) och 1/a en rot till 2™ f(1/x),
déar n = deg f. Alltsa ar bade —« och 1/« algebraiska. Det aterstar darfor att visa
att summan och produkten av tva algebraiska tal ar algebraiska.

Antag nu att a och 3 ér algebraiska tal, och lat m respektive n vara deras grader.
Betrakta vektorrummet

V=B :0<i<m, 0<j<n)

over Q. Detta vektorrum ar andligtdimensionellt och skilt fran noll.
Vi observerar nu att multiplikation med « respektive § avbildar V' i sig sjalvt,
det vill saga
aV CcV och pVCV.

Déarmed galler aven
(a+p)VCV och (af)V CW

Vi visar nu att detta innebar att o+ 3 och af ar algebraiska. Lat x € C vara ett
tal sadant att £V C V. Vélj en bas ey, ..., e, for V. Multiplikation med x definierar
dd en linjér avbildning pa V, sa det finns rationella tal a,;; sadana att

re; = aje1 + - +tager, fori=1,... k.
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Lat A = (a;;) vara den tillhérande matrisen. Da ar z ett egenvérde till A och
uppfyller darfor den karakteristiska ekvationen

det(zl — A) = 0.

Detta ar ett polynom med koefficienter i Q, vilket visar att = ar algebraiskt.
Eftersom bade a +  och af uppfyller villkoret 2V C V, foljer att de &ar alge-

braiska. Déarmed ar de algebraiska talen slutna under addition, multiplikation och

inverser och bildar siledes en kropp. n

Korollarium 2.3. Mdngden av alla algebraiska tal
Q={aeC:det finns f € Z[z] \ {0} med f(a) =0}
ar en kropp.

Bewvis. Lat a och ( vara algebraiska tal. Per definition finns icke-triviala polynom
P(z) € Z[z] och Q(x) € Z|x]

sddana att P(a) = 0 och Q(8) = 0. Betrakta nu kroppen Q(a, ), den minsta
delkroppen av C som innehaller Q samt a och . Denna kropp ar en édndlig algebraisk
utvidgning av Q, och varje element i en sadan utvidgning ar algebraiskt 6ver Q, som
bevisas i lemma 2.2.

Eftersom a + 3, a3 och (om 3 # 0) «/( alla ligger i kroppen Q(«, §) foljer att
dessa ar algebraiska. Vi har darmed visat att mangden av algebraiska tal ar sluten
under addition, multiplikation och (fér 5 # 0) inversion.

Méangden av algebraiska tal innehaller dessutom 0 och 1 (bada &r rétter till poly-
nom med heltalskoefficienter), vilket innebar att méngden bildar en ring. Eftersom
aven varje icke-noll element har en invers inom méangden bildar mangden till och
med en kropp[DF03]. O

Ezempel 2.4 (Rationella tal). Alla rationella tal dr algebraiska. Om x = § &r ratio-
nellt, uppfyller det ekvationen
br —a =0,

och darmed ar x algebraiskt av grad 1.

Detta visar att alla rationella tal har en mycket enkel algebraisk struktur, att de
alltid ar 16sningar till ett polynom av grad 1. Man kan déarfor betrakta rationella tal
som de ’enklaste’ algebraiska talen.

Exempel 2.5 (Kvadratiska rotter). Exempel pa algebraiska tal ar alla kvadratiska
rotter. Till exempel uppfyller
i =v-1

ekvationen

och ar darmed algebraiskt av grad 2.
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Ezempel 2.6. Vi visar att a = v/2 + /3 ar algebraiskt.

Betrakta
a=v2+3.

Kvadrera bada sidor:

o’ = (V2+V3)?=24+2V6+3=5+2V6.
Flytta 6ver termen med v/6:
o’ —5=2V6 = (a®—5)? =24
Forenkla:
a' =100 4+25=24 = o' —10a*+1=0.

Alltsa ar « en rot till det icke-triviala polynomet
z* —102° + 1 € Z[z],

och dérmed algebraiskt over Q.

Dessa har hogre komplexitet men ér likvél algebraiska, vilket ger oss mojligheten
att studera dess karaktar med algebraiska metoder.

Definition 2.7 (Grad av ett algebraiskt tal). Om ett algebraiskt tal z uppfyller ett
polynom av grad n, men inget polynom av lagre grad, sager man att x ér av grad n.

Rationella tal ar saledes av grad 1, medan kvadratiska rotter &r av grad 2.

Anmdrkning 2.8 (Euklidiska tal). Ett euklidiskt tal ar ett tal som motsvarar en lingd
som kan konstrueras med linjal och passare fran en given enhetslangd. Alla rationella
tal och alla reella kvadratiska rotter ar exempel pa sadana tal. Varje euklidiskt tal
ar algebraiskt.

Anmdrkning 2.9 (Flera polynom). Ett algebraiskt tal kan uppfylla flera algebraiska
ekvationer av olika grader. Exempelvis uppfyller

ekvationerna ] 1
2 4
——=0 ——=0,...
SR T

Vi ser att ett algebraiskt tal inte ar begransat till ett enda polynom. Det polynom
med lagst grad bestammer talets grad. Vi kommer nedan undersoka uppréakneliga
och 6verupprakneliga méngder och vad som skiljer dem at.

2.2 Mangdteori och uppriaknelighet

Det ar viktigt att forsta skillnaden mellan olika typer av oédndliga mangder nar man
studerar talens egenskaper.
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Definition 2.10 (Uppriknelig méngd). En méngd A kallas upprdiknelig om det finns
en bijektion mellan A och méngden av naturliga tal N. Det innebér att elementen i
méangden kan listas i en sekvens ay, as, as, .. ..

Ezempel 2.11 (Rationella tal). Mangden av rationella tal Q ar uppréknelig.

Kommentar: Varje rationellt tal kan skrivas som ett brak £ med heltal p och
q # 0. Mélet ar att visa att vi kan lista alla rationella tal ett efter ett utan att missa
nagot, alltsa att de ar upprékneliga.

Ett sitt att visualisera detta ar att tdnka sig en tvadimensionell tabell: raderna
representerar taljaren p och kolumnerna ndmnaren q. Varje rationellt tal motsvaras
av en punkt i tabellen. Om vi nu féljer en speciell ordning, exempelvis att vi borjar
i mitten och ror oss moturs i spiraler, kan vi forsédkra oss om att vi till slut besoker
varje punkt.

Upprakning av rationella tal moturs

Forklaring: De bla punkterna representerar rationella tal i tabellen. Genom att
folja den roda pilen moturs “spiralar” vi utat och besoker systematiskt varje ratio-
nellt tal. Vi ignorerar brak som inte ér i enklaste form for att undvika upprepningar.
Pa sa sétt kan vi skapa en faktisk lista:

11 11 2

07 ]-7 _17 27 T 9 27 _27 35 31 3

Slutsats: Eftersom varje rationellt tal kommer med exakt en gang i listan, har vi

visat att Q ar uppréknelig. Cirkeldiagrammet illustrerar hur man kan ga “moturs”

i tabellen och systematiskt técka alla rationella tal, vilket ger en intuitiv forstaelse
for uppraknelighet.

Definition 2.12 (Overuppriknelig mingd). En méngd som inte dr uppriknelig
kallas dverupprdiknelig. Det innebar att det inte finns nagot sétt att ordna elementen
i en f6ljd sa att varje element féorekommer exakt en gang.
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Anmdrkning 2.13 (Storlekar av oandlighet). Begreppet éveruppraknelighet visar att
odndlighet kan ha olika storlekar. Som tidigare visat &r mangden av rationella tal,
Q, oandlig men upprdiknelig, under tiden som méngden av reella tal, R, ar dverupp-
raknelig.

Intuitivt kan man tanka sig att rationella tal kan listas ett i taget i en sekvens,
medan reella tal tacker hela tallinjen sa tatt att ingen sadan lista kan omfatta alla.

Ett viktigt resultat (som bevisas i avsnitt 3) ar Cantors diagonala argument, som
visar att R ar overuppraknelig. Ett liknande resonemang visar dven att intervallet
[0, 1] och méngden av alla funktioner fran N till {0, 1} &r 6verupprakneliga.

Avslutningsvis kan noteras att en delméingd av en uppriknelig mangd alltid &ar
andlig eller uppraknelig, men delmangder av en Overuppriaknelig mangd kan vara
bade upprikneliga och 6éveruppréakneliga.

2.3 Diofantisk approximation

Diofantisk approximation handlar om hur val reella tal kan approximeras med ratio-
nella tal. Denna approximation ér relevant for de transcendenta talen da Liouville
visade att de algebraiska talen kan approximeras endast till en viss noggrannhet
med rationella tal. Detta resulterade senare i kontruktionen av Liouvilles tal som
beskrivs narmare i sats 4.2.

Definition 2.14 (Diofantisk approximation). Givet ett reellt tal z, soker man ra-
tionella tal g som ligger sa nara x som mojligt, ofta med begriansning pa namnaren
q, sa att

ar mycket liten.

Ezxempel 2.15 (7 och approximation). Tal som 7 kan approximeras med rationella

tal, till exempel
22

7 )
vilket ar en relativt exakt approximation for manga praktiska berdkningar. Diofan-
tisk approximation anvands for att analysera egenskaper hos reella tal och forsta
hur "komplicerade'vissa tal dr nér det géller deras representation med rationella tal.
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3 Cantors argument

Georg Cantor (1845-1918) var en tysk matematiker vars arbete kom att foréndra
synen pa oéndligheten inom matematiken. Han foddes i Sankt Petersburg, dar hans
far, Georg Waldemar Cantor, var en framgangsrik kopman med danskt ursprung,
och hans mor, Maria Anna Béhm, var ryska och mycket musikaliskt begavad. Cantor
sjalv visade tidigt bade konstnarliga och matematiska talanger. Familjen flyttade till
Tyskland nar Cantor var elva ar gammal, dir han senare studerade i bland annat
Ziirich, Berlin och Gottingen. Vid universitetet i Berlin fick han intryck av flera
framstaende matematiker sasom Weierstrass, Kummer och Kronecker.

Efter sin doktorsexamen 1867 borjade Cantor undervisa vid universitetet i Hal-
le, dar hans forskningsintresse gradvis forskots fran talteori till analys. Genom sitt
arbete med trigonometriska serier borjade han utveckla idéer om kontinuitet och
mangder av punkter pa tallinjen, vilket skulle utvecklas till idéer som senare skulle
leda honom till grunden fér méangdteorin.

Ar 1873 publicerade Cantor sitt forsta banbrytande resultat: han visade att de
rationella och algebraiska talen ar upprdikneliga. Men nar han forsokte gora samma
sak for de reella talen upptéckte han att det inte var mojligt. I en artikel fran 1874
kunde han bevisa att méangden av reella tal ar dveruppriknelig. Detta var forsta
gangen som matematiken tydligt skilde mellan olika storlekar av odndlighet.

Cantors resultat hade dessutom en djup koppling till transcendenta tal. Eftersom
de algebraiska talen ar upprikneliga, medan de reella talen ar overupprikneliga,
maste néstan alla reella tal vara transcendenta. Dérmed kunde Cantor, drygt 20 ar
efter Liouvilles forsta exempel, visa att transcendenta tal inte bara existerar utan
utgor den dominerande delen av tallinjen.[OR25¢]|. Och vi ska nu ga igenom dessa
tva upptéackter, samt dess bevis inspirerat av Hardy och Wright [HW75]

Sats 3.1. Mdngden av algebraiska tal ar upprdknelig.

Bewvis. Forst paminner vi om definitionen: ett algebraiskt tal ar ett komplext tal
som &r en rot till ett icke-nollpolynom med heltalskoefficienter, alltsa ett polynom
av formen

apr" + a1z 1+ 4a, =0,

dar n € N och ag, ay,...,a, € Z, inte alla noll.

Kommentar: Hdar kopplar vi ithop varje algebraiskt tal med nagot polynom som
det uppfyller.

For att rakna upp alla algebraiska tal borjar vi med att rdkna upp alla mojliga
polynom. Vi kan ordna polynomen pa ett systematiskt séatt, till exempel forst efter
graden n och dérefter efter summan av absoluta viarden av koefficienterna:

S(ag, .-, an) = |ag| + a1 + - + |an].

Kommentar: Detta dr ett trick for att gora mdngden av polynom uppriaknelig.
Varje par (n,S) ger bara ett andligt antal polynom, sa vi kan stapla dem och rikna
upp dem ett efter ett.
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Eftersom varje par (n,S) ger en dndlig méngd polynom, blir méngden av alla
polynom med heltalskoefficienter en uppriknelig union av adndliga mdangder.

Kommentar: Varje mdngd ¢ unionen dar dndlig, si elementen ¢ varje enskild
mangd kan listas. Lat { Ay, As, As, ...} vara en uppriknelig sekvens av dessa dandliga
mangder. Da kan vi ordna elementen i unionen U2, A; i en sekvens (ay,as, as, ... )
genom att t.ex. anvinda Cantors diagonalmetod:

ai EAl, GQGAQ, as €A1\{a1}, CL4EA3, as GAQ\{GQ},....

Pa detta sdtt besoks alla element i unionen exakt en gdng, vilket visar att unionen dr
uppriknelig. Detta dar ett standardresultat inom mdngdteori: en uppraknelig union
av dndliga méngder ar uppréaknelig.

Varje icke-nollpolynom av grad n har hogst n komplexa rotter, alltsa ar méangden
rotter till ett givet polynom dndlig.
Kommentar: Hdar anvinder vi grundliggande algebra, alltsa att varje polynom

har finit antal rotter.

Déarfor kan vi representera méngden av alla algebraiska tal som en union av
méngder av rotter, dar unionens index (méngden av polynom) &r uppréiknelig och
varje delméngd (rotterna till ett polynom) ar dndlig.

Slutsatsen foljer: en uppréaknelig union av andliga mangder &r uppraknelig.
Alltsa ar mangden av algebraiska tal uppraknelig.

Kommentar: Detta visar att vi i princip kan lista alla algebraiska tal ett efter ett,
trots att det finns odndligt manga av dem. m

Sats 3.2. Intervallet (0,1) ar icke-upprikneligt (och ddrmed dr mdngden av reella
tal icke-uppraknelig).

Bevis. Antag motsatsen: att alla tal i (0,1) kan rdknas upp.

Vi antar alltsd att det finns en sekvens som listar alla tal i intervallet:
r1 = O.allalgalg cey T — 0.(121(122&23 ey T3 = O.a31a32a33 ey e

dar varje a;; € {0,1,...,9} och vi undviker representationer som slutar med oandligt
manga 9:or, sa att varje tal har en unik decimalrepresentation, exemplvis 0.9999... =
1. Vi visar att 0.999... = 1 med ett enkelt algebraiskt argument.
Antag att
x=10.999...

Multiplicera bada sidor med 10:
10z = 9.999. ..
Subtrahera nu ekvationen z = 0.999. .. fran denna:

10z —2=9999... -0.999...
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Vansterledet blir 9z och i hogerledet tar de oandliga decimalerna ut varandra:

9 = 9.
Dela bada sidor med 9:
x=1.
Alltsa ar
0.999...=1.

Kommentar: Vi har nu “listat” alla reella tal i (0,1) i en teoretisk sekvens. Nasta
steg visar att denna lista aldrig kan vara fullstandig.

Vi konstruerar nu ett nytt tal
Yy = O.blbgbg e

sa att det skiljer sig fran varje x,, i den n-te decimalen. Definiera

b — apn +1 om ay,, € {0,1,...,7},
"0 om an, € {8,9}.

Kommentar: Detta dr den centrala idén i Cantors diagonalargument: genom att
andra varje diagonal-siffra (siffran a,,) far vi ett nytt tal y som inte finns med i
listan.

Pa detta satt skiljer sig y fran x,, i den n-te decimalen, for varje n. Alltsa kan
y inte vara lika med nagot av xy, xo, ..., vilket motsager antagandet att sekvensen
innehaller alla tal i (0,1).

Slutsats: Antagandet leder till en motségelse, sa intervallet (0, 1) ar icke-uppréakneligt.
Déarmed &r ocksa mangden av reella tal icke-uppréaknelig. [

Korollarium 3.3. Mdngden av transcendenta tal (reella tal som inte dr algebraiska)
ar icke-upprdiknelig; i synnerhet finns det faktiskt oindligt manga transcendenta tal.

Bevis. Fran forsta satsen ar mangden algebraiska tal uppréaknelig. Fran andra satsen
ar mangden reella tal icke-uppréknelig. En uppriaknelig mangd kan inte vara hela
den icke-upprikneliga méngden av reella tal, s& komplementet (de reella talen som
inte ar algebraiska) maste vara icke-upprékneligt. Darmed finns transcendenta tal i
overflod. O
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4 Liouvilles sats och konstruktiva exempel

Joseph Liouville var en fransk matematiker fodd i Saint-Omer ar 1809. Hans far var
officer i Napoleons armé, vilket gjorde att Liouville tillbringade sina tidiga ar hos
sin farbror innan familjen aterforenades efter krigen. Han visade tidigt begavning
for matematik och studerade vid Ecole Polytechnique i Paris, dir han paverkades
av bland andra Ampere och Poisson. Efter examen inledde han en kort karridr som
ingenjor, men hans sviktande hélsa och starka intresse for teoretisk vetenskap fick
honom snart att dverga till en akademisk bana.

Liouville blev en inflytelserik larare och forskare, med professurer vid bade Ecole
Polytechnique och College de France. Han grundade &ven det betydelsefulla ve-
tenskapliga tidskriften Journal de Mathématiques Pures et Appliquées (ofta kallad
Journal de Liouville) ar 1836, som kom att spela en avgorande roll for spridningen av
matematisk forskning i Frankrike under 1800-talet. Han var dessutom en viktig figur
i den franska vetenskapsakademin och deltog &ven i politiken under revolutionsaren
runt 1848.

Liouvilles forskningsomraden var mycket breda da han arbetade inom differenti-
alekvationer, mekanik, komplex analys och talteori. Inom matematisk fysik ar hans
namn bevarat i Sturm—Liouville-teorin, en central del av teorin for differentialekva-
tioner med omfattande tillampningar inom kvantmekanik och vibrationsanalys.

Hans mest bestaende bidrag till talteorin kom dock inom omradet transcendenta
tal. Redan pa 1840-talet, langt fore Cantor, lyckades Liouville bevisa att sddana tal
faktiskt existerar, nagot som tidigare varit en 6ppen fraga. Han konstruerade en hel
klass av transcendenta tal genom noggrant valda oandliga decimalutvecklingar. Ett
av hans exempel ar det sa kallade Liouville-talet:

L = 0.1100010000000000000000010000. . .

dér siffran 1 forekommer pa positionerna n! (1!, 2!, 3!, 4! ...) och 0 pa alla andra
platser. Detta undersoks narmare i sats 4.3.

Liouville visade att detta tal inte kan vara rot till ndgot polynom med heltalsko-
efficienter, vilket gor det till ett transcendent tal. Hans resultat fran 1844 och 1851
markerade borjan pa den moderna teorin om transcendenta tal, och lade grunden
for senare arbeten av Hermite, Lindemann och Cantor[OR25d]. Och vi ska nu bevisa
Liouvilles sats inspirerat av Hardy och Wright [HW75].

Sats 4.1 (Liouvilles sats). Om « dr ett algebraiskt irrationellt tal av grad d > 2, sa
finns en konstant C(a) > 0 sddan att

for alla rationella tal 5.

Bevis. Lat a vara ett algebraiskt tal av grad d, vilket innebér att det &r en rot till
ett minimalpolynom f(z) med heltalskoefficienter:

fl@) =apr® +aiz™ +- +ag=0,  a; €Z, ay#0.
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Vi vill underséka hur val o kan approximeras av rationella tal. Antag darfor att %
ar en rationell approximation, dar p och ¢ ar heltal med ¢ > 0 och % # a.
Eftersom « ar en rot till f géller

d d—1
SO R

Om vi multiplicerar bada sidor med ¢? far vi
p _
¢7<Q>:awd+mﬂ]q+-~+aw4

Alla termer pa hoger sida ar heltal eftersom a;, p och ¢ ar heltal. Om %’ inte dr en
rot ar detta heltal inte noll, vilket ger oss en omedelbar nedre grans.

P\ls 1
HC)‘ZQC’

Anmdrkning 4.2. Observera att ett rationellt tal p/q # « aldrig kan vara en rot till
f.

Eftersom f ar minimalpolynomet till « géller foljande: anta for motségelse att
f(p/q) = 0 for nagot rationellt tal p/q # a. Enligt faktorsatsen skulle da = — p/q
vara en faktor till f(x), sa att

f(x) = (v —p/q) g(v)

for nagot polynom g¢(z) med rationella koefficienter. Detta ger att

0= f(a) = (a—p/q) g(a),

och eftersom « # p/q foljer att g(a) = 0. Da skulle g vara ett polynom av ligre
grad dn f som har a som rot, vilket motséger att f &r minimalpolynomet. Alltsa dn
f(p/q) # 0 for alla rationella p/q # . For f:s virde i ¢2f(p/q) foljer att

" f(p/a)| > 1

Detta visar att polynomet inte kan bli for litet for rationella tal som inte ar roten.
A andra sidan, eftersom f ar kontinuerligt deriverbart, kan vi enligt medelvér-

dessatsen skriva
f (5) — f(a) = f(€) (Z - a)

for nagot & mellan g och a. Eftersom f(«) = 0 far vi

P _ e 2
|f<q>‘—|f(€)l |q

Derivatan [’ ar ett polynom och didrmed kontinuerlig. Eftersom & ligger i ett
begransat intervall runt « finns det en konstant M > 0 sadan att |f'(§)| < M.
Kombinerar vi detta med den tidigare nedre grinsen far vi

1 PNl preey . 12—
qu]f(q)\ 7€) \q o

SM’p—a
q
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Slutligen ger detta

p ol > 1 _ C (oz)’
q ~ Mqt o ¢f
dar vi definierar C'(«) := 1/M > 0. Detta visar att ingen rationell approximation

kan vara béttre dn O(1/¢%), och dirmed kan ett algebraiskt irrationellt tal inte
approximeras for bra av rationella tal. Vi noterar dessutom att f’(a) # 0. Detta
foljer av att f ar minimalpolynomet till o och darmed irreducibelt 6ver Q. Om
f'(a) = 0 skulle a vara en dubbelrot till f, vilket innebar att f och f’ har en
gemensam faktor. Da vore f reducerbart, i motséttning till minimalitetsegenskapen.
Eftersom f’(a) # 0 och f’ ar kontinuerlig finns darfor ett intervall runt « dér | /()]
ar skilt fran noll och i synnerhet begransat bade ovanifran och nedifran av positiva
konstanter.

O

Sats 4.3 (Liouvilles tal ar transcendenta). Betrakta talet

L= Z 107" = 0.1100010000000000000000010 . . .
k=1

Da ar L ett transcendental.

Bewvis. Vi borjar med att betrakta partialsummorna
L,=> 10"
k=1

Varje L, ar ett rationellt tal, eftersom det ar en éndlig summa av brak med namnare
10*. Namnaren kan darfor viljas som

gn = 10™,

sa att vi kan skriva L, = p—z for nagot heltal p,,.
Nu undersoker vi hur val L,, approximerar L:

O<L-—L,= > 10"
k=n+1

Eftersom varje term i summan ar mindre dn den forsta termmen 10~+D' multipli-
cerad med summan av en geometrisk serie, far vi en enkel 6vre grans:

oo
S 10H <2107
k=n-+1

Déarmed galler

Pn 2 2
0<L- qTL < 10(h+1)! q#H‘

Detta visar att L kan approximeras av rationella tal 2* med en exponent n + 1

qn
som kan goras godtyckligt stor genom att valja n tillrackligt stor. Med andra ord,
for varje heltal N finns det rationella approximationer med

C

gV’

‘L—p‘<
q
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for ndgon konstant C.
Liouvilles sats (Sats 4.1) sidger ddremot att inget algebraiskt tal av andlig grad
d kan ha rationella approximationer som uppfyller

C
qd+e

for nagon € > 0 och odndligt manga rationella p/q. Eftersom L uppfyller en sidan
stark approximations-egenskap for alla N, kan det inte vara algebraiskt.
Vi drar slutsatsen att L maste vara transcendent. O]
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5 Hermites bevis for e

Charles Hermite foddes 1822 i Dieuse, Frankrike, som det sjéitte av sju barn till
Ferdinand Hermite och Madeleine Lallemand. Han hade en medfodd defekt i hoger
fot vilket gjorde det svart for honom att réra sig, men hans livsgladje och intresse
for matematik kompenserade detta tidigt. Hermite studerade vid College de Nancy
och senare i Paris vid College Henri och College Louis-le-Grand, dar han redan som
ung publicerade resultat inom differentialekvationer och algebra.

Hermite fortsatte sina studier vid Ecole Polytechnique, dar han undervisades
av Joseph Catalan. Trots vissa hinder pa grund av sin fysiska funktionsnedsattning
lyckades han fortsatta sin akademiska bana och blev snart kind som en lovande fors-
kare. Han utvecklade tidigt arbete inom theta-funktioner och Fourier-serier, vilket
inspirerade Joseph Liouville i hans banbrytande arbete om transcendenta tal 1844.

Ar 1847 tog Hermite sin examen och aret dirpd blev han repetitér och antag-
ningsexaminer vid Ecole Polytechnique. Han bidrog ocksa till forskning inom tal-
teori, algebra, ortogonala polynom och elliptiska funktioner. 1848 visade Hermite
att dubbelt periodiska funktioner kan representeras som kvoter av periodiska hela
funktioner, och han utvecklade vidare metoder inom resideteorin. Han gjorde dven
viktiga bidrag till teorin om kvadratiska former och invarianta transformationer.

Hermite valdes 1856 in i Académie des Sciences, samma ar som han drabbades
av smittkoppor och paverkades starkt av sin ldrare Cauchy, vilket ledde till att han
vande sig till katolicismen. Mellan 1858 och 1862 bevisade Hermite viktiga resultat
inom algebra och talteori. Ar 1873 publicerade han det forsta beviset for att talet e
ar transcendent, ett arbete som senare inspirerade Lindemann att visa att 7 ocksa
ar transcendent.

Hermite undervisade vid Ecole Polytechnique och senare vid Sorbonne, dér han
blev professor 1869 och stannade till sin pensionering 1897. Han ar idag kand for
sina bidrag inom analys, differentialekvationer, interpolation, elliptiska funktioner
och polynom som béar hans namn, sasom Hermitepolynom, Hermites differentia-
lekvation och Hermitiska matriser. Hans arbete inspirerade bland annat Poincaré
och Mittag-Leffler, och han var kénd for sin entusiasm, pedagogiska skicklighet och
djupa engagemang for matematikens idéviarld|[OR25b).

Sats 5.1. Talet e dr transcendent [Bak75].

Bewvis. Vi borjar med att definiera ett hjalp-polynom och en integral som kommer
att spela huvudrollen i beviset. Lat f(x) vara ett godtyckligt reellt polynom av grad
m, och definiera

() = [ e (u)du

dar t &r ett godtyckligt komplext tal och integralen tas ldngs linjen fran 0 till ¢.
Kommentar: Har introducerar vi £(t), en funktion som kopplar thop f och exponenten
e och som vi kan manipulera med partiell integration. Observera att integranden kan
skrivas som

Eftersom €' dr konstant med avseende pd u dr en primitiv funktion till e!=*

/et_“ du = —e' ™.
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Forsta och andra steget i partiell integration ger

(00 = ¢ 5(0) - F0) + [ et () du.

awze%ﬂm+fmn—(ﬂw+fun—42“v%mmh

Kommentar: Detta visar ménstret tydligt: varje partiell integration genererar en
term vid borjan (f9)(0)) multiplicerad med €', en term vid slutet (—fY9)(t)) och en
ny integral med hogre derivata.

Genom upprepad partiell integration (tills derivatan blir noll) erhalls darfor den
kompakta representationen

() =¢'S F90) - 3 F90),

Kommentar: Eftersom f har grad m blir fY = 0, vilket gor att upprepningen
slutar naturligt.

For att kunna uppskatta storleken pa £(t) infor vi polynomet f (x) som erhalls
fran f genom att erséitta varje koefficient med sitt absolutbelopp. Da far vi en enkel
ovre grans:

o) < [ M Fluydu < e ().

Eftersom vi senare endast kommer att betrakta virden ¢ € {0,1,...,n} ar |t| be-
gransat av en konstant oberoende av p. For vart val

fl)=a""Hz -1 (z—n)

géller darfor den grova uppskattningen
F(It) < [P T = kP < nhr,
k=1

dar vi anvént att | [t| — k| < n foralla k=0,1,...,n.
Det foljer att B
O] < [t e f(Jt]) < €1 €,

for vissa konstanter C; > 0 och C; > 1 som endast beror pa n men inte pa p. |
synnerhet erhalls for

J=> ql(k)
k=0
att
|J| < CP

for nagon konstant C' > 1 oberoende av p.
Nu antar vi for motséagelse att e ar algebraiskt. Da finns heltal qq, ..., q,, med
qo # 0, sadana att
Qo+ qet -+ ge” =0.
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Vi jamfor nu 6vre och nedre uppskattningar av

J = al(k)
k=0
dar vi valjer
fla) = e = 1P (o =,
och p ar ett stort primtal.

Vart val
flx) =2z =1 (z = n)P,

som har hog multiplicitet vid varje heltal & € {0,1,...,n}. Mer precist géller foljande
tva observationer:

1. For varje k > 0 innehéller faktorn (z — k)P i f. Dérav foljer att
f9%)=0 forj=0,1,...,p—1,

eftersom derivering av hogst p — 1 ganger lamnar kvar en faktor (z — k), som
utvarderas i x = k.

2. For k = 0 ger faktorn 27! att
f90)=0 forj=0,1,...,p—2,

medan
FOD(0) = (p— 1! (<1

ar det explicita icke-nollvérde.

Satter vi m = (n+ 1)p — 1 och anvénder representationen av £(t) ovan tillsammans
med ekvationen for e, far vi

7= 0 (k LIOEDS f(”(/f>) - (2 qkek) (i f@(m) S SIPRLL

Eftersom vi antagit att

Sare" =q+qe+ -+ ge” =0,
k=0

forsvinner forsta termen och vi far
_ Z Z a f J)
j: k=0
Kommentar: Har dr det avgérande steget, valet av f(x) och primtalet p gor att
ndstan alla termer i summan blir delbara med p!, vilket ger ett starkt “nedre” vdrde

pa |J|.
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Man observerar nu att f)(k) = 0 om j < p Man skiljer pa fallen k = 0 och
k>1.For k=1,...,n giller att

f9%E) =0 forallaj < p,
medan for £ = 0 géller
f90)=0 forallaj<p—1,

och
FE00) = (p— 1) (= 1) (n).

Alla 6vriga termer i summan

p—1 n ‘

J=— Z Z qkf(J)(k)
§=0 k=0
ar alltsa delbara med p!, och déarfor far vi
J=—qof"V(0) (mod p!).
Eftersom p > n ar detta inte delbart med p! och slutsatsen blir
J # 0.

samt om j < p — 1 och k = 0. Fér alla andra par (j, k) utom just (j,k) = (p — 1,0)
ar fU) (k) ett heltal delbart med p!. Dessutom géller

FOD(0) = (p = 1! (<1 ()"

vilket &r delbart med (p — 1)! men ej med p! om p > n. Diarmed f6ljer att om ocksa
p > |qo|, sa blir J ett icke-nolligt heltal delbart med (p — 1)!, och alltsa

J| > (p—1).

A andra sidan far man av den uppskattningen |f(k)| < C?, dér i = 1...n samt
summauttrycket for J att

[T < @[ 1) + -+ lanl [£(n)] < C7

for nadgon konstant C' oberoende av p.

Dessa tva uppskattningar ar inkompatibla eftersom (p — 1)! vixer mycket snab-
bare an C? nir p — oo. Detta motsager antagandet att e ar algebraiskt, och alltsa
ar e transcendent.

]
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6 Lindemann—Weierstrass och 7

Efter Hermites bevis for att e dr transcendent drdjde det inte linge innan nésta
stora framsteg kom. Ferdinand von Lindemann (1852-1939) lyckades ar 1882 ge-
neralisera Hermites metod och darigenom bevisa att aven talet m ar transcendent.
Hans resultat, senare formaliserat och utvidgat av Karl Weierstrass, och kallas i dag
Lindemann—Weierstrass-satsen.

Satsen ar ett av de mest centrala resultaten inom teorin om transcendenta tal
och knyter samman analys och algebra. I sin fullstindiga form behandlar den inte
bara e for ett enda algebraiskt «, utan dven linjarkombinationer av exponentialer
med algebraiska exponenter.

Sats 6.1 (Lindemann—Weierstrass, forenklad form). Antag att o dr ett nollsjiljt
algebraiskt tal. Da dr e® transcendent.

Hermites metod bestod i att konstruera polynom och integraler som ledde till
en motséigelse om e antogs vara algebraiskt. Lindemann utvidgade denna idé till
att omfatta exponentialer av alla algebraiska tal. Det centrala i beviset &r att om
man antar att en viss linjarkombination av sadana exponentialer vore noll, kan
man konstruera ett nytt polynom vars integralvirden inte kan vara bade heltal och
tillrackligt sma, vilket leder till en motségelse, precis som i Hermites resonemang.

Ur denna sats foljer som en omedelbar konsekvens att 7 ar transcendent, eftersom
den annars skulle bryta mot Eulers identitet [Niv56].

Korollarium 6.2. Talet © dr transcendent.

Bewvis. Vi antar att Lindemann—Weierstrass-satsen géller.
Fran Eulers formel vet vi att

e€m+1=0,
vilket ger ‘
e =—1.

Hér ér im produkten av det icke-noll algebraiska talet ¢ och det reella talet w. Ef-
tersom €™ enligt satsen ir transcendent (om im vore algebraiskt och icke-noll) far vi
en motsagelse om 7 vore algebraiskt.

Mer precist: om 7 vore algebraiskt, sa vore éven im algebraiskt. Da skulle Lin-

demann—Weierstrass satsen siga att ™ ar transcendent. Men e = —1 ir rationellt
(och alltsa algebraiskt). Detta ar en motsagelse.
Alltsa maste 7w vara transcendent. O

Detta resultat loste ett av de éldsta problemen i matematikhistorien cirkelns
kvadratur. Sedan antiken hade man férsokt konstruera, med endast linjal och passare,
en kvadrat med samma area som en given cirkel. Eftersom konstruktioner med dessa
verktyg endast kan ge algebraiska tal, och eftersom 7 ingar i uttrycket for cirkelns
area (A = mr?), visar Lindemanns sats att en sddan konstruktion &r omdjlig.

Lindemanns arbete markerar ddarmed slutpunkten for en lang utveckling fran
Liouvilles forsta konstruktioner till Hermites bevis for e och vidare till en allmén
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teori for exponentialfunktionens transcendens. Samtidigt 6ppnade det dorren for an-
nu djupare resultat, sasom Gelfond—Schneider-satsen pa 1900-talet, som ytterligare
generaliserade Lindemanns idéer till potensuttryck av typen a® diar bade a och b ar
algebraiska.
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7 Gelfond och Schneider

Efter Lindemanns bevis for transcendensen av 7 fortsatte studiet av transcendenta
tal att utvecklas under 1900-talet. Ett viktigt steg togs genom losningen av det
sjunde av David Hilberts beromda problem, som formulerades ar 1900. Problemet
16d i korthet: visa att a® dr transcendent nir a dr ett algebraiskt tal (skilt fran 0
och 1) och b &r ett irrationellt algebraiskt tal. Detta kom att 16sas oberoende av
varandra av tva unga matematiker, Aleksandr Gelfond och Theodor Schneider, ar
1934. Resultatet kallas idag Gelfond-Schneiders sats och utgor ett av de centrala
resultaten i transcendensteorin. Inledningsvis kommer lite bakgrundsinformation om
dessa tva pionjarer.

7.1 Aleksandr Gelfond

Aleksandr Osipovitj Gelfond (1906-1968) var en rysk matematiker vars arbete lade
grunden for stora delar av den moderna transcendensteorin. Han studerade vid Mos-
kvauniversitetet fran 1924 och arbetade under handledning av Aleksandr Khinchin
och Vjatjeslav Stepanov. Redan under slutet av 1920-talet publicerade han flera be-
tydande arbeten, bland annat Transcendental numbers (1929), dér han formulerade
idéer som senare skulle leda till l16sningen av Hilberts sjunde problem.

Ar 1930 besckte Gelfond Tyskland och studerade i Berlin och Gottingen, dér
han kom i kontakt med David Hilbert, Carl Siegel och Edmund Landau. Efter ater-
komsten till Moskva verkade han som professor vid Moskvauniversitetet och vid den
Ryska Vetenskapsakademin.

Ar 1934 publicerade Gelfond beviset pa sin sats i artikeln Sur le septiéme pro-
bléme de D. Hilbert, dir han visade att a’ &r transcendent nir a och b uppfyller
villkoren ovan. Denna sats loste Hilberts sjunde problem och blev en milstolpe in-
om talteorin. Forutom sitt arbete med transcendenta tal bidrog Gelfond &ven till
analys, approximationsteori och funktionsteori, samt forfattade flera inflytelserika
larobocker, bland annat transcendenta och algebraiska tal (1952)[OR25a).

7.2 Theodor Schneider

Theodor Schneider (1911-1988) foddes i Frankfurt am Main, dar han forst évervigde
en karriir som konsertpianist innan han bestamde sig for att studera matematik
vid universitetet i Frankfurt. Bland hans larare fanns framstaende matematiker som
Max Dehn, Ernst Hellinger och framfor allt Carl Siegel, under vars ledning Schneider
borjade arbeta med transcendensteori.

Inspirerad av Siegels foreldsningar om transcendenta tal tog Schneider sig an
Hilberts sjunde problem. Oberoende av Gelfond lyckades han 1934 bevisa samma
resultat, vilket han publicerade i artikeln Transzendenzuntersuchungen periodischer
Funktionen. Denna prestation utgjorde kdrnan i hans doktorsavhandling samma ar.

Efter svara ar under nazitiden, da manga av hans kollegor tvingades lamna
Tyskland, fortsatte Schneider sin akademiska bana. Han blev professor vid uni-
versiteten i Erlangen och Freiburg, och var under flera ar direktor for det berém-
da Oberwolfachinstitutet. Ar 1957 publicerade han monografin Einfihrung in die
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transzendenten Zahlen, som sammanfattade och vidareutvecklade hans resultat in-
om transcendensteorin[OR25¢].

7.3 Gelfond—Schneiders sats

Sats 7.1 (Gelfond—Schneider, 1934). Om a och b dr algebraiska tal, med a # 0,1
och b irrationellt, sd dr a® transcendent.

Satsen var en naturlig fortsattning pa Lindemann—Weierstrass-satsen och utvid-
gade forstaelsen av exponentiella uttryck med algebraiska baser och exponenter. Den
bekraftade ocksa Hilberts forutséigelse om att sadana tal borde vara transcendenta,
och utgjorde dédrmed en av de mest betydande framgangarna inom 1900-talets talte-
ori. Ett sarskilt illustrativt exempel pa Gelfond—Schneiders sats ar talet 2V2 Har &r
basen 2 ett algebraiskt tal (eftersom det ar en 16sning till ekvationen x —2 = 0), me-
dan exponenten /2 ocksa &r algebraiskt, men samtidigt irrationell, d& den uppfyller
polynomekvationen z? — 2 = 0.

Enligt Gelfond—Schneider méaste darfor talet

9V2

vara ett transcendent tal. Detta exempel ar inte bara pedagogiskt tacksamt utan
aven av historisk betydelse: det var just detta uttryck som David Hilbert sjélv lyfte
fram i sin berémda forelasning ar 1900, nar han presenterade det som senare kom
att kallas Hilberts sjunde problem. Hilbert pekade sarskilt ut transcendensen hos
uttryck av typen a’ dir bdda talen #r algebraiska, men exponenten ar irrationell,
som en central och olost fraga.

Att bevisa transcendensen hos 2V2 blev dirfor en nyckelkomponent i l3sningen
av problemet. Néar Gelfond och senare Schneider under 1930-talet presenterade sina
oberoende bevis innebar det ett genombrott: ett av Hilberts mest gatfulla problem
hade fatt en elegant och kraftfull 16sning.

Det som gor resultatet sa slaende ar att uttryck som 2V2 ger forhallandevis enkla
och naturliga ut, i tydlig kontrast till tidigare transcendenta tal som Liouville forst
konstruerade, vilka ofta hade en mycket artificiell struktur. Gelfond—Schneiders sats
visar att aven till synes vardagliga kombinationer av algebraiska tal kan leda ut ur
den algebraiska talvirlden och skapa nya tal som &r transcendenta.

Ett annat klassiskt exempel ar

e’,

som via identiteten €™ = (—1)7¢ passar in i satsens ramverk eftersom —1 &r al-
gebraiskt och i ar algebraiskt men irrationellt éver de rationella talen. Aven detta
tal maste dérfor vara transcendent. Det ikoniska uttrycket e™, ofta kallat Gelfonds
konstant, ar idag ett av de mest kinda konkreta transcendenta talen.
Gelfond—Schneiders sats kan ocksa ses som en elegant fortsattning pa idéer som
redan fanns i Lindemanns bevis for m:s transcendens (1882). Lindemann visade dar
att om « &r ett icke-noll algebraiskt tal, sa ér e® transcendent, vilket bland annat
ledde till det beromda resultatet att 7 dr transcendent eftersom e™ = —1. Gelfond
och Schneider generaliserade pa ett slaende satt dessa idéer till exponenter som
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sjalva ar algebraiska men irrationella, och 6ppnade déarmed dorren till en hel klass
av tidigare oantréiffade transcendensresultat.

Tillsammans utgor dessa resultat en av de mest eleganta berattelserna i modern
talteori: fran Hilberts formulering av ett problem vars 16sning verkade ligga bortom
datidens metoder, till upptackten att mycket enkla och naturliga uttryck skyler djup
matematisk komplexitet, och slutligen till de kraftfulla metoder som idag fortfarande
utgor grunden for transcendens- och approximationsteorin [Niv56].

31



8 Vidare resultat och 6ppna problem

Trots att existensen av transcendenta tal kan betraktas som vél etablerad sedan
1800-talet, kvarstar en rad djupgaende fragor kring deras aritmetiska egenskaper
och relationer. Efter de klassiska resultaten av Hermite, Lindemann, Gelfond och
Schneider utvecklades teorin i riktning mot att kvantifiera transcendensen hos vissa
tal. Ett omrade som kom att kallas studiet av transcendensmatt. Samtidigt har
frigan om ett algebraiskt oberoende mellan vilkdnda konstanter, sisom e och T,
forblivit ett av de mest centrala och oldosta problemen inom modern talteori.

8.1 Transcendensmatt

Liouvilles sats fran 1844 utgjorde den forsta konstruktionen av explicita transcen-
denta tal, men den gav ocksa upphov till ett nytt begrepp: mojligheten att méta
hur ndra ett tal kan approximeras av rationella tal. Om « &r ett reellt tal definierar
man dess approximationsgrad genom olikheter av typen

p
a_i

q
dar p anger hur snabbt approximationen kan forbédttras med vixande ¢ € N. Li-
ouvilles resultat visar att om « ar algebraisk av grad d > 2, sa finns en konstant
C(a) > 0 sadan att

<7a

Cla
0 P (d )
q q
galler for alla rationella p/q. Darmed foljer att tal som kan approximeras "for vil”
av rationella maste vara transcendenta. Liouvilles konstruktion av talet

L=3% 10"
n=1

utgor ett klassiskt exempel pa ett tal med odndlig approximationsgrad, vilket darmed
ar transcendensens prototyp.

Under 1900-talet forfinades dessa resultat vésentligt. Genom Thue—Siegel-Roth-
satsen visades att for varje algebraiskt irrationellt tal o och for varje ¢ > 0 finns
endast dndligt ménga rationella tal p/q som uppfyller

1
q2+a '

>

p
a_i

q
Detta innebar att exponenten 2 &r optimal, och markerar en dramatisk skarpning av
Liouvilles ursprungliga uppskattning. Roths sats rdknas som ett av de mest elegan-
ta resultaten inom modern diofantisk approximation och for vilket han tilldelades
Fieldsmedaljen 1958.

Vidare utvidgade Alan Baker under 1960-talet teorin till att omfatta linjara
former i logaritmer av algebraiska tal. Hans arbete ledde till effektiva uppskattningar
av transcendensmatt for ett brett spektrum av uttryck och resulterade i det som idag
kallas Bakers sats. Dessa resultat har haft djupgaende konsekvenser for diofantiska
ekvationer och for teorin om algebraiskt oberoende. Baker erholl Fieldsmedaljen
1970 for dessa framsteg [ORnda, ORndb].

<
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8.2 Schanuel’s Conjecture

Ett av de mest inflytelserika och fortfarande olosta problemen inom transcendens-
och oberoendeteori ar Schanuel’s Conjecture. Lat zq, ..., z, vara komplexa tal som
ar linjart oberoende Gver de rationella talen Q. Hypotesen hédvdar att méangden

{z1,.. ., zn, €, ..., e}

innehaller minst n element som &r algebraiskt oberoende Gver QQ.

Om denna konjektur vore sann skulle ett stort antal 6ppna problem l6sas ome-
delbart. Exempelvis skulle bade e + 7 och er visa sig vara transcendenta, liksom en
mangd andra uttryck som idag undandrar sig klassifikation. Schanuel’s Conjecture
betraktas darfor som en meta-sats inom transcendensteorin: den forenar de kénda
resultaten for exponentiella funktioner under ett gemensamt ramverk och antyder
en djupt liggande struktur i talens algebraiska beroendeférhallanden.

8.3 Oppna fragor

Trots de stora framstegen under det senaste arhundradet aterstar flera fundamentala
fragor obesvarade. Det ar exempelvis, som namnt ovan, fortfarande okéant huruvida
summan e-+7 eller produkten er dr transcendenta, eller ens om de ar algebraiskt obe-
roende. Inte heller ar det kant om 7¢ ar transcendent, d&ven om Gelfond—Schneider-
satsen implicerar transcendensen hos v,

Ett annat 6ppet omrade géller systematiska metoder for att uppskatta tran-
scendensmatt for mer allménna klasser av tal, samt mojligheten att formulera en
effektiv version av Roths sats. Dessa problem ligger nara forskningsfronten inom di-
ofantisk approximation och algebraisk oberoendeteori, dar analytiska och geometris-
ka metoder, sasom Arakelovs geometri och o-minimala strukturer, under de senaste
decennierna tillfort nya perspektiv.

Sammanfattningsvis visar dessa vidare resultat och 6éppna fragor att transcen-
denta tal inte endast utgor ett avslutat kapitel i talteorins historia, utan ett omrade
dar gransen mellan det kinda och det okdnda fortsétter att forskjutas. I motet mel-
lan klassiska bevis och moderna konjekturer framtrider transcendensteorin som ett
av de mest dynamiska och filosofiskt laddade falten inom den moderna matematiken.
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9 Avslutande reflektioner

Utvecklingen av transcendensteorin, fran Cantors odndlighetshierarkier till de mo-
derna konjekturerna om det algebraiska oberoendet, illustrerar ett av de mest djup-
gaende dragen i matematiken: spanningen mellan det konstruerbara och det prin-
cipiellt ogripbara. Genom arbeten av Liouville, Hermite, Lindemann, Gelfond och
Baker har gransen for vad som kan bevisas successivt forskjutits, men samtidigt
framstar nya fragor, sasom Schanuel’s Conjecture, som paminnelser om att talens
varld annu doljer mycket.

De transcendenta talen utgor darmed inte en avslutad kategori, utan snarare ett
perspektiv pa matematisk kunskap: de markerar gransen mellan det kinda och det
mojliga. Denna grans, som standigt flyttas genom logikens och analysens samspel,
béar pa samma idé som inspirerade Cantor: att odndligheten inte ar en grans, utan
en struktur.
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