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Al-Statement

I detta arbete har Al anvéints som stod i arbetsprocessen. ChatGPT har an-
vants for hjialp med LaTeX-formatering och som bollplank vid utformningen
av vissa avsnitt. ChatGPT kan t.ex. ha fatt ldsa igenom ett avsnitt och kom-
ma med forbattringsforslag géllande syntax. Vid anvindning av Al har ett

kritiskt forhallningsséatt tillimpats.



Abstract

This thesis presents the fundamentals of Sturm—Liouville theory, which provi-
des a framework for a class of second-order differential equations. Properties
of the solutions of these equations, known as eigenfunctions, are discussed and
proved. In particular, the orthogonality of eigenfunctions and Sturm’s com-
parison theorem are established. Furthermore, a method for solving Sturm-
Liouville problems is described and illustrated with a concrete example. Final-
ly, the influence of boundary conditions on the eigenvalues and the associated

eigenfunctions is examined.

Sammanfattning

I denna uppsats beskrivs grunderna i Sturm-Liouville-teorin. Teorin utgor ett
ramverk for en viss typ av andragradens differentialekvationer. Egenskaper
for ekvationernas losningar, egenfunktionerna, redogérs for och bevisas. Mer
specifikt bevisas egenfunktionernas ortogonalitet samt Sturms jamforelsesats.
Vidare beskrivs en 16sningsmetod fér Sturm-Liouville-problem vilket illustre-
ras med ett konkret exempel. Slutligen underséks randvillkorens paverkan pa

egenviardena och de tillhérande egenfunktionerna.
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1 Introduktion

Differentialekvationer spelar en central roll inom stora delar av vetenskapen. De an-
vands for att beskriva hur system fordndras over tid och rum, och utgor ett grund-
laggande verktyg for att formulera matematiska modeller av verkligheten. Detta

sammanfattas triffande av Simmons och Krantz:

Manga naturlagar — inom fysiken, kemin, biologin, ingenjorsvetenska-
perna och astronomin — uttrycks naturligast pa differentialekvationernas
sprak. Differentialekvationer &r med andra ord naturens uttryckssatt.
[SKI11, s. 1]

Att 16sa en differentialekvation innebér att bestdmma en eller flera funktioner. Det
ar saledes ett nytt paradigm fran de algebraiska ekvationerna, dér ett eller flera tal

bestams.

En teori for studiet av differentialekvationer ar Sturm—Liouville-teorin. Den ar upp-
kallad efter Jacques Charles Francois Sturm (1803-1855) och Joseph Liouville (1809-
1882), tva framstaende matematiker. Teorin bidrar med ett ramverk for att 16sa en
speciell typ av differentialekvationer. Karnan i teorin ar Sturm-Liouville-problemen,
dar egenfunktioner och egenvirden anvands for att beskriva fysiska system. Genom
att kombinera avancerad matematik med praktisk tillampbarhet skapar teorin en

bro mellan teori och verklighet.

I denna uppsats kommer vi att utforska de matematiska grunderna i Sturm-Liouville-
teorin och stka na en djupare forstaelse for Sturm-Liouville-problem. Mer konkret

kommer vi i denna uppsats att
1. oversiktligt beskriva teorin,
2. forklara varfor det kravs att p(x) > 0,
3. visa att egenfunktionerna ér ortogonala,
4. presentera och bevisa Sturms jamforelsesats,
5. betrakta fallet p(z) = r(z) =1, ¢(x) =0,

6. undersoka hur randvillkor paverkar egenfunktioner och egenvarden.
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2  Oversikt av Sturm-Liouville-teorin

Generellt handlar Sturm-Liouville-teorin om att losa en differentialekvation pa for-

men

i (s 2] + atahy = 3o )

dar:
o y ér den okadnda funktionen vi soker, kallad egenfunktion,
o ) ar en konstant, kallad egenvdrde,

e p(z),q(z),r(z) ar kdnda kontinuerliga reellvirda funktioner som definieras pa
ett specifikt intervall [a,b]. Ekvationen (1) kan l6sas explicit om dessa funk-

tioner ar konstanta.

e p(x) > 0ochr(z) > 0 for alla x i intervallet. r(x) kallas ofta viktfunktion eller

densitetsfunktion.

Ekvation (1) kallas Sturm-Liouville-ekvation. I litteraturen kan tecknet framfér and-

raderivatan och \ variera. Vi har valt denna teckenkonvention eftersom den medfoér
att A, bildar en vixande foljd som gar mot +oo nir n — oo, vilket ar standard i

manga tillimpningar.

Ekvationen (1) tillsammans med randvillkor i &ndpunkterna av intervallet [a, b] bil-

dar ett Sturm-Liouville-problem (SLP). Randvillkoren har formen:

k1y'(a) + koy(a) = 0,
ksy'(b) + kay(b) = 0,

dér kq, ko, ks, k4 ar reella konstanter.

Malet med ett givet SLP ar

o att hitta egenvardena, \,, som ger en icke-trivial l6sning till problemet,

o att for varje A, hitta den motsvarande egenfunktionen y = y,(z).

Av Sturm-Liouville-teorin foljer ett antal viktiga egenskaper hos 16sningarna, ndm-

ligen:
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o att egenviardena ar reella,

« att egenvardena gar mot oo,

« att egenfunktionerna har (n — 1) nollstéllen,
o att egenfunktionerna kan véljas reellvéirda,

» att egenfunktionerna ar ortogonala.

Detta ska vi ga igenom nedan.

2.1 Egenviardena ar reella

Vi borjar med att visa att egenvirdena ar reella. For lasbarhetens skull 6vergar vi

till primnotation. Om vi multiplicerar ekvation (1) med 7 och integrerar far vi

b AV 2 b 2
— [ (@5 +alyl?) do = A [ rlyl? e,

vilket efter partiell integration blir

b b b
py'7), +/a <p|y’|2 + q!yIQ) dr = A/a rlyl* dz.

Forsta termen blir

vilken ér reell. De dterstdende termerna i viinsterledet ir reella samtidigt som [ r|y|? dx

ar reell och skild fran noll. Darmed foljer att egenvéirdet A\ ar reellt.

2.2 Egenvirdena gar mot + oo

Vi antar att ¢ > 0. Da existerar det oandligt ménga positiva egenvarden A, sddana
att 0 < A\ < Ag < -+ < Ay < A\pyq < -+ . Dessutom, A, — +o0 nir n — oco. [AA15,
s. 190]

2.3 Egenfunktionerna har (n — 1) rotter

Varje egenvirde A, har en egenfunktion y, med exakt (n — 1) rotter. Detta innebar
exempelvis for ett SLP med Dirichlet randvillkor (se avsnitt 7) pa intervallet (a,b)

att y; har noll rotter, yo har en rot, y3 har tva rotter, och sa vidare.
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2.4 Egenfunktionerna kan viljas reellvarda

Till varje egenvérde finns en egenfunktion y(x) som kan véljas reell. Vi kan konstru-

era en reell egenfunktion

() + 5@
2

Att den ar reell foljer av att summan av ett komplext tal och dess komplexkonjugat

alltid ar reell.

Yreell (-,B) ==

Om Yreen(x) ar identiskt noll kan vi istéllet anvinda

y(z) —y(x)
2%

Bada dessa funktioner ar reella och uppfyller samma randvillkor som y(z). Darmed

/yimaginér(x) -
kan vi alltid vélja egenfunktioner som éar reella.

2.5 Egenfunktionerna ar ortogonala

Om y; och y; ar egenfunktioner till ett SLP som svarar mot till de olika egenvir-
dena A; och A; (dar \; # ), sa ar egenfunktionerna ortogonala med avseende pa

viktfunktionen r(x) pa intervallet [a,b]. Det innebdr att:

/abr(x) yi(x)y;(z)de =0, fori#j.

I avsnitt 4 bevisar vi detta.
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3 Varfor kravs det att p(x) > 07

I Sturm-Liouville-teorin kravs det att p(x) > 0. En anledning till detta kommer vi

att diskutera nedan.

Vi antar att vi redan har en kénd, icke-trivial 16sning, u(z), till Sturm-Liouville-
ekvationen. Vi vet fran teorin om andragrads linjara ODE:er att det alltid finns tva
linjart oberoende losningar. For att finna den andra losningen kan vi anvanda oss

av den sa kallade “variation of constants“-formeln:

v(z) = u(az)/ S OPIOE dt,
dar
o u(x) ar den forsta (kédnda) 16sningen till differentialekvationen,
« v(z) ar den andra lésningen som vi konstruerar med hjélp av u(z).

Om p(t) = 0 blir ndmnaren i integranden noll, vilket innebér att den andra lésningen
kommer att fa singularitet. Att en funktion far singularitet innebar att dess varde
vid en viss punkt blir odndligt eller odefinierat. Kravet p(x) > 0 sikerstéller darmed
att integranden inte blir odndlig, att 16sningen v(x) &r definierad och att ekvationen

har tva kontinuerliga 16sningar.

I ett SLP maste dessutom randvillkoren kunna tillimpas pa de losningar som tillats.
Om en l6sning ar obegridnsad pa intervallet dr randvillkoren inte ldngre menings-
fulla, eftersom funktionens varden eller derivator da inte ar vildefinierade. Detta ar

ytterligare en anledning till att Sturm—Liouville-teorin kréaver att p(z) > 0.
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4 Egenfunktionernas ortogonalitet

Som nadmnt i avsnitt 2.5 ar egenfunktionerna y;,y; till ett givet SLP ortogonala.
Detta ska vi visa nedan.
Vi borjar med att stoppa in dessa funktioner i var ursprungliga Sturm-Liouville-

ekvation (1) och far

—(py;)' + qui — Airyi = 0, (2)

—(py;) + qy; — A\jry; = 0. (3)

Vi multiplicerar ekvation (2) med y; och ekvation (3) med (—y;) samt adderar dessa

och forenklar. Det ger oss

—y;(pyi) + yi(py;) + (N — N)ryay; = 0.

Vi flyttar over derivatatermerna till hogerledet,

(A = X)ryay; = vy — vi(py)),

och integrerar fran a till b

b b
(A = )\z')/a ryiy; do = /a ((w)'y; = (py})'ys ).

Med partiell integration i hogerledet far vi

pyly] / Py do — py]yz "4 / py;y; dx

vilket efter forenkling ger oss ekvationen

R R

Vi stoppar in gransvirdena och far hogerledet

p(®) [:(0);(4) = 0y (0)] = pla) [4/(@)ys(@) = v (@)yica)| (4)
Lat oss med W (z) beteckna Wronskis determinant
Wi(x) = y;(2)yi(x) — yi(z)y;(x),
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vilket gor att var ekvation slutligen kan skrivas som

(=2 [ @)y de = pOW (B) — pla) IV (a).

Nu vill vi visa att ortogonaliteten héller. Vi vet sedan avsnitt 3 att p(xz) > 0. For

att y;, y; ska vara losningar till ett SLP maste de uppfylla randvillkoren:

k1yi(a) + kayi(a) = 0 och kyy;(a) 4 kay;(a) = 0,

k3y;(b) + kayi(b) = 0 och ksy/;(b) + kay;(b) = 0.

Vi noterar att om ky = 0,ky #0 = y(a) = 0 samt om k3 =0,ky #0 = y(b) =
0. Nar y, = 0 blir W(x) = 0 och séledes blir integralen noll och ortogonaliteten
haller.

Antar vi istéllet att kq, ks # 0 kan randvillkoren skrivas

—k —k
yi(a) = —yi(a) och }(a) = ——y;(a),
krq kq

—k —k
y;(b) = T:yi(b) och y}(b) =—

vilka instoppade i (4) ger oss hogerledet

0[50 5,0 = 507100 +5(0) @)@ - w0 0.

ks
Vi ser da att termerna inom hakparanteserna tar ut varandra och blir 0 vilket leder
till att HL = 0. Darmed ar ffr(m)yzyj dx = 0ty \; # A;. Egenfunktionerna y; och
y; ar saledes ortogonala med avseende pa viktfunktionen r(z).
O
Att integralen ff r(z)y;y; dx blir noll kan forstas intuitivt som att kurvans area av
egenfunktionernas produkt “tar ut varandra” Det ar saledes lika stor area under

som over x-axeln. I avsnitt 6.2 illustreras detta.
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5 Sturms jamforelsesats

En anviandbar sats inom Sturm-Liouville-teorin &r Sturms jamforelsesats, vilken vi
kommer att redogora for samt bevisa i detta avsnitt. Med hjélp av satsen kan vi

jamfora oscillationsbeteenden mellan losningar till olika differentialekvationer.

Sturms jamforelsesats: Anta att ¢ och ¢ &r positiva funktioner dar ¢ < §. Lat y

vara en icke-trivial 16sning till differentialekvationen

—y"+q-y=0
och 1at g vara en icke-trivial 16sning till differentialekvationen

-y +q-y=0.

Da ar y noll minst en gang mellan tva pa varandra foljande nollstéllen till g.

Bevis: Lat a och b vara tva pa varandra foljande nollstéllen till §. Inget nollstélle
finns mellan dem. Vi forsoker hitta en sjalvmotségelse och antar att y inte ar noll
pa det 6ppna intervallet (a,b). Vi kan anta att bade y och § ar positiva pa (a,b)
(multiplicera annars funktionen med -1). Observera att detta innebér att §'(a) > 0

och ¢'(b) < 0. D4 ar ett uttryck som liknar Wronskis determinant med y och ¢:

och

W'(x) =yy" —gy",
= y(qy) — i(qy),
=(7—q)yy > 0,

eftersom ¢ < ¢ enligt hypotesen. Integrering av den sista likheten ger att

W(b) — W(a) > 0 eller W(b) > W(a). (5)
Eftersom g dr noll forenklas Wronskis determinant till y - 4 i @ och b. Darmed ar
W(a) = y(a)y'(a) > 0 och W(b) = y(b)y'(b) <0

18



vilket star i direkt motsats till ekvation (5). Motsédgelsen visar att antagandet var

fel — alltsa maste y ha minst ett nollstélle i (a, b). O
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6 Exempel: Fallet p(x) =r(x) =1, q(x) =0

Vi betraktar fallet da p(z) = r(z) = 1 och g(z) = 0 med randvillkoren y(0) = y(1) =
0 pa intervallet [0,1]. Vart SLP blir ddrmed

—y"—=Ay=0, 0<x<l,
y(0) =0,
y(1) =0.
I praktiken kan detta problem liknas med en gitarrstrang med langden 1 som sitter

fast i bada dndar. Losningarna vi far kommer att motsvara strédngens svangnings-

monster vid olika frekvenser, dven kallat en harmonisk svangningsrorelse.

6.1 Beriakning av y, och )\,

Som forsta steg antar vi en l6sning pa formen:

dar r ar en konstant som ska bestammas. Nar vi sitter in detta i var ekvation

—y" — Ay =0 far vi

P2\ = 0,
re"™ + Xe'" =0,
e (r* + ) =0,
2+ A=0.

Vart andra steg blir att bestdémma den generella l6sningen till den karakteristiska

ekvationen r? + \ = 0, vilket ar

r = +iv\.

Eftersom r ar komplex, ty A > 0, kan den generella 16sningen skrivas som

y(z) = Acos(VAz) + Bsin(vV\x),
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dar A och B ér reella konstanter.
Nér vi funnit var generella 16sning, dr det tredje steget att tillimpa randvillkoren.

Vi bérjar med y(0) = 0:

Néar z = 0 blir 16sningen
y(0) = Acos(0) + Bsin(0) = 0.
Ty cos0 = 1 maste A = 0. Darfor reduceras lésningen till
y(z) = Bsin(vV/Az).

Vi gar vidare till det andra randvillkoret y(1) = 0:

Nér x = 1, blir 16sningen
y(1) = Bsin(vV/A-1) = 0.

For att detta ska galla kravs

vilket sker nar
Vi=nr, n=12.3,...,

dér n ar ett positivt heltal (eftersom n = 0 ger den triviala lésningen y(x) = 0, och

negativa n ¢j tillfor nagot nytt ty sinz &r en udda funktion).

Som fjarde steg réiknar vi ut egenvirdena \,. Fran /A, = nx far vi
A = (nm)?, n=1,23,...
och darmed blir egenfunktionerna

Yn(x) = Bsin (nmx).
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6.2 Illustrationer av fallet

Vi anviander nu lésningarna fran avsnitt 6.1 for att illustrera nagra av de egenskaper

som diskuterats tidigare. I alla figurer satts B = 1.

1.0

05
I . 2
. Y2
0.2 — v
- — Ya
-05f

-10}
Figur 1: De fyra forsta egenfunktionerna.

Figur 1 visar de fyra forsta egenfunktionerna som loser vart SLP. Har ser vi tydligt
en av egenskaperna vi namnde i avsnitt 2.3, namligen att egenfunktion y,, har (n—1)
rotter pa (0, 1).

Notera att vi i borjan av avsnitt 6 namnde att losningarna, som vi nu vet ar
yn(z) = Bsinnmz, motsvarar gitarrstrangens svangningsmonster vid olika frekven-
ser. Det visar sig att vid vissa frekvenser star vissa punkter pa gitarrstréngen stil-
la, medan andra vibrerar med maximal amplitud. Det kallas for en staende wvdg.
Punkterna dér strangen star stilla (dir kurvorna skér z-axeln) kallas noder medan
punkterna med maximal sviangning kallas bukar. I figur 1 ser vi en 6gonblicksbild av
de fyra forsta staende vagorna, representerade av varsin egenfunktion. Vidare avgor
A, hur snabbt y,, oscillerar. Ju storre \,, desto fler nollstallen och darmed fler noder

och bukar. Amplituden avgors av B.

Vart SLP uppstar nar vi 1oser den sa kallade vagekvationen, en partiell differenti-
alekvation, genom variabelseparation. Vagekvationen beskriver vagors utbredning i

exempelvis ljudvagor, elekromagnetiska vagor och vibrationer i en striang.

Figur 2 visar vart SLP:s fyra forsta egenvirden, dar A\; = 72, Ay = (27)2, A\3 = (37)?
och Ay = (4m)%. Vi ser bade att de ér reella och att vi kan ordna egenviirdena lings

den naturliga tallinjen, dar Ay < Ay < A3 < A4, som vi ndmnde i avsnitt 2.2.
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A & A A

0 50 100 150

Figur 2: De fyra forsta egenvirdena.

Sin (7T x) Sin (2 T X)

Figur 3: [ 7(2)y1y2 dz = 0

Egenfunktionernas ortogonalitet, som vi bade namnde i avsnitt 2.5 och bevisade i
avsnitt 4, illustreras i figur 3. Multiplicerar vi de tva forsta egenfunktionerna, y; och
Yo, med viktfunktionen r(z) = 1 far vi ovan kurva. Vi ser att areorna 6ver respektive

under kurvan tar ut varandra och blir noll.
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7 Randvillkorens paverkan pa y, och )\,

Det finns nagra typiska randvillkor for Sturm-Liouville-problem. Tva stycken som
ar vanligt forekommande ar Dirichlet-villkor och Neumann-villkor. Dirichlet-villkor
specificerar funktionens vérde vid randen av intervallet, medan Neumann-villkor
specificerar viardet pa funktionens derivata vid randen av intervallet. Vanligtvis sétts

dessa enligt:

« Dirichlets randvillkor: y(a) = y(b) = 0,

o Neumann randvillkor: y/'(a) = 3/(b) = 0,

pa ett intervall [a, b]. Nar vi sitter dessa till 0 enligt ovan kallas villkoren for homo-

gena.

Vi ska nu underséka hur olika randvillkor paverkar egenfunktioner och egenvérden.
Vi kommer forst att utga fran forutbestamda varden pa p, g och r, for att sedan ga

vidare till fallet dar p, g och r fortfarande ar konstanta men inte lingre givna.

71 Narp=r=1ochq¢g=0:

For nedan géller p = r = 1 och ¢ = 0 och intervallet [0, L].

7.1.1 Dirichlet-villkor:

Med Dirichlet-villkor blir vart SLP

-y —Ay=0, 0<zxz<L,
y(0) =0,
y(L) = 0.
For att 16sa problemet anvinder vi de fyra stegen som vi visade i avsnitt 6.1. Los-

ningarna blir sinusformade. Vi kan notera att problemet ar likadant som i avsnitt
6, bortsett fran att vart intervall i detta fall ar [0, L].

Egenvardena ér



med tillhérande egenfunktioner

nmx
W(2) = Bsin (222
Yn () sm<L>

darn =1,2,3,....

7.1.2 Neumann-villkor:

Med Neumann-villkor blir vart SLP

-y = Xy=0, 0<zx<L,
y'(0) =0,
y' (L) =0.

Genom att rakna enligt de fyra stegen fran avsnitt 6.1 finner vi att l6sningarna blir

cosinusformade.

Egenvardena ar

dirn=0,1,2,....

7.1.3 Blandade villkor:
Vi kan aven ha Dirichlet-villkor i ena dnden och Neumann-villkor i andra anden.

Vart SLP blir da

-y = Xy=0, 0<zx<lL,

y(0) =0,
y'(L) =0.

Vi anvander de fyra stegen och far resultatet att egenvardena blir

25



DN T/24+nmw
A\p = (/L)Q’

med tillhérande egenfunktioner

dirn=1,2,3,....

7.2 Nar p, g och r antar andra varden:

I fallen ovan antogs p =r = 1 och ¢ = 0. Vi ska nu underséka vad som hénder med
losningarna nar koefficenterna ar fortsatt konstanta men antar andra varden an 1

och 0. I ett sadant fall blir differentialekvationen

—py" + qy = pry,

pa intervallet [0, L]. For tydlighets skull later vi egenvérdet i ekvationen betecknas
med p.

Genom att 1osa ut —y” fas

" __ /““_q:y'
p

For att forenkla uttrycket infor vi parametern

k,2::ur_q
p

sa att differentialekvationen kan skrivas pa formen
—y — Ky =0.
Denna ekvation har den generella 16sningen
y(x) = Acos(kx) + Bsin(kx).

De tillatna vardena pa k bestdms av randvillkoren.
Vid Dirichlet-villkor fas
k:n%, n=1,23,...

26



och vid Neumann-villkor fas

Vi kan nu bryta ut g ur

p L2
och fa

g pnir?

oo L2

vilket ar vart egenvarde \,,.
De tillhérande egenfunktioner ar

L

Bsin("”) , n=1,23,... (Dirichlet),
Yn(T) =
ACOS(%) , n=0,1,2,... (Neumann).

Notera att egenfunktionerna dr desamma som i standardfallet p =r =1 och ¢ = 0.

Det ér enbart egenvardena som fordandras.
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8 Diskussion och slutsats

I denna uppsats har vi undersokt grunderna i Sturm-Liouville-teorin utifran anta-
gandet att koefficienterna p,q och r ar konstanta. Med det antagandet kan vi na
en grundlaggande forstaelse for hur Sturm-Liouville-problem fungerar och kan l6sas.
Som vi ndmnde i borjan av uppsatsen innebér konstanta koefficienter att Sturm-
Liouville-problemen kan 16sas explicit. Daremot ar det véart att namna att det finns
fall da differentialekvationer inte har konstanta koefficienter, men anda &ar explicit

losbara.

Exempelvis ar de sa kallade Hermitepolynomen lésningar till en Sturm-Liouville-
ekvation med icke-konstanta koefficienter. Hermitepolynomen léser en differentia-
lekvation som kan skrivas enligt —(e=*"y/)’ = 2ne™*"y, pa Sturm-Liouville-form. Vi
ser att koefficienterna ér funktioner av x. Trots detta ar ekvationen explicit 16sbar.
Aven Laguerrepolynom och Jacobipolynom ér exempel pa losningar till differenti-
alekvationer med icke-konstanta koefficienter. Samtliga tre nimnda polynom ar sa

kallade ortogonala polynom.

I praktiska tillampningar forekommer ofta icke-konstanta koefficienter dér 16sningar-
na inte gar att bestdmma explicit. Teorin utgor da ett anvindbart ramverk éven i de
fall d& explicita losningar saknas. Kunskap om egenfunktionernas och egenvirdenas
egenskaper, tillsammans med Sturms jamforelsesats, ger mojlighet att analysera och

l6sa mer generella Sturm-Liouville-problem.
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