Matematiska institutionen
STOCKHOLMS UNIVERSITET

Losningsskisser till tentamen i Matematiska metoder for naturvetare, MM2004,
den 13 januari 2023

1. (a) Vi skriver om olikheten

2 < ! < 2 1 <0 <« ! <0
20—1 z+3 20—1 x+3 2z —1)(z+3)

sa vi kan stélla upp en teckentabell

X -3 1/2
2r—-1 | —==== - == === 0 +++++
z+3 | -———= 0 +++++ + +++++
7
2z - 1)@ +3) +++++ 1 === ! F++++
7
Vi ser att ar negativt precis dd —3 < z < 1/2, vilket ddrmed

2z — 1)(z + 3)

ar vart svar.

(b) Man ser att f har definitionsméngd R, och virdeméngd |1, c0], sa for y > 1
far vi

z—3 em—?;

y=f) & y=—F+1 & y-1=

& InRy—-2)=2z-3 & z=In(2y—2)+3.

& y—2=¢"3

Funktionen f &r dirmed inverterbar, och f~!(y) = In(2y — 2) + 3 for y > 1.
Svaret ér alltsd att f~!(z) = In(2z — 2) + 3 for z > 1.

2. Den kontinuerliga funktionen f(z) = arctan(x) + —1- #r definierad da = # —1.

41
Den enda mdjliga vertikala asymptoten ar ddrmed z = —1, och eftersom vi far
lim f(z) =—oc0och lim f(z)=o00saz = —14r en asymptot. Vi far vidare
T——1— r——1+4+

att ll}I:il f(z) = £7/2, s& y = m/2 och y = —x/2 ar horisontella asymptoter.
T o0

Derivering ger

1 1 2z

f@ = (x+1)2  (1+22)(1+a)?

sa f'(x) = 0 endast f6r x = 0. Vi gor en teckentabell

X ‘ —1 0
fll@) |- v = 0
fl@) [N N\ 1

_|._

/

Fran teckentabellen ser vi att funktionen bara har en lokal extrempunkt, ett lokalt
minimum fér = 0. Vi kan nu skissa grafen:



3.

4.

(a) Vi bérjar med att 16sa den homogena ekvationen yj + 4y, = 0. Den ka-

rakteristiska ekvationen &r m? + 4 = 0, med lésningar m = +2i, sd vy, =
Asin(2z) + Bcos(2x), for A, B € R.

Vi ansétter en partikuldrlosning pa formen y, = azx? + bx + ¢, s y;,’ = 2a sa
vi far y, + 4y, = 4a? + 4bx + (4c + 2a) vilket skall vara lika med 22, vilket
betyder att a = 1/4, b =0 och ¢ = —1/8, sd y, = (222 — 1)/8.

Den allménna 16sningen till differentialekvationen ar ddrmed

222 — 1

Y=yp+yn= + Asin(3z) + B cos(3x).

(b) Differentialekvationen y' = x%e~3Y dr separabel. Om vi skriver om den som

e3¥y’ = 2 och integrerar bada sidor far vi att e%y = % + C Utnyttjar vi
begynnelsevillkoret y(0) = 0 far vi C' = 1/3, vilket ger att 3 = 23 + 1, s3

_In(z3+1)
y=—=5—"
Losningen &r definierad d& 23 + 1 > 0, dvs pa intervallet | — 1, ool.

(a) Koefficientmatrisens determinant ar

1 20 1 20
2 a1l i+ =|1 a 0] = [utveckla efter kolonn 3] = 1-‘ =a—2.
1 01 1 01

1 2‘
-1

1

(b) Om a = 2 &r ekvationssystemets totalmatris

1 2 04 -2 1-1 1 2 0] 4
2 2 1|5 J+ ~10 =2 1]|-3 -1
1 0 1|1 + 0 -2 1|-3 J+
1 2 0] 4 1 2 0 4
~(0 =2 1]-3| | --1/2 ~]0 1 —-1/2|3/2
0 0 0] 0 0 0 0 0

Vi ser att z blir en fri variabel. Sétter vi z = t, far viy = 3/2+2/2 = (3+1)/2,
och x =4 — 2y =1 —t, sa ekvationssystemets l6sningar ges av

(x,y,2) = (1 —1t,(3+1)/2,t), t eR.



D.

(a)

Varje enhet blir felfri med sannolikhet 1 — 0.10 = 0.90. Enheterna blir felfria
oberoende av varandra sa sannolikheten att alla tio enheter blir felfria &r
0.90'° ~ 0.35.

Kan dven berdknas med formeln for binomialférdelningen.

Lat X vara antal felaktiga enheter av de tio tillverkade. Da &r
X ~ Bin(n = 10,p = 0.10) och

1
P(X =2) = (;) 0.120.9% ~ 0.19.

Lat X vara antal felfria enheter av de 230 tillverkade. D& &r X ~ Bin(n =
230,p = 0.90) med véinteviarde p = E(X) = 230 -0.90 = 207 och standard-
avvikelse 0 = D(X) = +/230-0.90 - 0.10 ~ 4.55. Med stod av centrala gréns-
virdessatsen dr X approximativt normalfordelad med véinteviarde p = 207
och standardavvikelse o = 4.55 och den sokta sannolikheten blir

200 — 207)
4.55
=1—(1—®(1.54)) = ®(1.54) = 0.9382 ~ 0.94.

P(X2200):1—P(X<200):1—<I>(

Anvander man halvtalskorrektion blir sannolikheten 0.95.

Vi betecknar vantevéirdena for kontroll- och behandlingsgrupp med py, respek-
tive pp. Ett 95% konfidensintervall for u; — py berdknas med formeln

_ /1 1 . ny — 1)s2 + (n — 1)s?
:Bb—:vkzlzto.025(nb+nk—2)sp n—b—l-nfk dér sp:\/( b n?,—ll)—nk(—kZ ) .

Vi har n; = 4 och ny = 5 och berdknar medelvarden och varianser till
Zp = (69.0 4+ --- +65.7) /4 = 66.3 och

((69.0 — 66.3)% + - - - + (65.7 — 66.3)%) /(4 — 1) = 5.820,

sk

respektive 7, = (59.8 + - - +60.5)/5 = 61.2 och

2= ((59.8—61.2)2+ -+ (60.5 — 61.2)%) /(5 — 1) = 9.625.

Ur tabell bestams t-kvantilen som blir ¢g925(7) = 2.36. Med insatta virden
beréknas den poolade standardavvikelsen till s, = 2.827 och konfidensinter-
vallet till —5.1 + 4.48 eller (—9.58, —0.62). Tolkning: Differensen pj — py &r
med sannolikhet 95% inom intervallet (—9.58, —0.62).

Vi stéller upp féljande hypoteser

Ho :pp = pie = o — pie = 0
Hy iy # e & iy — pg # 0.

Om signifikansnivan véljs till a = 5% kan testet goras med konfidensinterval-
let som berédknades i uppgift (a). Eftersom 0 inte ingar i intervallet ska Hy for-
kastas. Behandling med substansen sdnker den genomsnittliga enzymaktivi-
teten signifikant, pa nivan o = 5%.



