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Examinator: A. Sola

Inga hjilpmedel tillatna. Motivering krivs i varje uppgift. Varje uppgift 4r vird 5 poédng och
minst 15 poing, varav minst 5 fran teorifragorna, kréavs for godkint

1. Vilka av foljande generaliserade integraler konvergerar?
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(a) Denna integral dr generaliserad i origo. Vi berdknar darfor, for 0 < e < 2,
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Vi ser nu att lim._q fe ~5/z €] existerar, varfor den generaliserade integralen dr divergent.

Lo6sningsforslag:

(b) Vi observerar att sin® x < 1 for v € R. Detta ger i sin tur att
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for varje R > 0. Eftersom limg_, o arctan R = 5 ger jimforelsekriterium I for generaliserade integraler
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att daven fo Sllimff dx dr konvergent.

(¢) Denna integral dr generaliserad bide i origo och i odndligheten. Den givna integranden dr vidare
positiv. For att dra slutsatsen att den generaliserade integralen divergerar ricker det att visa att fol z%‘fx

ar divergent. Vi har, for ¢ <1, 22 +x < 2z, och dirmed gdller for e > 0 att
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Eftersom fe dx—w = log% — o0 nar e — 0 ar aven fo xd—"’” divergent, och ddrmed divergerar integralen i
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(c).

2. (Teori) (a) Vad menas med att en funktion f(x,y) dr partiellt deriverbar i en punkt (a,b)? (1p)

(b) Avgor huruvida griansvirdet
23y?
im ——
(2,9)—(0,0) 2 + y3
existerar. (2p)
(¢) Ar funktionen
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partiellt deriverbar i origo? (2p)
Loésningsforslag: (a) Se kursboken PB2, s. 46-47, for denna definition.



(b) Vi har f(0,y) =0 fory # 0. A andra sidan antar f godtyckligt stora och godtyckligt smé virden
néra origo dd ndmnaren dr noll lings kurvan y> = —x2. Sdledes existerar det givna grinsvérdet ej.

(¢) Vi har f(0,y) =0 och f(x,0) =0 vilket tillsammans med f(0,0) ger att f dr partiellt deriverbar i
origo med 0, f(0,0) = 9,(0,0) = 0.
. Bestam samtliga stationdra punkter till funktionen

flay) =2 +ay — 2z

samt avgor deras karaktér. (5p)
Losningsforslag:

Funktionen f ges av ett polynom i tva variabler och dar sdledes dverallt godtyckligt mdnga gdanger
deriverbar. Vi underséker ddrfor punkter ddir de partiella derivatorna dar lika med noll. Eftersom
Vf=02x+y—2,z) drnoll nir (x,y) = (0,2) har vi endast en stationdr punkt.
Vi har vidare

Or.f=2 0,f=1 05,f=0

Ty

vilket betyder att den kvadratiska formen hérande till f dr oberoende av valet av punkt. Vi har
Q(h, k) = 2(h* + hk),
vilket vi genast kan identifera som en indefinit form.
. (Teori) (a) Definiera begreppen (i) begransad méngd, (ii) sluten mingd samt (iii) kompakt méngd i
R2. (3p)
(b) Antar funktionen f(x,y) = 3y — y? ett stérsta och ett minsta viirde under bivillkoret 23 4+ y* = 0?
(2p)
Losningsforslag:
(a) Se kursboken PB2, s. 13-15, for dessa definitioner.

(b) Vi noterar att bivillkoret ej beskriver en begrinsad mdngd. Bivillkoret kan skrivas pd formen x
—y?. Sdtter vi in detta uttryck for x i den givna funktionen erhdlls

3:

flay) =~y —y* = =" + 1).
Faktorn y* dr icke-negativ for alla y € R. Om y > 0 dr dven y> +1 > 0 och vi har limy_ 1o —y*(y® —
1) = —o0. Sdledes antar funktionen f inget minsta virde under det givna bivillkoret.
Om y < —1 gdller att y> +1 < 0. Vi har dédrmed
lim —y?(y® +1) = +oo

Yy——00

vilket medfor att f inte heller antar ett storsta vdrde.

Vi drar slutsatsen att f(z,y) = x>y —y? varken antar ett storsta eller ett minsta virde under bivillkoret
> +yt=0.

. (Teori) Definiera begreppet supremum och infimum fér en funktion f(z,y, z) av tre variabler. (1p)

(b) Betrakta funktionen
Yz

z? +y? + 22
pa mingden D = {(x,y,2) €R®: 2> 0,y > 0,2% = 1}.

f(xvy) =

Bestdm supremum och infimum fér f pa D. (3p)
Lo6sningsforslag:

(a) Se Kompletteringskompendium 1 for definitioner av supremum och infimum.



(b) Vi observerar forst att ekvationen z> = 1 har en entydig losning i z = 1. Déirmed kan vi skriva
D = {(z,y,1): « > 0,y > 0}. Insdttning av en allméin punkt i D i den givna funktionen ger oss
uttrycket
Ty
1) = ——FF—.
Vi ser genast att f dr positiv paden givna méingden D. Om x > 0 och y = 22 sa tillhor (x,y) mdngden
D, och lings med denna kurva har vi
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Darmed fas att infp f(z,y,z) =0.

I polira koordinater x = rcos@ och y = rsinf har vi

r?sinfcosf  r%sin(26)

f(z,ya]-) = T‘2+1 - 2(7"2+1)

och i D giller r > 0 samt 0 < 6 < 7/2. Vi har speciellt att f(x,y) < 5. Vidare mazimeras tiljaren for
fixt r nar 0 = w/4, det vill saga lings diagonalen i forsta kvadranten. Vi far
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och eftersom lim,_, . f(x,z,1) = % galler att supp, f = %

. (Teori) (a) Definiera begreppet konvergent serie. (1p)

(b) Definiera begreppet absolutkonvergent serie. (1p)

(c) Visa att om en serie med reella termer konvergerar absolut, sa &r serien konvergent. (3p)
Loésningsforslag:

(a) Se Kompletteringskompendium II, Def. 1.

(b,c) Se Kompletteringskompendium II, Avsnitt 5.



