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Inga hjadlpmedel tilldtna. Motivering krédvs i varje uppgift. Uppgifterna &r inte ordnade

efter svarighetsgrad.

For att fa full poédng behdver du, om det &4r mdéjligt, referera vid namn till alla satser du
anvadnder ndr du anvédnder dem, och uttryckligen nédmna vilka forts&dttningar du anvénder for
att satsen ska vara uppfylld.

Skriv dina ldésningar foér varje uppgift (1-6) pad separata papper. Deluppgifter ((a),(b),..)
kan skrivas p& samma papper.

Varje uppgift &r vdrd 5 podng och minst 15 podng, varav minst 5 fré&n teorifrégorna,
garanterar godkadnt betyg. Foérutsatt att du far minst 5 podng frén teoridelen, garanterar

minst 15 podng betyget E, 18 betyget D, 21 betyget C, 24 betyget B och 27 betyget A.

Problemdel
1. (a) [1p] Visa att det finns ett tal & €[0,2] sadan att foz ¥ dx =265,
(b) [1p] Ge ett fullstandigt argument for att visa att det finns en reell 16sning till ekvationen
X3 —4x?+3x+3=0.

(c) Talfoljden {x,},s, definieras rekursivt av

3x,+1 .
x1=0, Xp=—"—, forn>l.
X, +3

(i) [1p] Visa att 0<x, <1 for allan>1.

(ii) [2p] Visa att talfljden {x,},s; konvergerar och bestdm dess gransvérde.

Facit.

(a) Observera att funktionen x — e sr kontinuerlig i intervallet [0,2] och anvind
Integralkalkylens medelvardessatser.

(b) Observera att funktionen ar kontinuerlig i R och anvind den mellanliggande virden
sats pa intervallet [-1,0].
(¢) i. Visa med induktion att olikheten géller, sa ar talfoljden begransad.
ii. Visa att talféljden dr viaxande, och anvind den monotona konvergensprincipen for

att visa att grédnsvirdet existerar och det ligger mellan 0 och 1. Om vi kallar det
for [, och man tar da gransvardet, fas att det uppfyller ekvationen

_3l+1

[= )
[+3

som medfor att det ar lika med 1.



2.

(a) [1p] Undersok om den generaliserade integralen

+oo sin(é)

1V

konvergerar.

(b) [2p] Bestédm for vilka virden pa o >0 serien

> (o]ik++41 )k

k>1

divergerar.

(c) Lat {a,}n>1 vara sadan att a, >0, for alla n> 1.

Facit.

. [1p] Visa utifrdn riknelagar for gransvirden att, om limy+c0 73%- =0, 54 géiller att

lim,— 40 a, =0.

. [1p] Visa att serien ¥, a, konvergerar om serien Y51 14 konvergerar.

(a) Integrand A&r positivt inom integrationsintervallet, och sammansatsningslagen for

gransvarden och standardgransvarden ger att

sin(x~2)

T

. 2
lim ——— =1,

X=>+00 LS

x2

Jamforelsekriteriet II for integraler ger att integralen konvergerar.

(b)

. Skriv om uttrycket som

a 1

l+a,  l+a,
och anvand additionslager, kvotlagen och additionslager igen for att visa att
limn_>+oo ay = O

Alternativ 1: Notera att, om y, = 4

2 géller det att 0 <y, <1 och att

1+
- I
an = 1_yn f(yi’l)7
dar f(x) = % som dar kontinuerlig i R~ {l}.  Resultaten foljer da fran

Sammanséttningslagen.

Alternativ 2: Man kunde lésa uppgiften fran definitionen av grénsvérdet.
Faktiskt, for alla € >0 som € < 1, finns det ng € N sadan att, for alla n > ng géller
det att

an

0<

<E.
a,+1

Notera dock att for dessa n géller da att
&€
O<a,<——.
1-¢
Anmairkning: Man maste visa forst att gransvardet lim, a, existerar om man vill
anvanda kvotlagen. S& det ar inte en korrekt argument skriva

) a lim, a .
0=lim—— = L = lima, =0,
n oa,+1 1+lim,a, n

utan att bevisa forst att lim, a, existerar.



ii. Anviand Jamforelsekriteriet I for positiva serier.

(c) Serien ar positiva. Eftersom

I ok+1 o
im =
kK k+4 ’

Rotkriterium ger att serien konvergerar om o < 1, och divergerar for o > 1.

Om a =1, géller da att

k+1\F -3\
S I I T S -
(k+4) ( +k+4) e #0, k- +oo,

eftersom .
lim (=3) =-3.
k—oo k+4

Da divergerar serien for o > 1.



3. For varje a € R, 1at fo : R? - R vara funktionen definierad av

(a)
(b)
(c)

(1-cos(xy?)) (x*+y*)%, om (x,y) # (0,0),

fa(x,y) = { 0, om (x,y) =(0,0).

[2p] Bestdm for vilka virden av o som funktionen f, ar kontinuerlig i R?.
[1p] Bestam for vilka varden av o som funktionen fy ar partiellt deriverbar i origo.

[2p] Bestam for vilka varden av o som funktionen fy ar differentierbar i origo.

Facit.

(a)

Funktionen ar kontinuerlig i R2\ {0} eftersom det kan skrivas som produkt av termer,
som i for sig, ar sammansattningen av kontinuerliga funktioner.

For att studera kontinuitet i origo behdver vi att studera existens av

foc(xa)’)~

lim
(x,y)~(0,0)

En variabelbyte till polara koordinater, och standardgransvirdet visar att det
gransvardet existera och det ar lika med noll, om och endast om, o > -3.

Notera att, for alla a € R, f, ar vél definierad i en punkterad omradet av origo.
Dessutom géller det att

fa(X,O)—fa(0,0) _

X

0 )
= fa(0,0) = lim 0,

och likadan visas att (% f(0,0)=0. Sa ar fy partiellderiverbar i origo for alla a € R.

Funktionen f, ér differentierbar i origo om, och bara om

_falxy)
(xy)—(00) (x2+y2)1/2 7

Omskrivning av uttrycket i poldra koordinater, och anvandingen av standargriansvarden
visas att det géller om, och bara om, o >-5/2.



4. Betrakta funktionen
flx,y) =x>=3xy?

(a) [2p] Bestdm samtliga stationdra punkter for denna funktion och avgér om de ar lokala
maximipunkter, lokala minimipunkter eller sadelpunkter.

(b) [3p] Bestam de absoluta extremvarderna for funktionen f pa cirkeln med radie 2

centrerad i origo.

Facit.

(a) Partiella derivator blir

Of(x,y)=3x*=3y*, O f(x,y)=—6xy,

som har (0,0) som sin endast stationar punkt.

Dem andra ordning partiella derivator blir

axzxf(xvy) = 6)C, axzyf(X,y) = —6y, ayzyf(xvy) = —6x.

Den associerad quadratisk form blir d& noll.
Notera dock att
flt,1) = =213,
sa for godtyckliga nara punkter till (0,0) antar f bade positiva och negativa varden.
Sa ar (0,0) en sadelpunkt.

(b) Cirkeln med radie 2 centrerad i origo, som ar en kompakt méng, kan beskrivas som

{(x,y): g(x,y) =0},

dar g(x,y) =x?+y?-4.

Vi noterar att Vf och Vg ar parallella om, och endast om

3x2 -3y 2x

0= det( 6y 2

) < 6y(3x*-y?) =0.
Det och bivillkoret ger den 6 méjliga lokala extrempunkter
(£2,0), =(1,+V3),

med resp. varden
(x0,Y0) f(x0,y0)
(2,0) 8
(-2,0) -8
(1,+V3) -8
(-1,+/3) 8

ps. Notera att, i det fall, kunde vi reducera problemet att studera den envariabelfunktion

h(x)=x’-3x(4-x*)=4x’ - 12x,  for xe[-2,2].



5.

Teoridel

(a) [1p] Definiera begreppet (egentligt) gransvirde av en envariabelfunktion f(x) da

X —> —00.
(b) [1p] Definiera begreppet infimum for en icke tom delméngd M c R.
(c) [1p] Definiera begreppen inre punkt och randpunkt fér en méngd M c R”, dar n> 1.
(d) [2p] Formulera och bevisa en sats i kursen dar Intervallinkapslingssatsen anvands i
beviset.

Facit.

(a) Se Kap. 21 [PBI].
(b) Se Appendix A3 i [PB2].
(c) Se Definition 1 i Kap. 1.3 i [PB2].

(d) Man kan vélja t.ex. den Mellanliggande virdens satsen, eller Weierstrass satsen.

)
)
)
)



6.

(a) [1p] Bevisa utifran definitionen av kontinuitet att om f:D — R &r kontinuerlig i en
punkt a €D och f(a) >0, sa finns det ett tal r>0 sadant att f(x) >0 for alla x € D som
uppfyller [x—a| <r.

(b) [2p] Bevisa foljande version av principen om monoton konvergens:

Lat f:(a,b) > R vara en begridnsad och avtagande funktion. D& existerar
gransvardet

lim f(x) e R.

x—>b~

(c) [2p] Bevisa utifran definitionen av under- och 6verintegral att for alla begrénsade

funktioner f:[a,b] > R géller
b b
—o00 </ f(x)dxg/ f(x)dx < +o0.
Ja_ a
Facit.

(a) Lat €= @ >0 och anvind definitionen.
(b) Kolla Sats 6 i [K1], och forklaringen fore det (ink. Hjilpsats 1).
(c) Kolla Sats 3 1 [K1].



