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Inga hjalpmedel tilldtna. Motivering krdvs i varje uppgift. Uppgifter &r inte ordnade efter

svarighetsgrad.

For att fa full poédng behdver du, om det &r mdéjligt referera vid namn till alla satser du
anvaénder ndr du anvénder dem, och uttryckligen nédmna vilka foruts&dttningar du anvénder for
att satsen ska vara uppfylld.

Skriv dina lésningar foér varje uppgift (1-6) pd separat papper. Deluppgifter ((a),(b),..)
kan skrivas p& samma papper.

Varje uppgift &r vdrd 5 podng och minst 15 podng, varav minst 5 frén teorifrédgorna, krévs
for godkédnt. Forutsatt att du fir minst 5 poédng frdn teoridelen, garanterar minst 15 poéng

betyget E, 18 betyget D, 21 betyget C, 24 betyget B och 27 betyget A.

Problemdel
1. Vilka av foljande serier konvergerar? Vilka av féljande serier konvergerar absolut? Vilka
divergerar?
® k+1 >, 1 © 1k \F
(@) 18] 3 55— o) 120] R0 (1) o) 2] 3 ()
Facit.

Kolla garna listan av rekomenderade uppgifter.
(a) Serien ar positiva. Jamforelsenkriterium I ger att serien divergerar.
(b) Serien konvergerar, men det &r inte absolutkonvergent.

(c) Serien &r positiva och divergent.



(a) [3p] Transformera differentialekvationen

df df
2—+—=0.

ox dy

till nya variabler u,v, dar u=x—-ky, v=x+ky och k+0 ar ett tal. Vilj k lampligt for att

hitta losningen som uppfyller att
f(x,0) = sinx.

(b) [1p] L&t f:R - vara en funktion av klass C!(R). Visa att, om f har 2025 nollstéllen,
maste f/ ha minst 2024 nollstéllen.

(c) [1p] Lat f:[0,1] > R vara en kontinuerlig funktion sddan att dess vardeméngden ar
[0,2]. Visa att det finns ett tal xp € [0, 1] sddant att f(xg)—2x0 = 0.

Facit.

(a) Vi far
af odf
0=2% % .
ox dy
Om vi véljer k=2, far vi att 16sningen ar f(x,y) =sin(x-2y). Kolla girna Uppgiften 2.21 i
[OPB2].

9 9
(2—k)a—i:+(2+k)a—{j.

(b) Mellan tva konsekutiva nollstélle finns det en punkt dér derivatan &ar noll enligt
Medelvardesatsen.

(c) Antagandet ger oss att det finns xj,x; € [0,1] sddana f(x;) =0 och f(x2) =2. Sa kan vi
anvianda Mellanliggandesatsen till den kontinuerliga funktionen g(x) = f(x) —2x.



3.

(a) Avgor karaktdren (positivt/negativt definit; positivt/negativt semidefinit eller
indefinit) av f6ljande kvadratiska former:

i. [1p] Qi(x,y) = 5%+ 6xy +5y>
ii. [1p] Qa(x,y,2) = —6x2 +dxy+2y2 — 2xz+4yz+72.

(b) Bestdm om foljande méngder ir begriansade respektive i R? och R3:
i. [1p] C = {(x,y) eR%: Q(x,y) = 16}; ii. [1p] G = {(x,y,z) eR3: Qs(x,y,2) = 1}
(c) [1p] Bestdm det minsta avstandet fran C) till origo.

Facit.

(a) i Positivt definit.
ii. Indefinit.

(b) i. Begrinsad.
ii. Obegransad: T.ex. Notera att

1=05(x,x,2) = (z+x)? = 5x% = z(x) = —x+ V' 1 +5x2, xeRR.

och
|(x,x,2(x))| > ||

(c¢) Det finns 4 mojliga extrempunkter:
+(1,1), +(2,-2).
Det minsta avstandet till origo ar V2.

Var god vind!



4. Betrakta en funktion f:R2? — R som ar kontinuerlig och uppfyller:

o f(ax)=a%f(x), for alla ae€ R och x = (x,y) € R2.
o f(x)>0, for alla x # (0,0), x= (x,y) € R2.

1p] Berdkna f(0,0).

a) [1p]
1p] Visa att det finns ett tal m >0 sadant att f(x) > m\X|2 for alla x € R2.
]

(

(b
(c
(d

) |
) |
) [1p] Visa att f &r partiellt deriverbar i origo.

) [2p] Maste f vara differentierbar i origo? Om du svarar Ja, bevisa det. Om du svarar
Nej, ge ett motexempel.

Facit.

(a) i. Notera att £(0,0)=£(0(0,0))=02£(0,0) =0.

ii. Funktionen 6 — f(cos8,sin0) definierad i [0,27] har ett positivt minimivarden ty
[0,27] &r kompakt och f ar kontinuerlig. Lat m vara det vardet. Sa, for alla x #0
galler att

2 [ X 2
100 =P (X i
Olikheten géller ocksé for x =0. Se ocksa kurslitteratur (§2.6, Lemma 1 i [PB2]).

(b) Notera att
i £ 0)-£(0,0) _ .

0
h—0 h h—0 ’

h*f(1,0) _
- =
sa galler det att % £(0,0) =0. En liknande argument visar att

)
33/ ©0)=0.

Sa ar f partiellt deriverbar i origo.

(¢) Med hjalp av polara koordinater visas

: f(x,y)
lim =0,
(x,9)=(0,0) \/x2 +y2

sa galler det att f ar differentierbar i origo.




5.

Teoridel

(a) [1p] Lat M c R, och aeR. Vilket begrepp karakteriseras av f6ljande tva egenskaper:
i. a<x, for alla x e M;
ii. till varje b>a finns ett element x € M sadant att x <b.

(b) i. [1p] Formulera, utan bevis, Bolzano—Weierstrass sats.

ii. [1p] Kan det finnas ett exempel pa en foljd som inte har nagon konvergent delf6ljd?
Om svaret ar Nej, motivera ditt svar. Om svaret ar Ja, ge ett exempel.

(c) [2p] Definiera begreppet (oegentligt) gransvirde

lim f(x) =—o0,

x—0*
dér f ar en envariabelfunktion definierad i intervallet (0,1).

Facit.

(a) Punkten a &r infimum f6r méangden M. Se [PB2, s. 417].
(b) i. Se kurslitteratur.

ii. Ja. T.ex.
Xp =1, neN.

Alla delféjld {x, ) f . uppfyller att
kEI;nooxn(k) - kgglmn(k) = oo

(c) Se kurslitteratur [PB1, s. 135].



6.

(a) [1p] Definiera begreppet supremum och infimum for en funktion f(x,y,z) av tre
variabler.

(b) [2p] Lat M cR. Om infM = a e R bevisa att det finns en f6ljd {x,},,; med x, € M sidan
att x, > a da n— oo.

(¢) [2p] Bevisa direkt utifran definitionen av 6verintegral att om f,g ar tva begransade
funktioner definierade pa [a,b] sidana att f(x) < g(x) for alla x € [a,b], sa géller

Zf(x)dxg /abg(x)dx< +00.

Facit.

(a) Se kurslitteratur.

(b) Anvind Uppgift 5.a, med b = a+%, for n> 1. Kolla girna listan av rekommederde
uppgifter.

(c) Se kurslitteratur.



