MATEMATISKA INSTITUTIONEN Losningsforslag till tentamen
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Instruktioner for de som skrivit kontrollskrivningar hosten 2025:
Under hostens tre kontrollskrivningar kunde man fa maximalt 30 poéng.

e Om du fatt totalt minst 8 podng kan du hoppa 6ver deluppgift 1 (a).
e Om du fatt totalt minst 16 podng kan du hoppa 6ver deluppgifter 1 (a) och 1 (b).

e Om du fatt totalt minst 24 podng kan du hoppa 6ver hela uppgift 1.

Inga hjdlpmedel dar tillatna. Kom ihag att ge fullstindiga motiveringar for dina lésningar!

1.

(a)

Ge ett exempel pa en funktion f: R — R (dvs. med definitionsméngd Dy = R) som
ar diskontinuerlig i punkterna = 0 och x = 1, men ar kontinuerlig i alla andra
punkter. (1p)

Losningsforslag: Funktionen

0, <0,
flx):=11, 0<z<1,
2, x>1,

ar definierad for alla € R och &r uppenbart kontinuerlig dar x # 0,1. Dessutom
har vi foljande hoger- och vanstergransvarden vid £ = 0 och = = 1:

lim f(z) = £(0) =0 # 1= lim f(z),

z—0~
Jim f(z)=f(1)=1#2= lim f(z),

sa f ar inte kontinuerlig vid x = 0 och x = 1.

Ge ett exempel pa en funktion f: R — R (dvs. med definitionsméngd Dy = R) som
saknar bade egentligt och oegentligt gransvirde da x — oo. (1p)
Losningsforslag: Funktionen

f(z) :=sin(x)

ar uppenbarligen definierad for alla z € R. Eftersom [sin(z)| < 1 for alla z € R, foljer
att f &r begrénsad, sa f kan inte ha ett oegentligt gréansvirde. Eftersom sin (k7)) =0
och sin (g + 2k7r) =1 for alla heltal k, kan inte f ha ett egentligt grénsvarde.

Ge ett exempel pa en funktion f : R?> — R (dvs. med definitionsméngd D ;= R2)
som inte har nagra stationira punkter. (1p)

Losningsforslag: Funktionen
fzy) =
ar definierad for alla (r,y) € R%. Gradienten &r given av

grad(f) = (1,0).

Da gradienten av f aldrig ar lika med noll-vektorn har f inga stationdra punkter.



2. (a) Vilka av foljande serier konvergerar? Vilka av foljande serier &r absolutkonvergenta?

%) e 2
0 Kt (2p) ) SV (@)
k=1

k=2

(b) Ar foljande generaliserade integral konvergent eller divergent? (2p)

oo
3
/ x2+ Az
2 x4 —1

Losningsforslag:

(a) (i) Serien &r positiv, darfor antingen absolutkonvergerar den eller divergerar mot
0o. Lat oss beteckna aj, := k3e¢™*. For att forbereda for anvindning av Cauchys

rotkriterium noterar vi att

lag|F = kel = 1
Vi kan nu anvénda standardgriansvardet
In(k
lim (k) =0
k—oo k

och dra slutsatsen att ]
1

lim |ag|* = —.

k—oo | k| e

Da % < 1 foljer av Cauchys rotkriterium att serien absolutkonvergerar. Da vi bevisat
pa foreldasningarna att absolutkonvergens implicerar konvergens foljer &ven att serien
konvergerar.

Svar: Serien konvergerar och absolutkonvergerar.

(ii) Lat oss beteckna aj := (—l)kzzﬂ Vi borjar med att undersoka om serien

absolutkonvergerar, dvs. vi betraktar serien

00
D lail.
k=2

Serien med ay, ersatt av |ax| ar en positiv serie, som alltsa antingen absolutkonvergerar
eller divergerar mot co. Vi uppskattar |ay| exempelvis som foljer. For k > 2 &r k* > 2,

dvs. %kz‘1 — 1 >0, vilket innebar att

1
K — 1> Zkh
=9

Darfor géller att
K+1 k*+1 1 1

L Latub g T
kt—1 k4 k2 k4
for alla k > 2. Vi kan alltsa begrénsa |ax| med en linjirkombination av summanderna
i p-serier med p = 2 respektive p = 4. Da bada dessa virden pa p &r strikt storre
an 1 foljer det enligt jamforelasekriteriet att > -, |ax| konvergerar. Da vi bevisat
pa foreldsningarna att absolutkonvergens implicerar konvergens foljer &ven att serien

konvergerar.

lax| =

Svar: Serien konvergerar och absolutkonvergerar.



(b) Vi betraktar integralen

R
3
/ $2+ dz.
9 X7 — 1
For alla x > 2 kan vi uppskatta integranden underifran som foljer:

z+3 z+3 T
> > —
2 —-1" x22 T 22

1
=
Av standardjamforelsekriteriet for Riemannintegraler foljer

R R

1

/ x2+ 5 dz > / —dz = In(R) — In(2) — oo,
2 TT— 2 T

niar R — oo. Alltsa divergerar den generaliserade integralen.
Svar: Den generaliserade integralen divergerar.

3. (a) (Teori) Definiera egentligt gransvérde i odndligheten for en funktion f(x). (1p)
Svar:

Definition 1. Lat f : Dy C R — R och antag att Dy innehaller godtyckligt stora
tal. Gransvardet for f da x gar mot oéndligheten existerar och &r lika med A € R om
och endast om: For varje e > 0 existerar det ett w € R sa att om x > w och x € Dy,
sa géller att |f(z) — A| <e.

(b) (Teori) Formulera insténgningssatsen for gransvérden da x — oc. (1p)
Svar:

Sats 1 (Instdngningssatsen for gransvéirden da x — 0o). Antag att

lim f(z) = lim g(z) = A

T—00 T—00

och att det existerar ett wg € R sa att

f(z) < h(z) < g(x)

for alla x > wg. Da giller att

lim h(x) = A.
T—r 00
(c) (Teori) Bevisa instdngningssatsen for gransviarden da = — oo. (3p)

Svar:

Beuis for instdngningssatsen for grinsvirden da x — oco. Lat € > 0. Vi vill hitta ett
w > 0 sa att om x > w, sa giller att A —e < h(z) < A+ e. Vi vet att det existerar
wi,wz € R sa att om = > wy, sa giller att A —e < f(z) < A+ €, och om x > wo, sa
géller att A — e < g(x) < A+ e. Darfor foljer att om x > max(wg,wr,ws), sa galler
att

A—e< f(x) <h(z)<g(z) <A+e
Viljer vi w = max(wp,w1,ws2), sa foljer alltsa att A — e < h(z) < A + ¢, vilket var

implikationen vi ville visa. O

4. Betrakta funktionen .
flz,y) = (1+a® +2y)e 1),

for alla (z,y) € R2.



(a) Antar funktionen f ett storsta varde? Om ja: I vilken eller vilka punkter? (2p)

Losningsforslag:
Forst noterar vi att f(x,y) > 0 for alla (z,y) € R2. Vidare far vi med hjilp av
standardgriansvirden och notationen r := /22 + y? att

(14 2%+ 2y2)e_(x2+yz)’ <(1+ 27“2)6_T2 — 0,

nir r — oo. Notera ocksa att f(0,0) = 1. Viljer vi darfor e = % sa ger oss
gransvardesdefinitionen ett R > 0 sa att
1

for alla (z,y) € R? sd att r = /22 + 32 > R, dvs. i dessa punkter kan inte storsta
vardet antas. Da den sluta skivan med radie R adr kompakt och f &r kontinuerlig,
vet vi att det existerar ett storsta varde pa skivan. Dessutom kan inte storsta vérdet
ligga pa randen dér r = R, pga. av olikhet (1). Vi undersoker darfor de stationéra
punkterna i det inre av skivan, dvs. diar r < R. De partiella dervatorna ar

0
O (2,) = —20(2? + 2yP)e= ),
or
0
—f(x, y) = —2y(—1+ 2>+ 2y2)e*(x2+92).
Jy
Dessa ar bada lika med 0 om och endast om z = 0 och y = 0 eller y = :I:%. I dessa
punkter far vi funktionsvardena
f (070) =1,
1 2
0,+— | = —.
1(0575) = 2
Da % > 1 far vi foljande slutats:
Svar: Det storsta vardet for f ar % och antas i punkterna
1 1
0,— |, 0,—— ).
07) (-3)
Antar funktionen f ett minsta varde? Om ja: I vilken eller vilka punkter? (1p)

Losningsforslag:

Vi vet fran foregaende uppgift att f(x,y) gar mot 0 da r := /22 + y? — oo. Det
foljer att inget positivt tal kan vara det minsta vardet. Dessutom kan inte 0 vara det
minsta vardet, da funktionen &r positiv.

Svar: Funktionen antar inte nagot minsta vérde.

Bestam inf(, yer2 f(2,9)? (1p)
Losningsforslag: Vi soker den storsta undre begransningen till funktionen. Da f
ar en positiv funktion dr 0 en undre begrdnsning. Dessutom vet vi fran uppgift (a)
att f(z,y) gar mot 0 da r := /22 + y? — oo. Dirfor kan inget positivt tal vara en
undre begrénsning.

Svar: inf(Ly)eRg f(z,y) =0.

(Teori) Antar funktionen ett minsta viirde under bivilkoret 22 4+ 3? < 10197  (1p)
Lésningsforslag: Billkoret 22 + y? < 10'9 beskriver en sluten skiva i R? med radie
10°, centrerad runt origo. D4 det &r en sluten och begrinsad mingd ar det en
kompakt méngd och f &ar definierad och kontinuerlig pa denna méngd, existerar ett
minsta varde.

Svar: Ja.



5. Betrakta mangden

(a)

M = {(z,y) € R* | 2 > 0}.

(Teori) Ar M sluten? Forklaral (1p)

Loésningsforslag: Randpunkterna till M ir alla (x,y) € R? s att 2 = 0. DA dessa
ar inkluderade i M ar M sluten.

Svar: Ja.

(Teori) Ar M kompakt? Forklaral (1p)

Lésningsforslag: En delmiingd i R? dr kompakt om och endast om den #r sluten
och begrinsad. Om M skulle vara begrénsad skulle det finnas en radie R sa att alla

(z,y) € M uppfyllde
Va2 +y? < R.

Men da skulle punkten (R + 1,0) ligga i M, men inte uppfylla olikheten ovan, vilket
vore en motsagelse. Darfor ar M inte kompakt.

Svar: Nej.
Har funktionen
flr,y)=1-2—y

ett storsta och ett minsta viirde i M under bivillkoret 2% + y? = 1? I vilka punkter i
sadana fall? (4p)

Losningsforslag:
Notera att méngden av alla punkter (x,y) € M som uppfyller bivillkoret ar givet av

T T

K= {(cos(t),sin(t)) cR?|te [—5, 5} b

Randen till K &r lika med K, sa K innehaller alla sina randpunkter och ar darmed
sluten. Dessutom &ar K begransad, da

Va2 +y? <2,

for alla (z,y) € K. Déarfor &r K kompakt. Da f ar kontinuerlig och K ligger i
definitionsméangden till f sa antar f ett storsta och minsta virde i K. Max- och min-
punkterna hittas till exempel genom att maximera och minimera den sammansatta
funktionen

f(cos(t),sin(t)) =1 — cos(t) — sin(t)

for t € [—g, g] Vardena i andpunkterna ges av
Ett maximum eller minimum vid en inre punkt ges vid stationdra punkter, dvs. dar
0= f(cos(t),sin(t))
= 7 (cos(t), sin
= sin(t) — cos(t).
I det angivna intervallet far vi l6sningen
LT
=7

Virdet pa funktionen i den punkten ges av

e (5) () = (o) =1



6. (a)

Svar: Det storsta virdet ar 2 och antas i (0, —1), och det minsta virdet ar 1 — /2
(1 1
och antas i (ﬁ’ ﬁ)

Alternativ 16sning for att hitta max- och min-punkterna:

For att hitta max- eller min-punkter under bivillkoret kan vi ocksa introducera
g(zy) =2 +y* — 1

och notera att bivillkoret ar g(x,y) = 0. Enligt teori fran foreldsningarna maste en
max- eller min-punkt (a,b) uppfylla att grad(f)(a,b) &r parallell med grad(g)(a,b).
Med andra ord maste matrisen
-1 -1
<2a 26)

ha determinanten 0, vilket implicerar att a = b. Om vi sdtter in detta i bivillkoret
g(a,b) = 0 far vi samma punkt som ovan, ndmligen

1 1

a,b)=—,—&=|.

9= (7573)
(Teori) Definiera vad det innebér att gransvéirdet for en funktion f(z,y) existerar i
en punkt (a,b) € R2. (1p)
Svar:
Definition 2. Lat f: Dy C R*> — R och @ = (a,b) € Dy. Antag att Dy innehaller
punkter godtyckligt ndra a. Gransvardet for f i @ existerar och &r lika med b € R

om och endast om foljande géller: For varje e > 0 existerar ett § > 0 sa att om
0 < |Z—d| <dochx € Dy, sa foljer att |f(Z) — f(a@)] <e.

(Teori) Definiera vad det innebér att en funktion f(z,y) &r differentierbar i en punkt
(a,b) € R2, (1p)
Svar:

Definition 3. Lat f: Dy C R*> — R och @ € Dy och antag att Dy C R? ir ppen.
Vi sager att f ar differentierbar i @ om det finns ett A € R? s3 att

fla+h) —f@=A4-h+

| o(h)
och p(h) — 0 da h — 0.

Existerar gransvardet for

sin?(zy)
nir (z,y) — (0,0)? (3p)
Losningsforslag: Vi betraktar problemet i poldra koordinater

x = rcos(h),

y = rsin(f),
och ser att
sin?(zy)  sin?(r? cos(0) sin(6))
2 fy2 r2 :
Standardgransvardet
sin(z)




implicerar att for varje € > 0 existerar ett § > 0 sa att om 0 < |z| < J, sa foljer att

sin(z)

z

—1‘§€.

Denna olikhet kan skrivas om som
sin(z) — z| < €|z],
vilket i sin tur implicerar att
Isin(z)] < (e +1)|z|.
Viljer vi e = 1 drar vi alltsa slutsatsen att det existerar ett 6 > 0 sa att
|sin(7“2 cos() sin(6))| < 2 ‘7“2 cos(f) sin(6)| < 2r?

om |r?cos(f)sin(f)| < 4. Om vi anvéinder denna olikhet ovan far vi

S

sin?(r2 cos() sin(f))

2
5 =7r° =0,

<

ﬂ‘ﬂ
o

r

niar r = /22 +y% — 0.
Svar: Ja, griansvardet existerar.



