MATEMATISKA INSTITUTIONEN Losningsforslag till tentamen

STOCKHOLMS UNIVERSITET MM5010 HT25
Avd. Matematik Analys del A
Examinator: Oliver Petersen 9 december 2025

Instruktioner for de som skrivit kontrollskrivningar hosten 2025:
Under hostens tre kontrollskrivningar kunde man fa maximalt 30 poéng.

e Om du fatt totalt minst 8 podng kan du hoppa 6ver deluppgift 1 (a).
e Om du fatt totalt minst 16 podng kan du hoppa 6ver deluppgifter 1 (a) och 1 (b).

e Om du fatt totalt minst 24 podng kan du hoppa 6ver hela uppgift 1.

Inga hjdlpmedel dar tillatna. Kom ihag att ge fullstindiga motiveringar for dina lésningar!

1.

(a)

Ge ett exempel pa en funktion f: R — R (dvs. med definitionsméngd Dy = R) som
ar kontinuerlig men inte deriverbar. (1p)

Losningsforslag: Funktionen
f(z) = |z

ar definierad for alla z € R. For z > 0 sammanfaller denna funktion med g(z) = =
och ar darfor kontinuerlig i dessa punkter. For < 0 sammanfaller denna funktion
med h(z) = —x och &r darfor kontinuerlig i dessa punkter. Dessutom é&r f kontinuerlig
ix =0, eftersom

lim f(z)=0= lim f(x).

z—0t z—0~

Daremot ar vanster- och hogerderivatorna i x = 0 givna av

lim L) =0 _ 1,
h—0t+ h

lim M =1,
h—0~ h

sa de sammanfaller inte. Funktionen f &r alltsa kontinuerlig, men inte deriverbar.
Ge ett exempel pa en deriverbar funktion f : R — R (dvs. med definitionsméangd
Dy = R) som é&r begrénsad men inte har nagot storsta vérde. (1p)
Losningsforslag: Funktionen

1

fe) =1

ar definierad for alla x € R och deriverbar 6verallt. Den &r dessutom begransad,
eftersom .
= <1
@) = 1 <

for alla z € R. Dessutom antar den inget storsta varde, da

lim f(z) =0,

T—r00

men f(z) <0 for alla x € R.



2.

(c) Ge ett exempel pa en funktion f : R? — R (dvs. med definitionsméngd Dy = R?)

(a)

(b)

som har precis en stationdr punkt. (1p)
Losningsforslag: Funktionen

fla,y) =2® +y?
ar definierad for alla (r,y) € R%. Gradienten &r given av
grad(f) = 2(z,y).

Alltsa &ar gradienten lika med nollvektorn om och endast om z = y = 0, dvs. endast
punkten origo.

Vilka av foljande serier konvergerar? Vilka av fo6ljande serier ar absolutkonvergenta?

0 Y e () YD (@)

k=1

Ar féljande generaliserade integral konvergent eller divergent? (2p)

Losningsforslag:

(a)

(i) Serien &r positiv, darfér antingen absolutkonvergerar den eller divergerar mot oo.
Om en serie Zzozko ay, konvergerar, da vet vi fran foreldsningen att ax — 0 da k — oo.
Med hjalp av variabelbytet [ = k1In(m) och standardgrénsvirden ser vi att

sa serien divergerar.

Svar: Serien varken konvergerar eller absolutkonvergerar.

(ii) Lat oss beteckna ay, := (—l)kk—}rl. Med hjélp av variabelsubstitutionen [ = k + 1
borjar vi med att undersoka om serien absolutkonvergerar, dvs. vi betraktar serien

D larl=> =7 =27
k=2 k=2 k=3

vilket &r den harmoniska serien (férutom en dndlig del som motsvarar [ = 1, 2), vilken
vi vet fran foreldsningen att den divergerar. For den ursprungliga serien ser vi att
ay alternerar och |ag| avtar, samt att limg_,o, ar = 0. Leibniz konvergenskriterium
implicerar darfor att serien konvergerar.

Svar: Serien konvergerar, men absolutkonvergerar inte.

Med variabelbytet y := 2 — 1 far vi

R R R—-1 R—1
1 1 1 1 1
| gt | e ady:[] =l-z——h
2 T T+ 2 (@ ) 1 Y Y14

nar R — oo.

Svar: Den generaliserade integralen konvergerar.

3. Lat (a,b) C R vara ett Oppet intervall, lat ¢ € (a, b) och betrakta en funktion f : (a,b) — R.



(a) (Teori) Definiera vad det innebér att f ar kontinuerlig i c. (1p)
Losningsforslag: Funktionen f &r kontinuerlig i punkten ¢ om

lim f(z) = (o).

Tr—cC

(b) (Teori) Definiera vad det innebér att f ar deriverbar i c. (1p)
Losningsforslag: Funktionen f ar deriverbar i punkten ¢ om gransvérdet

L et h) (0
h—0 h
existerar.
(c) (Teori) Bevisa att om f &r deriverbar i ¢, sa ar f kontinuerlig i c. (3p)

Losningsforslag: Vi antar att f adr deriverbar i punkten ¢, dvs. att gransvérdet

existerar. Eftersom h
fleth) = fe) = LXMW=,

foljer av produktregeln for gransvarden att

- . [ fle+h)—f(e)
fim e+ 1) = 7(e) = fim (L2 =)
— 7(e) i b

=0.
Genom att definiera h := z — ¢, far vi

lim (f(z) - f(e)) = lim_(f(z) - f(c))

= lim (f(c+ 1) = ()
=0,

vilket betyder att

vilket skulle visas.
4. Betrakta funktionen
f(.%', y) -

(a) Ar f begrinsad? (2p)
Losningsforslag: Betrakta funktionen f léings vid alla punkter dar y = 0. Dér ar

funktionen given av

3

f(z,0)

vilket &r en obegransad funktion.

=z
22 ’

Svar: Funktionen f ar inte begrénsad.



(b)

Ar f kontinuerlig? (2p)
Losningsforslag: Funktionen f dr uppenbart kontinuerlig i alla punkter (z,y) #
(0,0). Vi dvergar till poldra koordinater runt origo,

x =rcos(f), y=rsin(d),

dvs. vi betraktar funktionen

73 cos’
f(rcos(0),rsin(f)) = rcos’(9) = rcos>(6).

Det foljer att
f(rcos(8),rsin(f)) — 0,
dar=/z2+y? 0.
Svar: Funktionen f &r kontinuerlig.
Ar f differentierbar? (2p)
Losningsforslag: Det dr uppenbart att f ar differentierbar i alla punkter (z,y) # 0.

En funktion f : R? — R ir differentierbar i (z,y) = (0,0) om det existerar en funktion
p(h, k) sa att

0 0
7y = £0,0)+ 2L 0,000+ 2 (0,006 + VRZ T RZp(h, ),
Oz oy
dar p(h, k) — 0 nar vVh? + k? — 0, givet att de partiella derivatorna existerar i (0, 0).
De partiella derivatorna riaknas ut som

3
of o F(h0)=F(0,0)
200 =Ty M Tt
och B 0,k 0,0
—f((),()):limf( .k) = F(0, ):lim():(),
dy k—0 k k—0

dvs. de existerar och ar givna av virdena 1 respektive 0. Om nu f ar differentierbar
kan vi alltsa se att

h3 h3—h3—hk?
o(h k) = f(hk)y—h gz —h e hk?

COVRZ IR O VRZH RS O VRZEERZ (M2 4 k2)3/2

Léngs linjen h = k har vi

S
(2h2)3/2 T 93/27

p(h,h) = —

sa p(h, k) gar inte mot noll nir vh? 4+ k% gar mot 0.
Svar: Funktionen f &r inte differentierbar.

(Teori) Formulera satsen om extremvéarden for en funktion av en variabel. (1p)
Losningsforslag:

Sats 1. Antag att f : [a,b] — R &r en kontinuerlig funktion. Da antar f ett storsta
och ett minsta vérde i [a, b].



(b) (Teori) Ge ett exempel pa en funktion med definitionsméngd [0, 1] som saknar bade
storsta och minsta vérde. (2p)

Losningsforslag:
Betrakta funktionen
;o ¢=0,
flx)=qz, 2€(0,1),
r=1,

D= ] N

)

som dr definierad for alla x € [0, 1]. Gransvdrdena vid d&ndpunkterna ar

lim f(z) =0,
z—0

lim f(z) =
z—1

Dessutom éar 0 < f(x) < 1 for alla € [0,1]. Alltsa saknar f storsta och minsta
véarde. (Tricket &r att f inte &r kontinuerlig!)

6. Betrakta funktionen
flzy) = (142" —9?) (® + 97
for alla (x,y) € R%

(a) Hitta alla stationéra punkter till f och avgor deras karaktér. (3p)
Losningsforslag: Vi berdknar forst de partiella derivatorna:
of _ 2, .2 2 9y 2
3 —2x(m +y)+2x(1+x y)—2x(1+2x),
x
of
9y =Y (2% + %) + 2y (1 + 2% — %) = 2y(1 — 29°).

De stationdra punkterna ges darfor av

(0,0), <0,i\}§> .

Andraderivatorna ges av

rf _ 2(1 + 22%) + 822 = 2 + 1222
Ox? ’
2

D% f o,

0xdy

% f

92 = 2(1 — 29%) — 8y% = 2 — 129>,

Det foljer att % ar positiv och 88;78]; ar noll vid alla tre punkter. Slutligen ar 227;

positiv vid (0,0), vilket betyder att det &r ett lokalt minimum, men &r negativ vid

<0, :l:%), vilket betyder att dessa &ar sadelpunkter.

Svar: Den stationdra punkterna ar (0,0), som &r ett lokalt minimum, och de tva

punkterna (0, :l:%), som ar sadelpunkter.
(b) Antar funktionen f ett minsta och/eller storsta virde? Om ja: I vilken eller vilka
punkter? (2p)

Losningsforslag: Funktionen antar inget minsta varde, da

F0,9) = (1 =9y,



som ger det oegentliga gransvérdet
Jim f(0,y) = —oo.
Funktionen antar heller inget storsta vérde, da
fa,0) = (1+a%)a?,
som ger det oegentliga gransvérdet

lim f(z,0) = co.

T—r00

Svar: Funktionen f antar varken storsta eller minsta vérde.

(Teori) Antar funktionen ett minsta viarde under bivillkoret |z| + |y| = 17 (2p)

Losningsforslag: Da f ar kontinuerlig ar svaret ja, om vi kan visa att mangden M
av alla (x,y) som uppfyller bivillkoret dr kompakt. Randpunkterna till M &r alla
(z,y) sa att |z| + |y| = 1, vilket &r samma som M. Déarfor ar M sluten. Mangden ar
ocksa begransad, eftersom

2® +y? = 2’ 4 |yI” < (2] + [y)* + (2] + [y])* < 2

for alla (z,y) € M. Eftersom M bade &r begransad och sluten ar den kompakt.

Svar: Ja, ett minsta virde existerar under bivillkoret.



