MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i

STOCKHOLM UNIVERSITET Analys, del A
Avd. Matematik MM5010 7.5hp
260818

Inga hjadlpmedel tillatna. Motivering kréavs i varje uppgift. Uppgifterna dr inte ordnade

efter svarighetsgrad.

For att f& full podng bér du, ndr det &r mdéjligt, hdnvisa till de satser du anvédnder genom
att ange deras namn samt uttryckligen kontrollera att alla antaganden i satserna &ar
uppfyllda.

Skriv dina lésningar foér varje uppgift (1-6) pd separata papper. Deluppgifterna (a),(b),..
kan skrivas pad samma papper.

Varje uppgift &r vdrd 5 podng och minst 15 podng, varav minst 5 fran teorifrdgorna,
garanterar godkédnt betyg. Forutsatt att du fir minst 5 podng fran teoridelen, garanterar

minst 15 podng betyget E, 18 betyget D, 21 betyget C, 24 betyget B och 27 betyget A.

Problemdel

1. (a) Avgor om foljande generaliserade integraler konvergerar:

_ +00 gin é B 1 dx
i [2p] /1 ﬁi)dx i [1p] /O (et

(b) [2p] Bestédm for vilka virden pa o >0 serien

k+5\k
Z(oak+6)
k>0

divergerar.
Facit.
(a) i. Konvergent, ii. Divergent. (b) O<a < 1.
2. Lat {b,} -, vara féljden definierad av by =4 och

2b,+1

bn+1 = fOI‘ n2> 1.

(a) [2p] Anvand ett induktionsargument for att visa att det géller att

b,>1, for varje n> 1.

(b) [1p] Visa att foljden {b,}, -, &r avtagande.

(¢) [2p] Anvind en kéind sats frn kursen for att visa att foljden {b,} -, konvergerar och
bestdm dess gransviarde. Ange tydligt vilken sats du anviander och kontrollera att alla
dess antaganden ar uppfyllda.

Facit.
(a) Anvand en induktions argument for att visar det.
(b) Det &r ekvivalent med att visa att b, > 1 for alla n> 1.

(¢) Monotonikonvergensprincipen garanterar att gransvéirdet existerar. En direkt berdkning
och tillampning av gransvirdens egenskaper ger att gransvardet ar lika med 1.



3. Betrakta funktionen

O (x,) #(0,0)
Jlxy) =20+
0 (x,y) = (0,0)

(a) [2p] Ar funktionen f kontinuerlig i origo?
(b) [2p] Ar funktionen f partiellt deriverbar i origo?
(c) [1p] Ar funktionen f differentierbar i origo?

Facit. (a) Nej. (b) Ja. (c) Nej.
4. (a) Avgor karaktdren (positivt/negativt definit; positivt/negativt semidefinit eller
indefinit) av foljande kvadratiska former:

i. [1p] Qi(x,y) =2x% +xy+2y?
ii. [1p] Q2(x,y,7) =4x?—3y? —3z2 —4xy—4xz-2yz

(b) Bestiam om foljande méingder dr begriansade i R? respektive i R3:
i. [1p] C1 ={(x,y) eR*: Q4 (x,y) =5}; ii. [1p] Co={(x,y,2) eR*: Qp(x,y,2) <1}

(c) [1p]Bestam, om det existerar, det storsta avstandet fran Cj till origo. Om det inte
existerar, forklara varfor.
Facit.
(a) i. Det ar Positivt definit. ii. Det ar Indefinit.

(b) i. Det &r begrdnsad. ii. Det ar obegransad.

(c) Det storsta avstaendet fran Cj till origo &r %.



5. (a)

(b)

(c)

Teoridel

[2p] Komplettera texten nedan: Vi sdger att B ar infimum for M c R om féljande tva
villkor ar uppfyllda:

1.

xeM galler att x B
(1) (2)
ii.
For varje y>B galler att zeM sadant att y Z
(3) 4)

Skriv hela pastaendet i ditt svar, med ord, olikhetstecken eller kvantifikatorer.

[1p] Ange ett exempel pa en konvergent serie som inte konvergerar absolut. Bevisa det
som du pastar.

[2p] Lat f:[0,1] > R vara en begransad funktion. Definiera begreppet dverintegral for
f och visa att

ar
—00 </0 f(x)dx < +o0.

Facit.

(a)

(b)

Vi sager att B ar infimum av M c R om foéljande tva villkor uppfylls:
i.
For varje xeM galler att x > B

(1) (2)
ii.
For varje y>B géller att det finns ze M sadant att y > z
(3) 4)
k
Serien Y ;s % konvergerar men inte konvergerar absolut.

Om vi &t a; =k~! for ke Nmed k> 1 ar talfoljden {a;}, positiv, avtagande och limy ay =0.
Sa kan vi anvinda Leibniz konvergenskriterium for alternerade serier for att vissa att
det ar en konvergent serie.

Dessutom serien Y5 k™! dr den harmoniska serien, som vi har bevisat i kursen r
divergent.

Se kurslitteratur.

[1p] Definiera begreppet delfdljd av en talfoljd av reella tal.
[1p] Givet S cR? definierar vi

7 (S) :={xeR:det finns nigot y € R sidant att (x,y) €S } cR.
Visa att om S cR? ir en begrinsad méngd i planet, s& ar 71 (S) en begrinsad delméngd

av R.

[1p] L&t S c R? vara en begrinsad méngd i planet. Lat {z,} v, dir z, = (x4,y,), vara
en f6ljd av punkter i S. Visa att talfoljden {x,} -, har en konvergent delfoljd.

[2p] Visa att en talfoljd {x,},-, konvergerar mot x dd n — +00, om och endast om alla
delfoljder till {x,} <, har samma grinsvéirdet x.



Facit.

(a)
(b)

Se kurslitteratur.

Om S cR? ir en begrinsad méngd, existerar B >0 sddan att
V(x,y) e S\/x*>+y*<B.

Givet x € (S), kan vi hitta y € R sadant att (x,y) € S. Darfor giller att

x| <V/x?+y*<B.

Sa galler att w(S) c R ar begrénsad.

Vi noterar att {x,}, c m(S). Av foregdende uppgift foljer att talfoljden {x,}, &ar
begriansad. Enligt Bolzano-Weierstrass sats har déarfor talféljden {x,}, en konvergent
delfoljd.

Antag forst att alla delféljder konvergerar mot x. Eftersom {x,} -, ar en delféljd av sig
sjalv, ar direkt fran antagande att talféljden konvergerar mot x.

Antag nu att {x,} -, konvergerar mot x. LAt {xnj};il bara en godtyckligt delfoljd.
Givet € >0, det finns @ € N sadant att for alla n>  sa géller att

lx, —x| < €.

Eftersom f6ljden av naturliga talen ar {n j}j ar strangt vixande, kan vi da hitta jjeN,
beroende av @ sadant att, for alla j> jo galler att n; > ®. Det medfor att

j2=jo= ‘xnj—x‘<8.

Déarfor har vi visat att delféljden {xnj};zl konvergerar mot x.



