MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
STOCKHOLMS UNIVERSITET Matematik IT Analys del A
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Examinator: A. Sola

Inga hjilpmedel tillatna. Motivering krivs i varje uppgift. Varje uppgift dr vird 5 poéng och
minst 15 podng, varav minst 5 fran teorifragorna, krévs for godkéint

1. (a) Vilka av foljande serier konvergerar? Vilka av foljande serier konvergerar absolut? (3p)

| = (—1)F
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(b) Avgor huruvida foljande generaliserade integral dr konvergent. (2p)
/°° dx
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Losningsforslag (a) Vi observerar forst att e — 1 > 0 for k > 2, varfor serien i (i) innehdller
positiva termer. Ddarmed sammanfaller konvergens och absolutkonvergens i detta fall. Kinda egenskaper
hos exponentialfunktionen ger vidare att att for varje N € N existerar ett naturligt tal M = M(N)
sidant at e*” > 2NV 4+ 1 for x > M. Om vi nu tillimpar jimfiorelsekriterium I med aj, = (e’€2 —1) och
br = k719 med start i n = M(N) féljer konvergensen att serien i (i).

Vi underséker forst absolutkonvergens hos serien i (ii). Vi har att k + Vk < 2k for k > 1, och dirmed
ar = ﬁl\/g > i = by. Enligt jimforelsekriterium I divergerar serien > - m, vilket betyder att

den givna serien i (ii) ej konvergerar absolut.

Vi studerar nu betingad konvergens hos serien i (ii). Vi har ap, > 0 for alla k, vilket betyder att serien
i (i1) dr alternerande, och standardgrinsvirden visar att lim, . a, = 0. Slutligen har funktionen

f(z) = x+1\/5 derivatan f'(x) = —%, vilken dr negativ pé [1,00). Darmed dr f avtagande pé

[1,00), varfor dven ar11 < ay for k > 1. Alltsd ar serien i (ii) konvergent enligt Leibnitz kriterium.

(b) Vi undersoker integralerna fQR dx/(2zInx) for R > 2. Substitutionen u = Inx ger att F(x) =Inlnz
dr en primitiv funktion till den givna integranden. Alltsd fas

R 1 1 B 1
| 2zt = glninely = S(nn R —Inkn2).

Eftersom Inlnx saknar dndligt gransvirde i oandligheten existerar ej heller

R
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Den generaliserade integralen dr sdledes divergent.

2. (Teori) (a) Vad menas med att en funktion f(x,y) ar differentierbar i en punkt (a,d)? (1p)

(b) Avgor huruvida griansvirdet

i 2z(z +y + 23) + 2¢°
1m
(zy)—(0,0) 22+ xy+y?

existerar. (3p)



(Teori)(c) Ar funktionen

(T 113 2
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differentierbar i origo? (1p)
Losningsforslag
(a) Se PB2, s. 53, for en definition.

(b) Vi gor forst omskrivningen

2v(x +y+a°) + 22 227+ 2wy + 2% + 22* 5 274

22 + zy + y? 22+ zy + y? T a2t ay+y?

For att bestimma gransvirdet i (b) ricker det alltsd att berdkna

SL‘4
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Detta kan géras med hjilp av polira koordinater. Vi har
rtcost 6 , costd

rcosf,rsinf) = =7 ) .
g ) r2cos26 + r2sinf cosf + r2sin? 0 14 sinf cos @

Detta uttryck gar mot 0 néir r — 0 eftersom cos* 0 dr en begransad funktion och % <1+sinfcosf < %
vilket foljer fran den trigonometriska identiteten 2sinfcosf = sin(20). Dirmed existerar det givna
gransvdrdet och dr lika med 2.

(¢) Fran deluppgift (b) fas att den givna funktionen f(x,y) ej ar kontinuerlig i origo. Enligt en kind sats
fran kursen dar differentierbara funktioner speciellt kontinuerliga. Alltsa féljer att f ej dr differentierbar
1 0T1go.

. Bestdm samtliga stationira punkter till funktionen

fla,y) = (z—y)*(z +y)
samt avgor deras karaktér. (5p)
Losningsforslag

Den givna funktionen dr ett polynom i tvd variabler och dirmed godtyckligt manga ganger kontinuerligt
deriverbar.

Vi berdknar de partiella derivatorna till f och far

0 0
G =2a P Coty) och T = 2o yPlat2)
Bada partiella derivatorna forsvinner nir x =y. Om 2x = —y och x = —2y mdste x = y = 0. Sdledes

ger diagonalen {(x,y) € R?: x =y} samtliga stationira punkter till f.

Eftersom f forsvinner till ordning 3 lings med diagonalen inses att samtliga partiella derivator av
ordning 2 dr noll dar. (Detta kan naturligtvis dven erhdllas med hjilp av derivering och insdttning av
x =vy.) Vi kan sdledes inte anvinda metoden med undersokning av en kvadratisk form for att utrona
de stationdra punkternas karaktdr.

Vi noterar istillet att f(x,z) = 0 for varje x € R samt att diagonalen gdr genom férsta och tredje
kvadranten. Lat oss betrakta forsta kvadranten K, = {(z,y) € R?>: x > 0,y > 0}. Denna mingd kan
vidare delas upp i en bit av diagonalen, och K11 = {(v,y) € K1:y > z} samt K12 = {(z,y) €
Ky:y <z}, Viser nu att f(z,y) <0 for (z,y) € K11 medan f(z,y) > 0 for (z,y) € K1 2. Samtliga
punkter pi diagonalen i forsta kvadranten ar saledes sadelpunkter. Pé liknande sdtt fas att f(x,y) >0
om z <0,y <0 ochy >z medan f(x,y) >0 for (x,y) € R? med y < .

Sammanfattningsvis bestar mangden {x = y} av stationdra punkter av sadelpunkter.



4. (Teori) (a) Antar funktionen f(z,y) = 4zy — 1 ett stérsta och ett minsta virde under bivillkoret
2?2 +y? = 227 (1p)

(b) Bestdm det storsta viardet och det minsta vérdet till f(x,y) = 4xy — 1 under bivillkoret ovan samt
ange 1 vilka punkter dessa virden antas. (4p)

Losningsforslag

(a) Den givna funktionen [ ar ett polynom i tvd variabler och siledes en kontinuerlig funktion. Vidare
kan bivillkoret skrivas som

(1‘71)2+y2 = 15
och detta beskriver en cirkel, vilken utgor en kompakt mangd. Enligt satsen om extremuvdrden antar

sdledes f ett stérsta virde och ett minsta virde under det givna bivillkoret.

(b) Vi siker stationdra punkter for f under bivillkoret g(x,y) = 0 med valet g(x,y) = 2* — 2z +y?. Vi
har gradf = 4(y,x) samt gradg = 2(x — 1,y), och den senare gradienten dr nollskild ndir g(z,y) = 0.
Vi undersdker saledes nollstillen till determinanten vars rader dr de tvd gradienterna, och vi far

0=—y>+2%—2

det vill siga y? = 2% — . Insdttning i bivillkoret ger nu att x(2x — 3) = 0 det vill siga x = 0, vilket ger

punkten (0,0) ddar f(0,0) = —1, ellerx = % vilket ger de tvd punkterna p; = (%, @) och ps = (%, —@)

Vi har f(p1) = —1 + 33, det storsta virdet under bivillkoret, samt f(p2) = —1 — 3v/3 vilket dr det
minsta.

5. (Teori) (a) Vad menas med att en funktion f(z,y) & uppat begridnsad? Vad menas med att en
funktion &dr nedat begrénsad? Vad menas med att en funktion dr begrénsad? (2p)
(b) Betrakta funktionen

__ Ty

pa mingden D = {(z,y) € R?: 2 > 0,y < 0}.

Ar f uppat begrinsad pa D? Ar f nedat begrinsad? Ar f begrinsad? (3p)
Losningsforslag

(a) Se PB1, s. 95, for en definition.

(b) Vi noterar att ndmnaren till den givna funktionen f alltid ar positiv i den aktuella mangden D,
medan tdljaren ar negativ. Sdledes antar f(x,y) negativa virden i D och ar ddrmed uppdt begrinsad.
Funktionen dr ddremot inte neddt begransad, ty (x,—x) € D ndr x > 0 och vi har i sidana punkter

flz,—z) = i—’j = —35, ddr det sista uttrycket antar godtyckligt sma virden.

Ddirmed dr funktionen f inte heller begransad.

6. (Teori) (a) Definiera begreppet egentligt grinsvirde i odndligheten. (1p)
(Teori) (b) Definiera begreppet monoton funktion. (1p)

(Teori) (c¢) Visa, utgaende fran supremumaxiomet, att en begrénsad monoton funktion har ett egentligt
gransvirde da x — oo. (3p)

Losningsforslag

(a) Se PB1, s.136, for denna definition.
(b) Se PB1, s. 96, for denna definition.
(¢c) Se K1, sats 1, for ett bevis.



