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Inga hjadlpmedel tilldtna. Motivering krédvs i varje uppgift. Uppgifterna &r inte ordnade

efter svarighetsgrad.

For att fa full poédng behdver du, om det &4r mdéjligt, referera vid namn till alla satser du
anvadnder ndr du anvédnder dem, och uttryckligen nédmna vilka forts&dttningar du anvénder for
att satsen ska vara uppfylld.

Skriv dina ldésningar foér varje uppgift (1-6) pad separata papper. Deluppgifter ((a),(b),..)
kan skrivas p& samma papper.

Varje uppgift &r vdrd 5 podng och minst 15 podng, varav minst 5 fré&n teorifrégorna,
garanterar godkadnt betyg. Foérutsatt att du far minst 5 podng frén teoridelen, garanterar

minst 15 podng betyget E, 18 betyget D, 21 betyget C, 24 betyget B och 27 betyget A.

Problemdel
1. Vilka av foljande serier konvergerar? Vilka av foljande serier &r absolut konvergenta? Vilka
divergerar?
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Facit.

(a) Notera att serien ar positiv och
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Eftersom serien Y.k=3/2 konvergerar, ger Jamforelsekriteriet II att den ursprungliga serien
konvergerar. Darmed &r serien ocksa absolutkonvergent.

(b) Notera att funktionen f(x) =sinx ar positiv och vixande i intervallet [0,1] ty f'(x) =
cosx >0 for varje x € (0,1). Eftersom for alla k> 1 galler att
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ar avtagande och positivt. Dessutom galler att
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medfor detta att

lilgn sin— =0,
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Serien ar en alternerade serie, sa Leibniz kriterium ger oss att serien konvergerar.

Observera att




och serien Y, k~1/2 divergerar. Jamforelsekriteriet II ger oss att den ursprungliga serien inte
ar absolut konvergent.

(c) Serien &r positiv, sa ar serien konvergent, om och endast om den ar absolutkonvergent.

Eftersom det galler att
k+3

1
2%k+4 2
ger oss Rotkriterium att serien konvergerar.
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2. Lat {ay}-, vara féljden definierad av a; =4 och

(a)

(b)
(c)

a .
A :4+?", for n> 1.

[2p] Anvind ett induktionsargument for att visa att det galler

0<a, <6, for varje n> 1.

[1p] Visa att foljden {a,},., ir vixande.

[2p] Anvind en kind sats fran kursen for att visa att f6ljden {a,},., konvergerar och
bestam dess gransviarde. Ange tydligt vilken sats du anvidnder och kontrollera att alla
dess antaganden ar uppfyllda.

Facit.

(a)

Notera att det géller 0<aj =4 <6 (Basfallet).

Antag att det géller 0 <a, <6 for nagot n>1. Vi vill visa att olikheterna géaller ocksa
for a,. 1.

Ur definitionen av den rekursiva talfoljden far vi att
0<a,,1<6<=-12<a, <6,

vilken uppfylls enligt induktionshypotesen.

Induktionsprincipen ger oss att olikheten géller da for alla n> 1.

Vi noterar att for varje n>1 géller
2a
a, <a,, < Tnﬁ4©an£6,

vilket vi har visat ovan att det stimmer. Det medfér att talféljden {a,}, ér vixande.

Vi har visat att talfoljden ar begrédnsad och monoton vixande.

Monotonkonvergensprincipen ger oss att gransvardet existerar. Kalla det £. Om vi tar
gransvardet i den rekursiva formeln far vi att ¢ uppfyller

€=4+§<:>€=6.



3. For varje a <0, 1at fo : R » R vara funktionen definierad av

xy?(2x2+3y2)%, om (x,y) #(0,0),

fa(xa)’):{ 0, om (x,y) =(0,0).

(a) [2p] Bestdm for vilka virden av o som gransvirdet } J};H_l, _ fo(x,y) existerar (dndligt).

(b) [1p] Bestédm for vilka virden av o som funktionen f ar partiellt deriverbar i origo.
(c) [2p] Bestam for vilka varden av o som funktionen fy ér differentierbar i origo.

Facit.

(a) En variabelbyte till poldra koordinata ger oss
fa(x,y) = r**2%cos Osin® 6 (2 +sin® 6)“.
Om a< —% galler att
fa(x, )| <29°72% >0, dar—0".

Dérfor limp, oo

fa(x,y) =0 i detta fall.

OmO0>a> —%, om vi later kurvorna

’]/l(l‘)=(l‘,t)7 YZ(t)=(07I)7
sa galler att
f(n@)=r7295% f(p(t))=0.
Det visas att gransvirdet limya, o, fa(x,y) inte existerar.

(b) Notera att, for alla o <0, fo ar vil definierad i en punkterad omgivning av origo.
Dessutom géller det att

fa(X,O)—fa(0,0) _

d :
;Cfa((),()) :)151—1;1(1) Oa

och pa samma sétt visas att 8% f(0,0) =0. S& ar fy partiellt deriverbar i origo for alla
acR.

(c) Funktionen fy ér differentierbar i origo om, och bara om géller

_falxy)

Med ett liknande argument som i den forsta delen av uppgiften, visas att det géller om,
och bara om, o> -1.

Var god vind!



4. (a) [3p] Bestam samtliga stationira punkter till funktionen

fxy) =xye™
samt avgor deras karaktar.
(b) [2p] Argumentera varfor det finns 16sning till problemet
min  xy
sadant att  x2+y? =8
(x,y) e R?
och bestdm minimivardet av funktionen med dessa bivillkor.

Facit.

(a) Funktionen éar differentierbar i R? eftersom den kan skrivas som en produkt och en
sammanséattning av differentierbara funktioner.

Gradienten blir

0 0

Fon -, Ly -xt-2e.
Sa finns det tva stationdra punkter

1
r1=(0,0), p2==(—1,§)-

Andra ordning partiella derivator blir

02 02 0?
T =32 Ty = (L) (1-20e 2 Sny) = (1 -y)e .

Den kvadratiska formen associerad till punkten p; blir

Qp1 (xay) = 2xy7

som ar en indefinit form, sa galler att p; ar en sadelpunkt.

Den kvadratiska formen associerad till punkten p, blir

1 _
Oy, (x,y) = Ee 2x2 4 2e 2y2

som &r positivt definit. Da géiller att p, ér en lokal minimipunkt.

(b) Funktionen f(x,y)=xy ar kontinuerlig ty &r det en polynom. Dessutom kurvan x?+y? =8
ar cirkeln av radie 2v/2, som ér en kompakt méngd. S& Extremvirdesatsen ger oss att
bade maximi- och minimivardet antas i mangden.

Bada kostnadsfunktionen och bivillkor ges av differentierbara funktioner. Sa
extrempunkter (x,y) maste uppfylla att

ozdet()yc z) =2(x2=y?) =2(x-y)(x+Y).

Darfor galler att x =y eller x=—-y. Om vi sétter in dessa villkor i bivillkoret, far vi att
x==+2. Sa far vi 4 mojliga extrempunkter:

(2,2), (-2,-2), (-2,2), (2,-2).

Sa far vi att minimivardet av funktionen med dessa bivillkor &r —4 och antas i punkterna
(-2,2) och (2,-2).



5.

Teoridel

(a) [1p] Komplettera texten nedan:

Vi sager att mangden M c R inte ar uppat begridnsad om

BeR xeM sadant att x B.
(D (2) (3)

Skriv hela pastaendet i ditt svar, med text eller kvantifikatorer.
(b) [1p] Definiera begreppet konvergent serie.
(c) [1p] Definiera begreppet inre punkt for en mangd M c R*, dér n> 1.
(d) [2p] Lat f:[0,1] - R vara funktionen definierad enligt

-3 om x &r irrationellt,

f(x) =

1 om x ar rationellt.

Visa att funktionen f inte &r integrerbar pa intervallet [0, 1].
Facit.
(a
(b
(c

(d) Lat ® vara en trappfunktion sadan att ® < f for alla xe [0,1]. Lat I =(s,¢) c[0,1] vara
en delintervall dar @ ar konstant, sdg ®(x) =c. Eftersom varje intervall innehaller bade

“For varje BeR, finns det ett tal xe M sadant att x> B.”
Se kurslitteratur.

Se kurslitteratur.

)
)
)
)

rationella och irrationella tal, finns det xj,x; € I sadana att x; ar rationellt och x, ar
irrationellt. Av definitionen av f foljer da att

f(x1)=-3,  f(x)=1

Eftersom ® < f pa I, maste sérskilt

c=®(x;) < fx1) =-3.
Alltsa géller
d(x) < -3, xel.
Eftersom ar ® en trappfunktion, medfor det att

®(x)<-3,  Vxe[0,1].

Det visar att

1 1
/f(x)dx=sup/ @ (x)dx < -3.
JO_ o<fJ0

A andra sidan 4r konstantfunktionen ®(x) = -3 en trappfunktion som uppfyller ® < f,
vilket ger

/L1 f(x)dx>-3,



som medfor att '
/ f(x)dx=-3.
JO

Ett liknande argument visar att

Zf(x)ds =1.

Darfor ar funktionen f inte integrerbar eftersom fol f(x)ds > fol f(x)ds.



6.

(a) [1p] Formulera satsen om mellanliggande véirden for funktioner av en variabel.
(b) [2p] Formulera och bevisa medelvardesatsen for integraler.

(c) i. [1p] Visa att for varje a,beR géller att |a—b| > ||a|-|b||. Anvand detta for att visa
att om |x—1|< 1 sa géller att [x—3| > 1.

ii. [1p] Visa direkt ur definitionen av gransvirde att

-1
lim /() =7
for funktionen f(x) = 5.
Facit.
(a) Se kursmaterialet.
(b) Se kursmaterialet.
(c) i. Triangelolikheten ger oss att
la| < |a-b|+|b|, |b| < |b—al+|al.

Det medfor att
—la-b| <|a|-|b| < |a-D],

so ar ekvivalent med ||a|—|b|| < |a—b].
Om vi anvander det, med a =2 och b = |x—1|, far vi att

=3[ =2- (- D2 2[- k-1 =2-]x- 121,

for [x—1]<1.

ii. Vi noterar att

X 1‘ 3
— 4+ —|=
x=3 2| 2x-3|

om |x—1|< 1. Givet € >0, lat

2
=1 < 31l

0<6<min(3—8,1).
2
Dérfor, om 0<|x—1|< d sa géller att

<E.
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