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Motivera alla 16sningar noggrant. Obevisade deluppgifter kan anvdndas. Tillatna
hjélpmedel ar skrivdon. Max antal poéng pa tentan ar 30, och 15 skrivningspoéng ger betyg
atminstone E.

Paminnelse. Kom ihag att om F &r en kropp sa skriver vi

o P, (F) for F-vektorrummet av polynom av grad hogst n med koefficienter i F och

o M, xn(F) for F-vektorrummet av m x n-matriser med element i F.

Uppgifter.
1. (a) Lat vy, vg,...,0, vara vektorer i ett vektorrum V 6ver en kropp F. Ange definitionen
av att vy, ve,..., 0, spdnner upp V.
Svar vy, Vg, . . ., U, spanner upp V om for varje v € V det finns nagra a,...,a, € F
sadan att

(c)

U= a101 + a2 + - + apUn.

1 0
Bestam om vektorerna |—2|, |1| spanner upp R3.
0 1
Svar: Nej. R? har dimension 3 s& man behéver att ha minst tre vektorer for att
1
spianna upp R3. Man kan ocksé visa direkt att, t.ex., |0| kan inte skrivas som en
1
1 0
linjar kombination av |—2| och |1
0 1
I
Hitta en vektor [xzo| sd att vektorerna
x3
1 0 1
—2 ) 1 , [ T2
0 1 T3

Var god véand!

(2p)

(1p)

(2p)



ger en bas for R3.
Svar: En godtycklig vektor sidan att

1 0 1
—2 ’ 1 , |2
0 1 T3

ar linjart oberoende ska uppfylla villkoren. T.ex., |1].

2. (a) Lat T': V — V vara en linjir operator pa ett F-vektorrum V. Ange definitionerna (1p)
av begreppen nollrumm och bildrum for T.

Svar: Nollrummet till 7" definieras som

NT)={veV |T(v)=0}.
Bildrummet definieras som
R(T)={w eV |w=T(v) for ndgon v € V}.
(b) Lat T': Po(R) — P3(R) vara den linjira operatorn som ges av (2p)
T(p) =p'(x) + p(0) +p"(0).

Hitta en bas av nollrummet for 7.
Svar: 1at p(z) = ag + a17 + agz? € Py(R). Vi har foljande formel for T

T(p) = ao + 2a2 + a1 + 2a9x.

Det foljer att p € N(T') om och endast om ay = 0 och ag + a; = 0. Nollrummet
bestar av polynom av formen a — ax fér nagot reel tal a. Nollrummet har dimension
1, s& dess bas ska besta av ett godtyckligt icke-noll element, t.ex., x — 1.

(c) Beridkna dimensionen for bildrummet for T. Avgor om T ar surjektiv eller inte (2p)

Svar: Enligt dimensionsatsten, dim(R(7)) = 3 — dim(N(7T")) = 2. Eftersom
dim(R(T")) < 3, T inte ar surjektiv.

. -3 -2
3. Betrakta matrisen A = (10 6 >

(a) Bestdm det(A'Y) (1p)
Svar: det(A) = —18 + 20 = 2. Dirfér det(A!Y) = det(A)0 = 210,



(b) Bestdm en formel for A™ for positiva heltal n. (4p)

Svar: Vi borde diagonalisera A. Vi borjar med att hitta det karakteristiska
polynomet

det <_310_t 6__273) = (t+3)(t—6)+20=1>—3t+2=(t—2)(t—1).

Rotterna av det karakteristiska polynomet ar ¢t = 1,2. Nu hittar vi motsvarande
egenvektorer. For egenviarde t = 1 far vi féljande ekvationssystem

-3-1 =2 z1\ (O
10 6—-1)\zz) \O
Det ar likvirdigt med ekvationen 2z; + 2 = 0. En bas till egenrummet ges av

1
vektorn <_ 2)

For egenvéirde t = 2 far vi féljande ekvationssystem

(" o) ()00

Det ar likvardigt med ekvationen 5x; 4+ 2x5 = 0. En bas till egenrummet ges av

vektorn <_52> Lat a = { <_12> , _52> } Den &r en bas som bestar av egenvektorer

som hor till egenvarden 1,2. Da far vi basbytematrisen:

st 1 -2
- (% )
a 5 2

Vi far f6ljande formel for att diagonalisera A

1 =2\ (1 0\ (5 2
= (L6960
Och déarfor
a1 =2 (1 0 (5 2) _ 5 —2nt2 2 —2ntl
“\-2 5 )0 2n)\2 1) \-10+5-2"F1 —44+5.27

(a) Lat A € My,»,(C) vara en matris. Ange definitionerna av att A dr normal respektive (1p)
unitar.

Svar: A ir normal om AA* = A*A. A ar unitir om A* = AL

Och dess invers blir matrisen



(b) Ge ett exempel pa en matris av storlek 2 x 2 som dr normal, men varken unitar
eller sjdlvadjungerad. Ledtrad: det finns ett exempel som &r en diagonal matris.

Svar: Varje diagonalmatris 4r normal. Om en diagonalmatris har ett icke-reellt tal
pa diagonalen sa kan den inte vara sjilvadjungerad. Om en matris har determinant
vars absolutbelopp inte dr 1 s& kan den inte vara unitar. Ett exempel pa en normal

14
matris som inte ar sjalvadjungerad eller unitar ar darmed < S_Z g)

(c) Lat T: R3 — R3 vara foljande linjér operator:
T(z,y,2) = 2x+y,—z,2y + x — 22).

Beskriv explicit en linjér avbildning L: R3 — R? som uppfyller foljande likhet, for
varje i, w € R3
(T'(u), w) = (u, L(w)).
Dir (—, —) betecknar standard inre produkten pa R3.
Svar: T representeras i standard basen med matrisen

2 1 0
Tle=|-1 0 0
1 2 -2

Enligt definitionen L = T*, d.v.s. L dr den adjungerande operatorn till T'. Vi vet
att [T]s, = [T)%. D.v.s., L representeras med den adjungerande matrisen av [T'].
Den é&r en reel matris, s adjungerande menar transponerande. Vi drar slutsatsen

2 -1 1
att L representeras med matrisen [1 0 2 |. Det betyder att
0 0 =2

L(z,y,2) = 2z —y + 2,7 + 2z, —22).

5. Berakna en singularviardesuppdelning av matrisen
1
A=12 1 S ngg(R).
0

Svar: Vi borjar med att rdkna ut A*A

1 0
12 0 5 2
A*A:< >21:<)
01 —1)5 2 2

(2p)

(2p)



Néasta beraknar vi det karakteristiska polynomet

det<5;t 2:) (=)t —5)— A= —Tt+6=(t—1)(t—6).

Egenvérdena, listade i fallande ordning, ar alltsa ¢t = 6, 1, och vi vet att de singulédra
virdena for A dr v/6,1. Nu berdknar vi en ON-bas som bestar av egenvektorer for A*A.
Vi bérjar med egenvirde t = 6. Vi far foljande ekvationssystem

(222 ()= 6)

Den ar likvirdig med ekvationen —z; + 2x9 = 0. En normerad bas till egenrummet
2
bestar av vektorn (@)

NG

For egenvéirde t = 1 far vi féljande ekvationssystem

(215 E) -0

Den é&r likvardig med ekvationen 2z1 + 29 = 0. En normerad bas till egenrummet bestar
1
av vektorn (@)

NG
Vi vet nu att

och darfor

SN =
IHO
—

VR
aH§w
N———
|

Shoosh Shglgh

1 0 1
0 —1 V5

De tva vektorerna &r ortogonala, som férvintas. Vi maste dividera den férsta vektorn
med /6 for att normalisera den. Ocksa som forviantas. Da far vi tva ON vektorer i R?

alagl
She o



6.

For att komplettera det till en ON-bas kan man, till exempel, ta en kryssprodukt och

2
%
fa den vektorn \_/7% . Vi kan nu skriva matrisen V'
-1
v
2 1 2
V30 V5 V6
v=|—=> o =L
R, W
V30 V5 V6
Och singuldrvirdesuppdelning blir
2 1 2
10 Ve VB Ve (V6 0\ sz L
I =1 V5 VB
2 1 =7 0 7 0 1 ° V3.
_ =1 2 =1 0 0/ \Vs 5
0 -1 V30 V5 V6

(a) Visa att foljande méingd av vektorer dr en bas for R3

1] [1] o
1, 10|, |1
ol (1] |1

Svar: Jag hoppas att det &r klart.
(b) Tillampa Gram-Schmidt processen till basen i del (a) for att fa en orthogonal bas

for R3.
1
Svar: Den forsta vektor av den ortogonala basen blir |1|. Fér den andra vektoren
0
berdknar vi -
< 1 1
| . |1 >
’ 1
1 1 0 1 2,
0| — —F=—+F—= 1| =1|-3
1 HoEH o 1
1,1
_0_ _O_
For den tredje vektoren far vi
1 1] 1
0 1 0 2,
0 1,1 ) 1, |—3 1 Ly
1 0 1 1 2 3
1| - —f5—F—=— 11| — _1 | 2
1] [1 ! : ? 3
1 0 ! % 1 3
Lt —3|: |2
0] O] 1 1

(1p)



Vi far den ortogonala basen

1 2
Lla| |=3
1 1 2
) 51 g
of |1 |2

Om man vill, kan man normera den och fa en ON-bas.

(c) Hitta koordinaterna av vektorn (6,12,24) respektivt basen som du hittade i del
(b).

Svar: Enligt formeln fér koordinater respektivt en ortogonal bas, har vi

6 1 6 i 6 —2
<12,1> <12,—;> ) <12,§> )
24| |o]/ |1 24| | 1 7, 24| | 2 3
= a1+ - —3| +
0

6

12

24 <1 1>
11,11
0 0

Som forenklas sig till

2

AN AR
120 =9 1| +14 [—3| +15 %
24 0 1 2

Sa koordinaterna ar (9,14, 15).

Réttningen av tentan kommer att vara firdig ungefar 2 veckor efter tentamensskrivning.
Daérefter kan en kopia av tentan bestéllas fran studentexpeditionen.

(1p)



