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Motivera alla 16sningar noggrant. Obevisade deluppgifter kan anvindas. Tillatna
hjalpmedel ar skrivdon. Max antal podng pa tentan ar 30, och 15 skrivningspoéng ger betyg

atminstone E.

Paminnelse. Kom ihag att om F &r en kropp sa skriver vi

o P, (F) for F-vektorrummet av polynom av grad hogst n med koefficienter i F och

o My, xn(F) for F-vektorrummet av m x n-matriser med element i F.

Uppgifter.

1.

2.

(a) Lat V vara ett vektorrum 6ver en kropp F. Ange definitionen av ett delrum av V.

Svar: Se korsboken eller kursens anteckningar.

(b) For var och en av foljande delmingder av R?, avgoér om den ér ett delrum av R2.

i.

ii.

{(z,y) € R? | 2z — 3y = 0}.

Svar: Ja, det ar ett delrum. For att bevisa detta, maste vi visa att det ar
slutlig med avseende pa addition och skaldr multiplikation. Anta att (x1,y1)
och (x2,y2) uppfyller villkoret. Da har vi att

2(x1 +x2) —3(y1 +y2) =221 —3y1 + 222 —3y2 =0+ 0 = 0.

Det menar att (z1,y1) + (22, y2) uppfyller villkoret ocksa. Pa liknande sétt,
lat a vara en skaldr. Da har vi 2ax1 — 3ay; = a-0 =0, sa a(x1,y1) uppfyller
villkoret.

{(z,y) € R? | zy > 0}

Svar: Nej det ar inte ett delrum. T.ex., vektorerna (2,1) och (—1, —2) bade
uppfyller villkoret, men deras summa &r lika med (1, —1), och den uppfyller
inte villkoren.

(a) Lat T': V — V vara en linjar operator pa ett F-vektorrum V. Ange definitionerna
av begreppen egenvektor och egenvérde for T', samt vad det betyder for T att vara
diagonaliserbar.

Svar: Se korsboken eller anteckningarna.

Var god véand!

(2p)

(2p)



(b) Lat T': Po(R) — P3(R) vara den linjira operatorn som ges av
T(p) =p'(x) + p(0) +p"(0).

Berikna alla egenvérden for T och baser for de tillhérande egenrummen, samt
avgor om 1" ar diagonaliserbar.

Svar: Rummet P3(R) har standardbasen 1,z,22. Vi ser att T(1) = 1, T(z) = 1,
och T'(z?) = 2x + 2. Det foljer att T representeras i standardbasen av matrisen
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For att hitta egenviarden berdknar vi det karakteristika polynomet. Det blir
det | 0 —t 2| =t31-1).

Ekvationen t?(1 —t) = 0 har tv& lésningar: ¢t = 0,1. S& T har tvé egenviirde 0, 1.
Nu hittar ve det motsvarande egenrum.

Egenrummet till egenvéirde 0 bestar av losningar till féljande ekvation system:
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Losningarna ar tripplar (z,y, z) som uppfyller z =0 och x + y = 0. Det menar att
egenrummet har dimension ett. En bas ges av, t.ex., vektorn (—1,1,0). I termer
av polynom, blir det polynom x — 1.

Egenrummet till egenvéirde 1 bestar av losningar till féljande ekvation system:

0 1 2 T 0
0 -1 2 yl =10
z 0
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Egenrummet till 1 bestar av tripplar av formlen (x,0,0). Rummet har dimension
ett, och en bas ges av vektorn (1,0,0). Det motsvarande polynom é&r det konstanta
polynom 1.

Summan av dimensioner av egenrum ar tva, som ar mindre &n tre. Det menar att
T ar inte diagonaliserbar.

3. Lat T: R?® — R? vara den linjira avbildningen som ges av

T(x,y,z) = (x+y—2z,y — 32).



4.

Ocksa lat
a={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}

och
B = {(2a 1)7 (L 1)}
Man kan visa att o och 3 éir (ordnade) baser till R, resp. R%. Du far anta detta.

Hitta matrisen [T]? som representerar 7" med avseende pa baserna o och 3.

Svar: Lat oss berdkna koordinaterna i bas 8 av T'(1,1,0), T'(1,0,1) och T'(0, 1, 1). Dessa
vektorer blir kolon av matrisen [T]2. T(1,1,0) = (2,1). Det menar att koordinaterna av
T(1,1,0) i basen 3 ar (1,0).

7(1,0,1) = (—1,—3). For att hitta koordinaterna in base 5 behtver man 16sa ekvation
system

(—1,-3) = 2(2,1) + y(1, 1).
Det &r inte svart att hitta 16sningen (x,y) = (2, —5).
Slutligen, 7°(0,1,1) = (—1,—-2) = —(2,1) — 2(1, 1), sa koordinaterna i bas  ar (—1, —2).

Vi var svaret [T]5 = l(l) _25 :;1

(a) Ange spektralsatsen, bade for komplexa och reella matriser.

Svar: Spektralsatsen for komplexa matriser sdger att en komplex matris A kan
diagonaliseras med en bas av ortonormerade egenvektorer om och bara om den ar
normal, d.v.s. AA* = A*A.

Spektralsatsen for reella matriser siger att en reel matris A kan diagonaliseras med
en bas av reella ortonormerade egenvektorer om och bara om den ar symmetrisk,

dv.s. A= Al
(b) Lat
0O 0 2
A=|10 0 0
-2 0 0

Hitta en (kanske komplex) diagonal matris D och en unitdr matris U sadant att
A=UDU".

Svar: Vi borjar med det karakteristika polynomet

det | 0 —t 0| =—>— 4t

Egenvirden #r 16sningarna till ekvationen ¢2 4 4t = 0, som blir ¢ = 0, £2i. Dérefter
hittar vi motsvarande egenvektorer.

(2p)

(3p)



For t = 0 far vi foljande ekvationssystem

0 0 2| |z
0 0 0f |y
-2 0 0] |2
0
En normerad 16sning ar |1].
0
For t = 2i far vi ekvationssystemet
—2i 0 2
0 -2 O
—2 0 -2
1
V2
En normerad 16sning &r | 0 |.
i
V2
For t = —2¢ far vi ekvationssystemet
2t 0 2| |x
0 2@ 0] |y
-2 0 2 |z
1
V2
En normerad 16sning &r | 0 |.
—i
V2
00 0 0 7
Svaret &r D= (0 2¢ 0 |, U=1|1 0
: i
0 0 —2¢ 0 7%

5. Berakna en singularviardesuppdelning av matrisen
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0
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y| = (0] .
z 0
0
= |0].
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A=10 1 S M3><2(R).
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Svar: Svaret ir A = UXV?!, dir

V6o v2 o V3 0
6 2 3
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6. Lat T: R* — R! ges av

T(z,y,z,w) =2+ 2y — z — 3w.

(a) Hitta en bas till nollrummet av 7. (2p)
Svar: Nollrummet bestdms av ekvationen r = —2y + z + 3w. En bas ges av
vektorerna

-2 1 3
V] = 1 Vg = 0 U3 = 0
0]’ 1|’ 0
0 0 1

(b) Tillampa Gram-Schmidt processen till basen i del (a) for att fi en orthogonal bas (3p)
for nollrummet av 7.

Svar: Enligt Gram-Schmidt processen borde vi berdkna

k—1 —
_ _ vk-uj,
U = Vg — U
jzluJ Uj
for k=1,2,3.
Vi far
-9 1 1
Uy = v = 0 , Uy = 1 yU3 = | 1
2
0 0 1

Du far kontrollera berdkningen sjéilva.

Réttningen av tentan kommer att vara firdig ungefiar 2 veckor efter tentamensskrivning.
Darefter kan en kopia av tentan bestéllas fran studentexpeditionen.



