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Losningsforslag.

1. (a) Vektorerna vy, ve,...,v, kallas linjdrt oberoende om de enda skaldrerna aq,...,a, € F

for vilka aqv1 + asve + -+ - + apvy, =0y dra; = --- = a, = 0.
Méngden {vi,...,v,} sdgs spinna upp V om det for varje v € V finns skalérer
ai,...,a, sadana att v = aiv1 + - - - + A, V.

2.

(b) Vi tar p(z) = 3. Vektorerna 1+, z + 22, 2% + 3, 23 ir linjirt oberoende: for skalirer
a; galler

a1(1+ ) + as(z + 22) + az(z® + 2%) + ag2® = 0
— a1+(a1—i—ag)x—i-(a2+a3)x2+(a3+a4)x3 =0
< a1 =0, a14+a2=0, ags+a3=0 och az+as=0
< a1 =a2=a3=a4 = 0.

(c) Enligt utlard sats sa utgor n linjart oberoende vektorer i ett n-dimensionellt vektorrum
automatiskt en bas for rummet, dvs. vektorerna spénner &ven upp rummet. Eftersom
P3(R) har dimension 4 och vi har 4 linjért oberoende vektorer, s& séger satsen att de
automatiskt spanner upp detta vektorrum.

Standardbaserna for M3y o(R) och Mayo(R) &r
10 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
B=|[]0 0],]0 O|,[1 Of,[0 1,10 O],]10 Of|=(b1,...,b6)
0 0 0 0 0 0 0 0 10 01
respektive
10 01 0 0 00
Matrisen for T relativt dessa baser ar d&, per definition,
115 = (Tl Tlle Tee [Tode [To:)e [To)e).
Vi har
10 10
Th)=T [0 0 :(é ’ 2) 0 0 :(é 8)201,
0 0 00
och ddrmed &r
1
0
oo = | o
0

Var god vénd!



3.

Pa liknande sétt berdknar vi [T'(b;)]¢ for resterande j, t.ex.

0 0 X
1 2 3 0 3 3
01
2
och far slutligen
102 030
c 101020 3
115 = 0010 20
0 00 10 2

Enligt utlird sats dr rangen for 7' detsamma som rangen av [T]%, och detta ér uppenbarligen
4 eftersom de fyra raderna ar linjirt oberoende.

Enligt dimensionssatsen &r dim N(7') + rang(7) = dim Msx2(R) = 6, vilket ger att
dim N(T) =6 — 4 = 2.

Svar:

[T = . rang(T) =4, dimN(T)=2.

oo O =
o O = O
O = O N
— o N O
OO W
N O W o

(a) En linjar operator T' : V. — V pa ett dndligtdimensionellt vektorrum V kallas
diagonaliserbar om det finns en bas for V' bestaende av egenvektorer till T, eller
(ekvivalent) om det finns en bas B fér V sidan att [T]5 ir en diagonalmatris.

(b) Fér att berdkna T (1, ) diagonaliserar vi T'. Relativt standardbasen E for R? ar

matrisen for T’

Egenvardena till T' ges enligt utlérd sats av rotterna till dess karaktéaristiska polynom

3—X 1

—_\2 _ — _ _
=== -2).

det(A — \I) = ‘

Egenvirdena &r alltsa 1 och 2. For att hitta egenvektorer till T' for dessa egenvarden
l6ser vi ekvationssystemen (A — 1I)x = 0 och (A — 2I)x = 0 pa sedvanligt sétt, vilket
ger egenrummen

Ey =span{(1,—1)} och FE; =span{(1,—2)}.

Lat nu B = ((1,—1), (1,—2)); detta dr en bas for R? som bestdr av egenvektorer for
T, och relativt denna bas har vi
2 0
B _

Alltsa galler (enligt satsen om relationen mellan sammanséattning av linjara avbild-
ningar och matrismultiplikation)

T™1E = (1118)" = (20" (f) .



Enligt satsen om basbyte géller darfor att

1
e S A T

ntl—1 on—1
“\2—ontl 2_on]"
Alltsé ar

T (@1, 25) = (2" = Dy + (2" = Das, (22" )2y + (2 - 2")as).
Slutligen ger detta att

TO(1,1) = ((2° - 1)+ (2° - 1), (2-29) + (2 2°)) = (94,-92).

Svar: Se ovan for T (zy,z5), och T®)(1,1) = (94, —92).

(a) Operatorn T kallas normal om T o T* = T* o T, och sjilvadjungerad om T = T*, dar (2p)
T* star for den adjungerade avbildningen till 7.

(b) i. For en linjar operator T' pa ett reellt inre produktrum géller, enligt den reella
spektralsatsen, att

T ar ortogonalt diagonaliserbar <= T ar sjalvadjungerad,

och detta géller omm [T’ ]g ar sjalvadjungerad /symmetrisk for nagon ON-bas C for
rummet. I det hér fallet &r A symmetrisk, och darmed é&r alltsé L 4 diagonaliserbar
relativt en ON-bas.

ii. For en linjar operator T' pa ett komplext inre produktrum géller, enligt den
komplexa spektralsatsen, att
T ar ortogonalt diagonaliserbar <= T ar normal,

och detta giller omm [T]& dr normal fér nigon ON-bas C' for rummet. I det hr

fallet &r B normal, eftersom

L (U aN (1 o1y [ 2 14dy (1 o1\ (1 @) _ ..
se= (1) (1) =02 )= () (1)

och darmed ar Lp diagonaliserbar relativt en ON-bas.

(c) Matrisen B fran den forra delfragan &r normal men inte sjalvadjungerad. Men dven

t.ex. (é 8) har denna egenskap.



5.

(a) Matrisen U € M, xm(R) kallas ortogonal om UTU = UUT = 1.
(b) Vi soker, per definition, en faktorisering A = U X V* dar U och V ar ortogonala

01 0 0
0 o9 O
Vi vet att de nollskilda singuldrvirdena for A precis motsvarar kvadratrotterna ur de
nollskilda egenvéirdena till A*A. Vi har att

11 2 00
AA=o o (}8_22>=000
2 -2 00 8

matriser och ¥ har formen ( ) , dir o1 > 09 > 0 ar A:s singuldrvirden.

Eftersom matrisen &r Gvertrianguldr kan vi direkt lédsa av de nollskilda egenvérdena:
2 och 8. Alltsa ges matrisen ¥ av

. _ V8 0 0
L0 V2 0/
For att hitta matrisen V' berdknar vi ON-baser fér egenrummen f6r A* A motsvarande

egenvardena 8 och 2. Eftersom A*A &ar en diagonalmatris kan vi direkt ldsa av
basvektorer for egenrummen Fg och Fs:

0 1
v =101, resp. vo=10
1 0

Vi kan sedan vilja t.ex. v3 = (0,1,0)” som en tredje enhetsvektor ortogonal mot vy
och vy, sa att vy, v9, v3 ar ortonormala. Sedan tar vi vy, v, v3 som kolonner for V:

01
V=10 0
10

S = O

For att fa fram U, med kolonner u; och us, anvander vi att Av; = o;u; for i = 1, 2,
dvs att u; = %Avi:

OO~ = OO
I
Sl
/X
=
—
N——

Alltsé har vi:
Svar: En singulidrvirdesuppdelning ges av A = U X V*, dar

1 1 01 0
2 _ (VB 0 0 _
U= , Y= , V=0 01
-1 1 0 V2 0



6. Lat V vara ett inre produktrum och lat U vara ett delrum till V.

(a)

Per definition ar
Ut ={veV:(vu) =0forallauecU}.

Antag att v € UNUL. DA giller v € U och v € UL, och det senare innebir att
(v,u) =0 for alla u € U. I synnerhet géller detta f6r u = v, dvs. (v,v) = 0, vilket ger
att v = Oy per ett av axiomen for inre produkter.

Enligt utlird sats giller dim W 4 dim W+ = dimR? = 3, s& dim W+ = 2. De tva vek-
torerna (1, —1,0) och (1,1, —2) ligger i W+ (eftersom de &r ortogonala mot (1,1, 1) och
dérmed mot hela W), och dr ortogonala mot varandra. Alltsa ar {(1,—1,0),(1,1,—-2)}
en ortogonal bas for W,

Antag att det for nagon vektor v € V géller att v = uy +w; = ug +wso med uy, ug € U
och wy,wy € UL. Vi vill visa att u; = ug och w; = ws.

For att se detta, observera att u; — us = wo — wy, och eftersom u; — us € U och
wy —wy € U méste bada dessa vektorer vara nollvektorn enligt del (a). Alltsa dr
Ul = Uy och w1 = wa.



