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1. (a)

(b)

(c)

Den ordnade n-tuppeln (vq,ve, ..., v,) utgoér en bas for V om
¢ den ar linjart oberoende, dvs om de enda skaldrerna a; for vilka ajvi+- - -+ a,v, =
Oara; =---=a, =0, och
e den spanner upp V: for varje v € V finns det skaldrer a; sddana att v =
aivy + -+ apvy.

Om W har en bas som bestar av n vektorer, da definierar vi dimensionen av W som
n. (Detta ar véildefinierat eftersom alla baser for W innehaller lika méanga vektorer,
enligt kurssats.)

Vi kan t.ex. anvinda Gausseliminering pa matrisen med de fyra angivna vektorerna
som rader. Varje radoperation i elimineringsprocessen paverkar inte spannet av
raderna, och om vi uppnéar trappstegsform ar det latt att visa att de nollskilda
raderna &r linjart oberoende, och dédrmed utgor en bas for W. Detta ger t.ex. basen

((1,1,1,1),(0,1,2,1),(0,0,1,6)).

Alternativt: lat v; = (1,1,1,1), vo = (1,4,9,16), v3 = (2,4,8,16), v4 = (1,2,3,2).
Genom att losa ett ekvationssystem kan vi se att vg = 2v1 + v — v3. Alltsa ar

W = span{(1,1,1,1), (1,4,9,16), (2,4,8,16) }.

Dessa tre vektorer spanner upp W, och kan ses vara linjart oberoende genom att 16sa
ekvationssystemet ajv) + agvs + azvs = 0 (som vi ej redovisar hér) och observera
att a1 = ag = ag = 0 dr den enda I6sningen. Alltsa utgoér de en bas, och ddrmed &r
dim W = 3.

Svar: En bas for W ar t.ex. {(1,1,1,1),(1,4,9,16),(2,4,8,16)} och dim W = 3.

En skaldr A € F kallas ett egenvéirde for T om det finns en nollskild vektor v € V
sadan att T'(v) = Av. Egenrummet motsvarande egenvirdet A ar delrummet E) =
{veV :T)=Av}.

Standardbasen for P;(C) dr B = (1, ). Per definition &r dérfor

Vi berdknar

T() =142 — [T(1)]z = <1> och  T()=2 — [T(2)]p = (2)

715 = (} (1)>.

Var god vénd!

Alltsa ar



3.

Vi kan nu beréikna egenviardena genom att hitta det karaktéristiska polynomet
det([T)5 —tI) = (1 — )2,

som har roten t = 1 med algebraisk multiplicitet 2. Darmed ar A = 1 det enda
egenvardet for 7.

Det motsvarande egenrummet kan beriknas med hjilp av matrisen [T]5, eller direkt
fran definitionen:

Ey ={p e P1(C): T(p) = p}
={a+bx ePi(C):a+ (a+bxr=a+bzr}
={a+bzr:a=0}
= span{z}.

Alltsé ar {x} en bas for Ej.

1
Svar: Matrisen ar ( 1 (1)>, det enda egenvéirdet &r 1, och en bas for egenrummet Fy

ar {z}.

(a) Vi behover visa att den ar linjar i forsta komponenten, symmetrisk och positiv definit:

o Linjér i forsta komponenten: for z,y, 2 € R? och a € R har vi

(@ +y,2) = {z,2) + (4, 2)
och (azx,y) = alzx,y).

Detta géaller uppenbarligen for var funktion (-, -):

(+y,2) = (1 +y1)21 + 2(22 + y2)22 + 3(23 + y3) 23
= 2121 + 22922 4+ 3323 + Y121 + 2y229 + Y323
= (z,2) + (y,2),

och
(azx,y) = ax1yr + 2ax2y2 + 3ax3ys = a(x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3) = a(x,y).

o Symmetrisk: for z,y € R? har vi

(x,y) = 191 + 222Y2 + 3T3Y3
= y121 + 2y22 + 3yzx3 = (Y, T).

o Positiv definit: fér € R3 har vi
(x,z) = 2% + 223 4+ 323 > 0,

med likhet om och endast om z1 = 29 = 23 =0, dvs =z = 0.
(b) En ON-bas &r en bas som dr ortonormal, dvs varje vektor i basen har norm 1 och ar
ortogonal mot alla andra vektorer i basen.
Det ses latt att vektorerna

e1 = (1,0,0), e =5(0,1,0), e3=—(0,0,1)



ar ortogonala relativt denna inre produkt, dvs att (e;,e;) = 0 for i # j. Vidare sa ges
normerna av dessa vektorer av

lesl = \fler,en) = V24202 +3-02 = 1,
leall = f{ea e2) = 0242 (J5)2 +3-02 =1,
HegH=\/mz\/ouz-ou&(%y:l,

Alltsa utgor vektorerna en ON-bas for R? relativt den givna inre produkten.

Enligt den reella spektralsatsen finns det en ON-bas for R? som bestar av egenvektorer
for A om och endast om A ir sjilvadjungerad /symmetrisk, dvs A7 = A. Eftersom
matrisen har en 0:a hogst upp till héger och en 1:a lingst ner till vinster, ar AT # A,
oavsett a,b. Alltsa finns det ingen ON-bas for R? som bestar av egenvektorer for A.

Enligt den komplexa spektralsatsen finns det en ON-bas for C3 som bestar av
egenvektorer for A om och endast om A &r normal, dvs A*A = AA*. Vi berdknar

1 0 1 1 a O 2 a b
A*A=1la 1 0|0 1 1| =@ 1+|al? 1 ,
015/ \1 0 b b 1 1+ b
1 a 0\ (1 01 1+a®* a 1
AA*=10 1 1||a 1 0] = a 2 b
1 0 b/\O 1 b 1 b 1+ b2

Dessa matriser ar lika om och endast om
la* =1 och b=1.

Kravet |a| = 1 motsvarar att a ligger pa enhetscirkeln i det komplexa talplanet, dvs
a = € for nagot 6 € R.

Svar: Det finns en ON-bas for C? som bestar av egenvektorer for A om och endast
om |a|] =1 och b=1.

Enligt definitionen av singuldrvirden, fran satsen om singuldrvirdesuppdelning, har
matrisen k& = min(m,n) stycken singulérvirden oy > o9 > -+ > o > 0. Antalet
stringt positiva singuldrvirden &r lika med rang(A) = r (dimensionen av bildrummet
{Az : x € R"}).

Vi soker, per definition, en faktorisering A = U X V* dar U och V &ar ortogonala
matriser och

op O
Y= 0 g2 1,
0 0

dér o1 > 09 > 0 ar A:s singularvirden. Vi kan direkt konstatera att o; > 0 och
o9 = 0, eftersom rang(A) = 1.

Vi vet att de nollskilda singuldrvirdena for A precis motsvarar kvadratrétterna ur de
nollskilda egenvéirdena till A*A, sa vi berdknar denna matris.



Vi har att

11
1 0 2 5 5
A*A_( )oo_< )
1 0 2 9 9 5 5

For att hitta egenviardena beraknar vi det karaktéristiska polynomet
det(A*A —t-1) = (5 —t)% — 5% = t(t — 10).

Alltsa ar egenvirdena for A* A talen 10 och 0, och diarmed ar singularvirdena for A
talen o1 = /10 och o9 = 0. Alltsd ges matrisen X av

V10 0
= 0 o
0 0

For att hitta matrisen V' berdknar vi egenvektorerna for A* A motsvarande egenvérdet
10 pa sedvanligt satt, och far
FE19 = span E

Vi véiljer en normerad vektor v; ur detta egenrum och viljer godtyckligt en enhets-
vektor vy som ar ortogonal mot denna:

_ [t h _ (1
’Ul—\/i 1 ocC Ug—\/i 1/

Nu later vi V' vara matrisen med dessa vektorer som kolonner; denna matris ar

ortogonal per konstruktion:
1 (1 1

Det sista steget dr att hitta en ortogonal 3 x 3-matris U som uppfyller villkoren,
vilket vi gor genom att bestdmma dess (ortogonala) kolonner u,uz, us. For detta
anvander vi att Avy = oqjuq, dvs att uq = U%Avl:

1 (2 1 (L

1
w =LAy =——1|ol==—1o0
VT 2v5 |, ] V5,

Eftersom resten av singuldrvirdena ar 0 ar vi fria att vélja kolonnerna us, u3 godtyck-
ligt sd att U ar en ortogonal matris. Vi tar

1 2 0
up=—7= |01, ug=/[1],

Vil 0

som latt ses vara enhetsvektorer och ortogonala mot varandra och u;. Darmed har vi:

Svar: En singularvirdesuppdelning ges av A = U X V*, déar

1 2

v v Y vio 0 1 (1 1
U=|0 0 1 =0 0 V=— .

2 1 0 0 v2 \1 -1

VY



6.

(a)
(b)

(Obs: A har precis rang(A) = 1 nollskilt singulédrvérde.)

Matrisen A kallas normal om A*A = AA*, dar A* = A" dr dess adjungat. Den kallas
unitir om A*A = AA* =1, dvs A~ = A*.

Forslag 1

7 = 7. Antag att A ir unitdr. Eftersom A*A = AA* = [ sa &r A uppenbarligen

normal. Vi ska nu visa att |A\| = 1 for varje egenvirde A till A. Lat v vara en egenvektor
till A med egenvérdet A, dvs Av = Av. Vi har da

1Av]|* = (Av, Av) = (A, M) = [A*(v,v) = [AP[Jo]*.

Eftersom A #r unitdr s #r |[|[Av|| = |lv|| (enligt kurssats; alternativt ||Av||?> =
(Av, Av) = (v, A* Av) = (v,v) = ||[v]|?), och vi far att

2 2 20,112
[vlI* = [|Av]|* = [A[[]o]".
Eftersom v # 0 s ér ||v||? > 0, och vi kan dividera med detta for att fa
1= ‘)“27

vilket ger |A| = 1.
7 <= ": Antag att A dr normal och att |A| = 1 for varje egenvirde A till A. Vi ska nu
visa att A dr unitdr, och for detta riacker det att visa att A*A = I. Eftersom A &r
normal sa finns det, enligt den komplexa spektralsatsen, en ON-bas (v1,va,...,vy)
for C™ bestaende av egenvektorer for A. Lat oss kalla de motsvarande egenviardena
for \;, dvs Av; = \jv;; vi vet enligt antagande att |\;| = 1 for varje 3.

Enligt kurssats dr varje v; ocksa en egenvektor till A* med egenvirdet \;, dvs
A*v; = \ju;, eftersom A ar normal. Alltsa ar, for varje 4,

A*Av; = A (\ivy) = MAM v = i\ = |)\i]2vi = ;.
Eftersom vektorerna v; utgor en bas for C™ sa innebar detta att
A*Av = v for varje v € C".
Alltsa ar A*A = I, och vi har att A ar unitér.

Alternativt sa kan vi visa att ||Av|| = ||v]| for varje v € C", vilket &r ett ekvivalent
villkor for att A ska vara unitér. Eftersom (vq,...,v,) utgér en ON-bas for C" sa
kan varje v € C™ uttryckas som

V= C1v1 + U2+ -+ cpun
for nagra c; € C. Enligt kurssats om koordinater relativt ON-baser sa ar
[ll* = ler? + ezl + - + [enl*.
Dérmed géller det att
| Av||? = [ler v + coAvg + -+ - + ep Avy |2
= | A1c1vr 4 -+ Apenvn?
= MPle + -+ P lenl?
= el + - fenf?
= ||v||*.

Alltsa ar A unitar.



Forslag 2

Eftersom en unitdr matris uppenbarligen ar normal, sa racker det att visa foljande
pastaende om normala matriser A:

A ar unitdr <= || =1 {or varje egenvérde \ for A.

Bevis: Eftersom A &r normal sa finns det, enligt komplexa spektralsatsen, en unitéar
matris ) sadan att

A=QDQ",

dar
A

D:
An

ar en diagonalmatris med A:s egenviarden \; € C pa diagonalen. (Kolonnerna i @
bestar av motsvarande egenvektorer fran en ON-bas av egenvektorer for A.)

Alltss ar
A1]?
A"A = (QD*Q")(QDQ") = QD*DQ* = Q Q"
Anl®
Matrisen A ar unitar om och endast om detta ar lika med identitetsmatrisen I:
A1]?
QD'DQ*=1 < D'D=Q"Q=1 — =1.
Anl®

Detta géller om och endast om |\;| =1 fér varje j, vilket var det vi ville visa.



