MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamen

STOCKHOLMS UNIVERSITET Linjar algebra
Avd. Matematik MM5012, 7.5 hp
Examinator: Olof Sisask 24 okt 2025

Skriv tydligt och motivera dina l6sningar vil. Skrivtiden dr 5 timmar. Inga hjdlpmedel
utover penna och suddgumms dr tilldtna. Visa legitimation. Maximalt antal poing dr 30 och 15
podng ger betyget atminstone E.

For betygen E, D, C, B, A krdvs minst féljande antal poéng:

E|D|C|B|A
15|18 | 21 | 24 | 27

Bonuspoéng fran kontrollskrivningarna gor att du kan tillgodordkna deluppgifter till Uppgift 1
enligt foljande:

Bonuspoédng | Antal deluppgifter som kan tillgodordknas
24 - 30 3
16 - 23 2
8-15 1

Lycka till!

Uppgift 1
(a) Avgor om delmingden W = {(z,y) € R? : zy = 0} &r ett delrum av vektorrummet R2. (1p)

(b) Definiera begreppet ortogonalt komplement W till ett delrum W av ett inre produktrum (1p)
V.

(c) Lat L: V — U vara en linjar avbildning mellan vektorrum V och U av dndlig dimension. Vad (1p)
sager dimensionssatsen? Dvs. vad géller for dimensionen av kdrnan/nollrummet respektive
bilden/bildrummet av L?

Uppgift 2 Hitta en ortogonal bas {vi,ve,v3} for Rz]<a (polynom av grad hogst 2) med (5p)
avseende pa inre produkten (f, g) = f_ll fgdx, sadan att v; = z2.

Uppgift 3

(a) Lat A vara ett egenvérde till en linjar operator L. Definiera begreppen geometrisk multipli- (1p)
citet mg(A) och algebraisk multiplicitet mq(X).

(b) Hitta alla egenviirden till operatorn L: R? — R3 som i standardbasen har matrisen (2p)
3 1 -1
A=10 2 0
-1 1 3

(c) Avgor huruvida L &r diagonaliserbar. (2p)

Var god vind!



Uppgift 4
(a) Definiera begreppet inre produkt pa ett vektorrum V 6ver k (C eller R).

(b) Lat {v1,...,v,} vara en ordnad bas for V och (—, —) en inre produkt pa V. Lat A = (a;;)
vara matrisen som definieras av a;; = (v, v;). Visa att A ar sjilvadjungerad och, om k = R,
symmetrisk. Vad géller for diagonalelementen i matrisen A7

(c) Lat L vara en operator pa ett inre produktrum V' av dndlig dimension. Visa (utan att
héanvisa till satserna om isometrier och unitdra operatorer) att om L bevarar den inre
produkten (dvs (Lz, Ly) = (z,y) for alla z,y) s & L normal. Du far anvdnda dig av
resultat fran forelasningarna om inre produkter samt dimensionssatsen.

Uppgift 5 Betrakta matrisen

0
A= V2
0

—_ = =

(a) Hitta singularvirdena till A.
(b) Berékna en singulérvirdesuppdelning av A.

Uppgift 6 Betrakta C som att vektorrum 6ver R med (standard) inre produkten (z,w) =
Re(zw), dar Re betecknar den reella delen (om z = a + bi déir a, b ar reella tal sa 4r Re(z) = a).
Vi kallar detta inre produktrum for V. Lat u vara ett komplext tal med |u| = 1.

(a) Hitta adjunkten L* till den linjira avbildningen L: V' — V definierad av L(z) = uz.
(b) Visa att L &r en isometri, dvs. L*L = I, utan att hénvisa till ndgon sats om isometrier.

(c) For vilka virden pa u &r L diagonaliserbar?

Réttning av tentan bor vara fardig inom tre veckor och en kopia av rdittad tenta skickas sedan ut
via mail. Se https://www.math.su.se/tentadterlamning for mer information.
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