MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamen

STOCKHOLMS UNIVERSITET Linjar algebra
Avd. Matematik MM5012, 7.5 hp
Examinator: Olof Sisask 24 okt 2025

Skriv tydligt och motivera dina l6sningar vil. Skrivtiden dr 5 timmar. Inga hjdlpmedel
utover penna och suddgumms dr tilldtna. Visa legitimation. Maximalt antal poing dr 30 och 15
podng ger betyget atminstone E.

Uppgift 1
(a) Avgdr om delméingden W = {(z,y) € R? : zy = 0} &r ett delrum av vektorrummet R2.

(b) Definiera begreppet ortogonalt komplement W+ till ett delrum W av ett inre produktrum
V.

(c¢) Lat L: V — U vara en linjar avbildning mellan vektorrum V och U av &ndlig dimension. Vad
sager dimensionssatsen? Dvs. vad géller for dimensionen av kdrnan/nollrummet respektive
bilden/bildrummet av L?

Losning: (a) Nej, eftersom (1,0) och (0,1) ligger i W men deras summa (1,1) inte gor
det.
(b) W ar precis de vektorer v € V siddana att (v,w) = 0 for alla w € W, dvs.

Wt ={veV: (v,w)=0forallaweW}.

(c) Dimensionssatsen sager att dim(ker L) 4+ dim(im L) = dim V.

Uppgift 2 Hitta en ortogonal bas {v,vs,v3} for R[z]<a (polynom av grad hogst 2) med

avseende pa inre produkten (f, g) = fil fgdx, sddan att v; = z2.

Losning: Vi anvinder oss av Gram-Schmidts metod och utgér fran basen {z? z,1}.
Eftersom f(z) = 2 - 22 = 2% ar en udda funktion (dvs. f(—a) = —f(a) for alla a € R) s& ar
fil f(x)dz = 0. Darmed &r vy = x ortogonal mot v1. P4 samma vis ser vi att 1 dr ortogonal

mot z, dock ej mot z2. Vi kan déarfor ta vz = 1 — <<xl2’f’f2>>x2 =1- %gﬂ =1- %mz. En

ortogonal bas ar alltsa

{2% 2,1 - %xQ}

Uppgift 3

(1p)

(1p)

(1p)

(5p)

(a) Lat A vara ett egenvérde till en linjar operator L. Definiera begreppen geometrisk multipli- (1p)

citet mg(\) och algebraisk multiplicitet mq(X).

(b) Hitta alla egenviirden till operatorn L: R3 — R3 som i standardbasen har matrisen

3 1 -1
A=10 2 0
-1 1 3

(c) Avgor huruvida L &r diagonaliserbar.

(2p)

(2p)



Losning: (a) mgy(A) := dim(ker(L — X)) och m,(X) dr multipliciteten hos X som rot i
det karaktaristiska polynomet, dvs. det storsta positiva heltal n sé att (x — A\)™ delar pr(x).
(b) Det karaktéristiska polynomet &r

pr(z) = det(A — 1)
= (2 — ) det (3__1$ 3__1x>
=@2-2)(3-2)°-1)
= —(z—2)%z—4).

Egenvirdena ar alltsa 2 (med algebraisk multiplicitet 2) och 4 (med algebraisk multiplicitet

1).

(c) Egenrummet for egenvardet 2 ar

1 1 -1
ker(A—2[)=ker| O 0 O |,
-1 1 1

vilket har dimension 1 (t.ex. basen {(1,0, 1)} for kdrnan och basen {(1,0,—1),(1,0,1)} for
bilden). Detta ger att mgy(2) =1 < 2 = m,(2) och dérmed ar L ej diagonaliserbar, av Sats
[Karakterisering av diagonaliserbarhet II].

Uppgift 4
(a) Definiera begreppet inre produkt pa ett vektorrum V 6ver k (C eller R). (1p)

(b) Lat {v1,...,v,} vara en ordnad bas for V och (—, —) en inre produkt pa V. Lat A = (a;;) (2p)
vara matrisen som definieras av a;; = (v;, v;). Visa att A ar sjdlvadjungerad och, om k = R,
symmetrisk. Vad géller for diagonalelementen i matrisen A?

(c) Lat L vara en operator pa ett inre produktrum V av dndlig dimension. Visa (utan att (2p)
hénvisa till satserna om isometrier och unitdra operatorer) att om L bevarar den inre
produkten (dvs (Lz, Ly) = (x,y) for alla z,y) s& & L normal. Du far anvinda dig av
resultat fran foreldsningarna om inre produkter samt dimensionssatsen.

Losning: (a) En inre produkt pa V &r en funktion f: V x V — k som &r som r:
o Konjugat-symmetrisk: f(v,w) = f(w,v) for alla v,w € V.

o Linjdra i forsta argumentet: f(av;+bve, w) = af(vy, w)+bf (v, w) for alla vy, vy, w € V
och alla a,b € k.

o Positiv definit: f(v,v) > 0 for alla v # 0.

(b) Eftersom adjunkten till en matris ges av komplexkonjugatet till transponatet sa har
vi (A%)i; = a5 = (vj,vi) = (vi,v5) = (A)ij, dvs. A &r sjélvadjungerad. Om k = R har vi
dessutom a;; = (v;,v5) = (vj,vs) = aj;, dvs. A &r symmetrisk. Diagonalelementen i A &r
reella och positiva: a; = (v, v;) > 0 for alla i.

(¢) Vi har att (v, w) = (L(v), L(w)) = (v, L* L(w)) for alla v, w, vilket medfor att L*L = I.
Da &ar L injektiv och eftersom V har dndlig dimension ar L ocksa surjektiv, dvs en isomorfi
med invers L*. Darmed ar ocksa LL* = I och vi far L*L = LL*, sa L ar normal.




Uppgift 5 Betrakta matrisen

0
V2
0

A:

—_ = =

(a) Hitta singuldrvirdena till A.
(b) Berékna en singulérvirdesuppdelning av A.

Losning: (a) Singuldrvirdena ar kvadratrotterna av egenvérdena till A* A (vilka &r positiva

3 V2

och reella). Vi borjar med att berdkna A*A = < J3 9 ) Det karaktaristiska polynomet

Alltsa ar singuldrvirdena o1 = 2 och g9 = 1.

(b) En singularvirdesuppdelning av A ar en faktorisering av A pa formen A = UyXUY, dér Uy
och Uj dr unitdra/ortogonala matriser (i synnerhet kvadratiska) och 3 &r en diagonalmatris
(ej nodvéindigtvis kvadratisk) med singularvirdena pa diagonalen. Egenrummet for egenvérdet

_1\/§
Vi -2)

vilket har dimension 1 och basen {(v/2,1)}. Egenrummet fér egenvirdet 1 &r

ker(A*A — I) = ker (jﬁ ?) ;

vilket har dimension 1 och basen {(—1,+/2)}. Vi sitter

4 ar
ker(A*A —4I) = ker (

2 1 20

Ulz(ulu2)2<\{é §/§>, =101

VERV] 00

Slutligen véljer vi
2 1
2 6

g1 % 2 g f
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och ) )
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Lo
U2 = (w1 w2 w3) = % % 0
1 1 1
V6 VB V2

Detta ger singuldrvirdesuppdelningen A = UyX U7 .

Arpasa(z)=(B—2)2—2)—2=22 -5z +4 = (x—1)(x — 4), s& egenviirdena #r 1 och 4.

Uppgift 6 Betrakta C som att vektorrum 6ver R med (standard) inre produkten (z,w)
Re(zw), diar Re betecknar den reella delen (om z = a + bi dir a,b &r reella tal sa ar Re(z) =
Vi kallar detta inre produktrum for V. Lat u vara ett komplext tal med |u| = 1.



(a) Hitta adjunkten till den linjara avbildningen L: V' — V definierad av L(z) = uz. (2p)
(b) Visa att L &r en isometri, dvs. L*L = I, utan att hénvisa till ndgon sats om isometrier.  (2p)

(c) For vilka virden pa u &r L diagonaliserbar? (2p)

Losning: (a) Adjunkten definieras av att (L(z),w) = (z, L*(w)) for alla z,w € V. Med
inre produkten (z,w) = Re(zw) ser vi att Re(uzw) = Re(zuw), dvs. L*(w) = uw.

(b) Vi har att L*L(z) = wuz = |u|z = z for alla z € V| vilket siger att L*L = I.

(c) L &r en rotation som skickar 1 pd u och i = v/—1 pa ui. Denna rotation ér diagonaliserbar

om och endast om u = 1 eller u = —1, dvs. om och endast om u &r reellt. Mycket riktigt,
matrisen till L i basen = {1,i} ar

L] Re(u) —Im(u)

A7 \Im(u)  Re(u) |’

vilken har karaktiristiskt polynom py(z) = 2? — 2Re(u)r + 1 = 0 och rotter Re(u) +
VRe(u)? — 1 = Re(u) £ Im(u). Detta ar precis u och @, vilka &r reella exakt nar Im(u) = 0,

dvs. nér u &r reellt. Alltsa splittrar det karaktéristiska polynomet éver R om och endast om
u ar reellt. I detta fall &r matrisen diagonal, s& uppenbart diagonaliserbar.

Réttning av tentan bor vara fardig inom tre veckor och en kopia av rdttad tenta skickas sedan ut
via mail. Se https://www.math.su.se/tentadterlamning for mer information.
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