MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamen

STOCKHOLMS UNIVERSITET Linjar algebra
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Skriv tydligt och motivera dina l6sningar vil. Skrivtiden dr 5 timmar. Inga hjdlpmedel
utover penna och suddgummsi dar tillatna. Visa legitimation. Mazimalt antal podng dr 30 och 15
podng ger betyget atminstone E.

Bonuspodng fran terminens kontrollskrivningar gor att du kan tillgodordkna (valfria) deluppgifter
till Uppgift 1 enligt foljande:

Bonuspoédng | Antal deluppgifter som kan tillgodordknas
24 - 30 3
16 - 23 2
8-15 1

Uppgift 1

(a) Betrakta den linjira avbildningen L: R? — R? som ges av L(z,y) = (z,2x + y) och 14t

S C R? vara mingden av alla (x,y) € R? sddana att L(x,y) = (0,0) eller L(z,y) = (1,1).

Bestam om S ar ett delrum av R? och motivera ditt svar.

(b) Antag att vi har ett linjart ekvationssystem Ax = b dar A 4r en m x n-matris med reella
tal, b € R™ och n > m. Givet att vi har en vektor zo € R™ som loser ekvationssystemet,
vad kan vi siga om antalet 16sningar till ekvationssystemet? Skulle z¢ kunna vara den enda
16sningen? Motivera ditt svar.

(c) Lat L: V — V vara en linjér avbildning dér V &r ett vektorrum 6ver en kropp k. Definiera
vad det innebér att A € k &r ett egenwvdrde till L och definiera vad som menas med
egenrummet till L motsvarande egenvérdet A.

Uppgift 2 Lat a,b och ¢ vara reella tal och betrakta den linjira avbildningen L: R?® — R3 som
ges av L(x,y,z) = (z + ay — 2z,by, 2z + y + cz).

(a) Bestam for vilka virden pa a,b och ¢ avbildningen L ar surjektiv.

(b) Bestam for vilka virden pa a,b och ¢ avbildningen L har rang 2 (dvs. dimensionen av
bildrummet ar 2).

(c) Vad ar dimensionen av nollrummet (kdrnan) till L i dessa fall (dvs. da L &r surjektiv
respektive av rang 2)?

Uppgift 3 Betrakta den linjéira avbildningen L: C* — C? som i standardbasen har matrisen

0 4 -7
A=10 5 -8
1 0 O

(a) Hur ménga vektorer i C? &r en egenvektor till L?
(b) Hitta alla egenvérden till L samt dimensionen av motsvarande egenrum.

(c) Ar L diagonaliserbar? Motivera ditt svar.
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Uppgift 4 Betrakta vektorrummet C[z]<2 av polynom av grad hogst 2 med komplexa koeffici-

enter, utrustat med den inre produkten (p(z),q(z)) = f_llp(x)q(x) dz. Beridkna projektionen av
polynomet x + 3 pa delrummet U som spéinns upp av polynomen 1 och x2.

Uppgift 5 Lat V vara ett vektorrum 6ver C med en inre produkt (—, —): V' x V' — C och lat
L:V — V vara en operator.

(a) Definiera (den Hermiteska) adjunkten till L samt vad det innebér f6r L att vara normal.
(b) Antag att V = C? och (—, —) standard inre produkten pa C?:
((z1,22), (y1,92)) := 2171 + 2272 -

For vilka a, b, ¢,d € C géller det att matrisen

a b
A =
representerar en sjilvadjungerad operator med avseende pa en ortonormal bas?

(c) Vektorrummet Mayo(C) av 2 x 2-matriser 6ver C kan betraktas som ett vektorrum av
dimension 8 6ver R. Visa att mangden S C Mayo(C) bestaende av alla sjilvadjungerade
matriser bildar ett delrum 6ver R samt bestdm dess dimension.

Uppgift 6
(a) Betrakta den kvadratiska formen ¢: R? — R som ges av
q(z,y) = 322 + dzy + 242

Hitta matrisen [¢]s med avseende pa den ordnade basen 8 = {(1,1),(1,—1)} C R?, dvs.
den matris sddan att

for alla v € R2.

(b) Hitta singuldrvardena till matrisen

Lycka till!

Réttning av tentan bor vara fardig inom tre veckor och en kopia av rdttad tenta skickas sedan ut
via mail. Se https://www.math.su.se/tentadterlamning for mer information.
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