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Skriv tydligt och motivera dina l6sningar vil. Skrivtiden dr 5 timmar. Inga hjdlpmedel
utdver penna och suddgummi dr tillatna. Visa legitimation. Mazimalt antal poing dr 30 och 15
podng ger betyget atminstone E.

Uppgift 1

(a) Betrakta den linjira avbildningen L: R? — R? som ges av L(z,y) = (z,2x + y) och 14t

S C R? vara mingden av alla (x,y) € R? sddana att L(x,y) = (0,0) eller L(z,y) = (1,1).

Bestam om S ar ett delrum av R2? och motivera ditt svar.

(b) Antag att vi har ett linjart ekvationssystem Az = b dar A &r en m X n-matris med reella
tal, b € R™ och n > m. Givet att vi har en vektor o € R™ som léser ekvationssystemet,
vad kan vi sdga om antalet 16sningar till ekvationssystemet? Skulle z¢ kunna vara den enda
16sningen? Motivera ditt svar.

(c) Lat L: V — V vara en linjar avbildning dir V' ar ett vektorrum over en kropp k. Definiera
vad det innebér att A € k &r ett egenwvdrde till L och definiera vad som menas med
egenrummet till L motsvarande egenvirdet .

Losning:

(a) Vihar att (1,—1) ar ett element i S eftersom L(1,—1) = (1,1). Men 2(1, —1) = (2,-2)
ligger ej i S eftersom L(2,—2) = (2,2). Alltsa ar S ej sluten under skaldrmultiplikation
och darmed inte ett delrum.

(b) Om xg &r en l6sning sa &r alla 16sningar av formen xo+v dér v r en vektor i nollrummet.
Dimensionssatsen sager att dimensionen av nollrummet &r minst n — m > 0. Eftersom
nollrummet da innehaller odndligt ménga element sa finns det odndligt ménga 16sningar
till ekvationssystemet. Alltsa kan z ej vara den enda l6sningen.

(c) En skalar A € k ar ett egenvérde till L om det finns en icke-noll vektor v € V' sadan
att L(v) = \v. Egenviarderummet till L motsvarande egenvirdet A 4r méngden av alla
vektorer v € V sddana att L(v) = A\v, dvs. nollrummet till avbildningen L — AI.

Uppgift 2 Lat a,b och c vara reella tal och betrakta den linjira avbildningen L: R? — R3 som
ges av L(x,y,z) = (v + ay — z,by, 2z + y + cz2).

(a) Bestédm for vilka virden pa a,b och ¢ avbildningen L &r surjektiv.

(b) Bestam for vilka virden péa a,b och ¢ avbildningen L har rang 2 (dvs. dimensionen av
bildrummet ar 2).

(c) Vad ér dimensionen av nollrummet (kdrnan) till L i dessa fall (dvs. d& L ar surjektiv
respektive av rang 2)?
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Losning:

(a) Avbildningen L &r surjektiv om och endast om dess matris A ar inverterbar (Dimen-
sionssatsen). Detta sker nir det(A) # 0. Vi har att

sa det(A) = b(c+ 2). Alltsa ar L surjektiv nar b # 0 och ¢ # —2.

(b) Avbildningen L har rang 2 nér det(A) = 0, dvs. b = 0 eller ¢ = —2, och bildrummet
har dimension 2. Om b = 0 far vi att L har rang tva precis da (a,0,1) och (—1,0,¢)
inte bada ligger i spannet av (1,0, 2). Detta sker nér (a,c) # (1/2,—2). Om b # 0 och
c = —2 far vi att L har rang 2 for alla virden pa a. For att sammanfatta: L har rang
2 nér antingen b = 0 och (a,c) # (1/2,—2) eller b # 0 och ¢ = —2.

(c) Nér L ar surjektiv ar dim(ker(L)) = 0 enligt dimensionssatsen. Néar L har rang 2 &r
dim(ker(L)) = 1 enligt dimensionssatsen.

Uppgift 3 Betrakta den linjéira avbildningen L: C* — C? som i standardbasen har matrisen

0 4 -7
A=10 5 -8
1 0 O

(a) Hur ménga vektorer i C3 ér en egenvektor till L?
(b) Hitta alla egenvérden till L samt dimensionen av motsvarande egenrum.

(c) Ar L diagonaliserbar? Motivera ditt svar.

Losning:

(a) Over C finns det alltid minst en egenvektor eftersom det karaktiristiska polynomet
har minst en rot i C (enligt algebrans fundamentalsats). Eftersom varje skaldrmultipel
av en egenvektor ocksa dr en egenvektor finns det odndligt ménga egenvektorer.

(b) Det karaktiristiska polynomet ér p(A\) = det(A—zI) = (—2)?(5—x)+(—32+7(5—1)) =
—23+522 —Trx+3 = —(z—3)(x — 1)?. Alltsé &r egenviirdena A\; = 3 och g = 1 (med
algebraisk multiplicitet 2). For Ay = 3 har vi att

-3 4 -7
A-3I=|0 2 =8|,
1 0 -3
vilket radreduceras till
1 0 -3
01 —4
0 0 O

Alltsa ar egenrummet f6r A} = 3 ett-dimensionellt och spianns upp av vektorn (3,4, 1).




For Ay = 1 har vi att

-1 4 -7
A-I=|0 4 -8],
1 0 -1
vilket radreduceras till
1 0 -1
01 -2
0 0 O

Alltsa dr egenrummet for Ay = 1 ocksa ett-dimensionellt och spanns upp av vektorn
(1,2,1).

(c) Eftersom summan av de geometriska multipliciteterna (1 + 1 = 2) dr mindre &n
dimensionen av vektorrummet sa kan det omdjligt finnas en bas av egenvektorer. Dvs.
ar L ej diagonaliserbar.

Uppgift 4 Betrakta vektorrummet C[z]<2 av polynom av grad hogst 2 med komplexa koeffici- (5p)

enter, utrustat med den inre produkten (p(z), q(z)) = [*, p(z)q(x) dz. Berdkna projektionen av
polynomet x + 3 pa delrummet U som spénns upp av polynomen 1 och x2.

Losning: Vi noterar att x dr ortogonal mot bade 1 och 22 eftersom x och x* #r udda
funktioner éver intervallet [—1,1]. Eftersom U = Span(1,2?) s& #r x ortogonal mot hela U.
Eftersom 3 ligger i Span(1) C U sa far vi att projy(xz + 3) = projy(3) = 3.

Uppgift 5 Lat V vara ett vektorrum 6ver C med en inre produkt (—, —): V' x V' — C och lat
L:V — V vara en operator.

(a) Definiera (den Hermiteska) adjunkten till L samt vad det innebér for L att vara normal. (2p)
(b) Antag att V = C? och (—, —) standard inre produkten pa C2: (2p)
(@1, 22), (y1,92)) := 2171 + 2272 -

For vilka a, b, ¢,d € C géller det att matrisen

a b
A=
representerar en sjilvadjungerad operator med avseende pa en ortonormal bas?

(¢) Vektorrummet Myyo(C) av 2 x 2-matriser 6ver C kan betraktas som ett vektorrum av (2p)
dimension 8 ver R. Visa att miangden S C Mayo(C) bestaende av alla sjilvadjungerade
matriser bildar ett delrum 6ver R samt bestdm dess dimension.

Losning:

(a) Den Hermiteska adjunkten till L &r den unika linjara avbildning L*: V' — V sadan att
(L(v),w) = (v, L*(w)) for alla v,w € V. En operator L &r normal om den kommuterar
med sin adjunkt, dvs. om LL* = L*L.

(b) En matris A representerar en sjilvadjungerad operator om och endast om A = A* déar
A* &r den konjugattransponerade av A. Vi har att

A*:(g )

Ql ol




Alltsé dr A sjalvadjungerad nir a = @, d = d och b = @. Detta sker precis nir a,d € R
och ¢ = b.

(c) Lat S vara mingden av alla sjialvadjungerade linjéra avbildningar L: C? — C2. Det
ar klart att nollavbildningen &r sjilvadjungerad. Vi visar att S &r ett delrum av
vektorrummet av alla linjara avbildningar genom att visa att S &ar sluten under
addition och skaldrmultiplikation (Delrumstestet). Lat Ly, Ly € S och a € R. D4 ar

(L1 + L))" = LT + L5 = L1 + Lo

och
(OéLl)* = aLT =ali=al,.

Alltsa ar Ly + Lo och al; ocksa sjidlvadjungerade, dvs. S &r sluten under addition
och skaldrmultiplikation. Alltsa ar S ett delrum av vektorrummet av alla linjara
avbildningar. Enligt del (b) kan varje sjalvadjungerad linjir avbildning representeras

av en matris av formen
a b
b d

dér a,d € R och b € C. Eftersom a och d vardera bidrar med en fri parameter (reella
tal) och b bidrar med tva fria parametrar (reella och imaginira delen), sa har vi totalt
4 fria parametrar. Alltsd ar dimensionen av delrummet av alla sjdlvadjungerade linjéra
avbildningar 4.

Uppgift 6
(a) Betrakta den kvadratiska formen q: R? — R som ges av
q(z,y) = 322 + dzy + 2%,

Hitta matrisen [¢]s med avseende p& den ordnade basen 8 = {(1,1),(1,—1)} C R? dvs.
den matris sadan att

for alla v € R2.

(b) Hitta singuldrvirdena till matrisen

Losning:
(a) Lat ug = (1,1) och ug = (1, —1). Den unika symmetriska bilinjira formen
f:R?xR? 5 R,
associerad till ¢ genom ¢(x) = f(z,z) for alla z € R?, bestims pa basvektorerna av:
flur,un) = qur) = q(1,1) = 3(1)% + 4(1)(1) +2(1)* =9,

f

—

flur,ug) =

ua, uz) = q(uz) = q(1,~1) = 3(1)* + 4(1)(—-1) + 2(-1)* = 1,
(q(ur + u2) — q(ur) — q(uz)) = %

(q(2,0)—9—1):%(12—9—1):1.

N |
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Alltsa ar matrisen till ¢ med avseende pa basen {uj,ug}:

q(ur)  flu,ug) _ (9 1
flui,u2)  qlug) 1 1)

(b) Singuldrvardena till A dr kvadratrotterna av egenviardena till A*A. Vi har att

1 1
11 1 31
Aa— ( ) L1 |- ( ) |
11 -1 1 1 1 3
Det karaktéristiska polynomet ar

p(A\) =det(A*A - X)) =B-X2)?-1=X-6A+8=N—-4)(\—2).

Alltsa ar egenvirdena till A*A lika med Ay = 4 och Ay = 2. Singulérvirdena till A &r
d& o1 = v4 =2 och 09 = V2.

Réttning av tentan bor vara fardig inom tre veckor och en kopia av rittad tenta skickas sedan ut
via mail. Se https://www.math.su.se/tentadterlamning for mer information.
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