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1. (a) Eftersom {(z,y) € R? : 22 + y%> = 0} = {(0,0)}, s& ar
W ={(z,y) eR* 1z +y =0}

Vi kan se att denna méingd utgdr ett delrum till R? via delrumstestet:

e (0,0) € W eftersom 0+ 0 = 0.

e Om (z1,11), (z2,12) € W, sa tillhér summan (21, y1) + (v2, y2) = (1 +22, Y1 +¥2)
ocksa W eftersom

(1 +22) + (Y1 +y2) = (21 +y1) + (22 +92) =0+ 0= 0.
e Om (z,y) € W och ¢ € R, sa tillhor ¢(x,y) = (cz, cy) ocksa W eftersom
cx+cey=clx+y)=c-0=0.

(b) Operatorn T kallas diagonaliserbar om det finns en bas B for V sadan att matrisre-
presentationen [T]? ar diagonal. Detta ar ekvivalent med att det finns en bas for V'
B
som bestar av egenvektorer for T

(c) Avbildningen T &r en isometri/ortogonal om och endast om den bevarar normer, det
vill sdga
1T )]l = (@, y)ll for alla (z,y) € R*.

Bftersom T(z, ) = c(z,y), 54 i |T(z, )| = (@, )]l = lelll(z,y)]|. Déxfor &r T en
isometri/ortogonal om och endast om |c| = 1, det vill sdga ¢ = £1.

2. (a) Bildrummet R(T") och nollrummet N(7') & méngderna
R(T)={T(v):v eV} respektive N(T)={veV:T(v)=0}
(b) Bildrummet ges av

R(T) = {T(p(x)) : p(x) € P3(R)}
= {T(a+ bz + cx® +dz®) : a,b,c,d € R}
={aT(1)+bT(z) + c¢T(z*) +dT(23) : a,b,¢c,d € R}
= span({T'(1), T(z), T(2*), T(z")}).

Vi beriiknar déirfor T:s verkan pa basvektorerna 1,z, 22, 23 i P3(R):

T(1)=(x—1)-0-2-0=0,
Tx)=(x—1)-0—2-1=-2
T(x*)=(x—1)-2-2-20=—22—2,
T(z3) = (x—1) 6z —2- 322 = —62



Alltsa ar
R(T) = span({0, —2, -2z — 2, —6x}) = span({1, x}).

Darmed ar
rang(7) = dim(R(T)) =2, och {1,z} &r en bas for R(T).

For nollrummet sa ser vi enligt dimensionssatsen att dim(N (7)) = dim(P3(R)) —
dim(R(T)) = 4 — 2 = 2, och vi ser fran ovan utrakning att 7'(1) = 0. Vi ser ocksa
déirifrén att T(z3) — 3T(2?) + 3T (x) = 0, s& T(z — 322 + 3z) = 0. Dérmed har
vi hittat tva linjirt oberoende vektorer i N(7T'), ndmligen 1 och 2% — 322 + 3z, och
eftersom dim(N(T)) = 2, s& dr {1,2% — 322 + 32} en bas for N (7).

Svar: Rangen av T dr 2, en bas for bildrummet R(T') ar {1,z}, och en bas for
nollrummet N (T) ar {1, 23 — 322 + 3x}.

3. Vi anviinder Gram—Schmidt metoden pa basen 1,z, 2% for Po(R):
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Alltsé ér {1, 2,22 — %} en ortogonal bas fér Po(R) relativt den givna inre produkten.
For delrummet U = span({x})*: vi vet enligt en kurssats att
dim U = dim(P2(R)) — dim(span({z})) =3 -1 =2,

och vi vet enligt ovan att 1 och 2% — 2 &r ortogonala mot z. Alltsé &r {1,22 — 2} en bas

for U.

Svar: En ortogonal bas for Po(R) relativt den givna inre produkten &r {1,z,z% — 2}, och
en bas fér delrummet U &r {1,2% — 2}.

4. (a) En matris A € My, xn(F) &r normal om den kommuterar med sitt adjungat, dvs.
AA* = A™A,
och den ar sjilvadjungerad om den ar lika med sitt adjungat, dvs.

A= A"



(b) i. Enligt den reella spektralsatsen s& har R? en ON-bas bestiende av egenvektorer
for A om och endast om A &r sjélvadjungerad /symmetrisk, dvs. A = AT, Eftersom
A # AT s& har R? ingen ON-bas bestéende av egenvektorer for A.

ii. Enligt den komplexa spektralsatsen sa har C? en ON-bas bestdende av egenvek-
torer for B om och endast om B ar normal, dvs. BB* = B*B. Vi berdknar

o (144 1\ [1—i =1\ (3 —i
sor= () ()= (%),
en (1= =1\ (144 1\ (3 —i
o= () (00000 5)

Eftersom BB* = B*B, s& #ir B normal, och ddrmed har C? en ON-bas bestiende
av egenvektorer for B.

(c) Enligt de reella och komplexa spektralsatserna sé soker vi en reell matris C' som ar
normal men inte sjilvadjungerad/symmetrisk. Ett exempel pa en siddan matris ar

c=(1 1)

Vi kan kontrollera att C' 4r normal genom att berdkna
« (1 1) (1 =1\ (2 0
co= (L) 7)=(9)
w1 -1 1 1\ (2 0
ce=(F ) (41) =08

(Man kan ocksé se fran den forsta berikningen att C* = 2C~ 1, s C och C* kommu-
terar, dvs. C' ar normal.)

(a) Vi kan berdkna singuldrvirdena for A genom att forst berédkna egenvirdena for A*A:
1 -1 2 0 2
wa=l2 2 (L3 )= los 0
1 -1 2 0 2

(Vi hade &ven kunnat berdkna AA*, och sedan berékna egenvérdena f6r denna matris.)
Vi berdknar det karakteristiska polynomet for A* A via radexpansion i andra raden:

2—-1 0 2
det(A*A—tl)=det| 0 8—t 0
2 0 2—-1

2—-t 2
:(8—t)-det< 5 2—t>

=B-t)-((2-1)°-4)

= (8—1t)-(t* — 4

= —t(t —4)(t — 8).
Egenvérdena for A*A ar alltsa 0, 4, och 8. Darfor ar singuldrvardena oq = V8 =2v2
och o9 = V4 = 2.

Svar: Singuladrviardena for A ar o1 = 2v/2 och o9 = 2.



(b) Dessa vektorer dr precis vad singularvirdessatsen garanterar att det finns. Vi borjar
med att hitta ON-basen vy, v, vg for R3 genom att berdkna egenvektorerna for
A*A. (Vi vet att en sadan bas finns tack vare reella spektralsatsen, eftersom A*A ar
sjalvadjungerad /symmetrisk.)

o Foér egenviirdet 8 = o3: vektorn (0, 1, O)T ar uppenbarligen en egenvektor med
detta egenvarde, men vi kan dven 16sa det homogena ekvationssystemet

-6 0 2 x
(A*A-8)Z=0<«<= [ 0 0 O y| =0 < z=2=0.
2 0 -6 z
0
Egenrummet spanns alltsa upp av t.ex. v1 = | 1
0

-2 0 2 x
(A*A-4)Z2=0 < [ 0 4 O y| =0 <= x=zo0chy=0.
2 0 -2 z
1
Egenrummet spanns alltsa upp av t.ex. vo = % 0 |, som &r normerad.
1
o For egenvirdet 0: vi l6ser det homogena ekvationssystemet
2 0 2\ [z
(A*A-00)Z=0 < [0 8 O||y|=0 <= x2=—-z0chy=0.
2 0 2 z
1
Egenrummet spanns alltsa upp av t.ex. vy = % 0 |, som ar normerad.
-1

Dessa tre vektorer utgér en ON-bas for R3.

Nu beraknar vi u; och ug sadana att Avy = oju; och Avy = oous:

L 1 (2 1 [1
o=k =57 (3) - )

gL L (2)_ 1 (1
w=gAn=5- 75\ 2) T m 1)

Precis som beviset av singuldrviardessatsen garanterar sa &r u; och us ortonormala,
s& de utgér en ON-bas for R2.

Svar: ON-baser for R3 resp. R? som uppfyller villkoren &r

0 1 1 1
vp=|1], v2= 0], w3= 0

1
)

11 1 (1
ul_\/il’U2_2—

4

resp.

S



(c¢) En singuldrvirdesuppdelning av A ges alltsa av
A=UxXV*

dar

0
1 1
0% x
V:(’Ul () 1)3)2 1 0 0
1 1
V2 V2

(a) Eftersom M &r 6vertriangulér, sa dr egenvéirdena de tal som star pa diagonalen, dvs.
2 och 5. Egenvérdet 2 har algebraisk multiplicitet 3, och egenvérdet 5 har algebraisk
multiplicitet 1. Vi berdknar nu egenrummen:

o For egenvirdet 2: vi 16ser det homogena ekvationssystemet

01 0 0\ [z1

(M —20)F =0 < 8 88 8 ii::0¢:aa:0mhm:o.
000 3 \ay

1 0
Egenrummet spinns alltsd upp av t.ex. v = ((8)> och vy = <§>, sé den
geometriska multipliciteten for detta egenvéirde ar 2.

e For egenvirdet 5: hér ar den algebraiska multipliciteten 1, och darfor &r den

geometriska multipliciteten det ocksa (eftersom den alltid &r atminstone 1 och

0

alltid ar hogst lika med den algebraiska). Eftersom vektorn (8> uppenbarligen

1
ar en egenvektor med egenvérdet 5, s spanner den upp hela egenrummet.

Matrisen M ér alltsd inte diagonaliserbar eftersom det inte finns en bas for R* (eller
C*) som bestar av egenvektorer for M. (En sddan bas skulle kréiva 4 linjirt oberoende
vektorer.)

1 0
Svar: Egenvirdena for M ér 2 och 5. En bas for egenrummet till 2 dr {(8), <(1)> },
0 0
0

och en bas for egenrummet till 5 &r {(8) } Matrisen M é&r inte diagonaliserbar.
1
(b) Eftersom A &r ett egenvarde till A, sa finns det en nollskild vektor v sddan att Av = Av.
Detta kan skrivas om som

(A= X)v =0.

Enligt definitionen av (matris)-(vektor) sa dr (A — AI)v en linjairkombination av

kolonnerna i A — A\I, dar koefficienterna i linjarkombinationen 4r komponenterna i
U1
v2

vektorn v: om v = ( .

och kolonnerna i A — A\I ar c¢1,c¢a,..., ¢y, S& ar
Un

(A—A)v=wvic1 +v9c2 + -+ - + vy



Alltsa siger (A — A )v = 0 precis att

0
0
V11 + V202 -+ UpCp = | L],

0
och eftersom v ar nollskild, sa &r inte alla v; lika med noll. Darfér 4r kolonnerna i
A — M linjart beroende, enligt definitionen av linjart beroende.

Eftersom kolonnerna i den kvadratiska matrisen A — AI &r linjart beroende, sa
ar raderna i matrisen ocksa linjart beroende. (Man kan se detta fran flera olika
kurssatser om kvadratiska matriser, t.ex. via det(M?) = det(M) och det(M) =
0 <= kolonnerna é&r linjart beroende.)



