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1. (a) Ja, W éar ett delrum till Po(R). Vi kan anvinda delrumstestet for att se detta:

o Nollpolynomet p = 0 ligger i W eftersom p(1) = 0 = p(0).
o W ar sluten under addition: om p,q € W sa géller p(1) = p(0) och ¢(1) = ¢(0),
sa,

(p+q)(1) =p(1) + ¢(1) = p(0) + ¢(0) = (p + ¢)(0).
o W ér sluten under skaldrmultiplikation: om p € W och a € R sa géller p(1) = p(0),
(ap)(1) = a-p(1) = a- p(0) = (ap)(0).

(b) Det ortogonala komplementet till U definieras som

(c)

Ut ={veV:(vu) =0forallauecU}.
Dimensionssatsen sager att
dim N(T) + dim R(T) = dim V'

dér N(T') ar nollrummet och R(T) &r bildrummet for 7.

Vi beradknar forst bilderna av basvektorerna i B:
(1) =(1,1,1), T(z) = (-1,0,1), T(xQ) = (1,0,1).

Eftersom E #r standardbasen for R3 fis matrisen [T]% genom att sitta dessa koordi-
natvektorer som kolonner. Alltsa ar

1 -1 1
mE=[(1 0 o
1 1 1

Enligt kurssats s dr T inverterbar om och endast om [T]5 #r inverterbar (oavsett

val av baser). Vi berdknar, via expansion i andra raden, att

1 -1 1
det ([T]5) =det [1 0 0] =2+#0.
1 1 1

Alltsd ar [T]5 inverterbar, och dirmed dr T inverterbar.

—1
Vi skulle kunna berékna den inverterade matrisen ([T ]g) = [T~ och sedan mul-

tiplicera den med koordinatvektorn (1,0, 3), men hir utgar vi direkt fran definitionen
av T istallet.

Vi soker ett polynom p(z) = a + bz + cz? sddant att



Detta ar ekvivalent med ekvationssystemet

a—b+c=1, a =0, a+b+c=3
<— —b+c=1, b+c=3
—b=1, c=2.

Alltsa ar
T71(1,0,3) = = + 22°.

Vi anvinder Gram—Schmidts metod pa ui, us, us.

Forst séatter vi
V1 = U1 = (1, 1,0,0).

Sedan satter vi

Har ar
(ug,v1) =2, (v1,v1) = 2,
sa,

ve = (2,0,2,0) — (1,1,0,0) = (1,-1,2,0).

Vidare satter vi

= s = G e
Vi har

(ug,v1) =2, (us,v2) =6,
och

(v1,v1) =2, (vg,v2) = 6.
Alltsé blir
vy =wuz —v; —vy = (3,-1,1,3) — (1,1,0,0) — (1,-1,2,0) = (1, -1, -1, 3).
Vi har ddrmed, enligt Gram—Schmidt satsen, fatt en ortogonal bas
v; = (1,1,0,0), ve = (1,-1,2,0), vy =(1,-1,-1,3).
Normerna ar

lor] = V2, Jlwell=v6, ] = VI2Z=2V3.

Alltsa ar till exempel

1
(15 _17 270)7

L 1,1,0,0) L
€1 = sy 4y Uy Uy €2 =
V6

V2
en ON-bas for U.
Med ON-basen fran del (a) géller enligt kurssats

! (1,-1,-1,3)
€3 = _—#/=\, -1, -1
3 2\/3

Py(w) = (w, e1)er + (w, ez)ea + (w, e3)es.
Utan normeringsfaktorerna ser vi att

(w,v1) = 4, (w,v2) = 6, (w,v3) = 12,



och darfor ar

Py(w) = rmer + gpe + pyapes

Alltsa ar

Py(w) =2(1,1,0,0) + (1,-1,2,0) + (1, —1,—1,3) = (4,0,1,3).

Operatorn T ségs vara diagonaliserbar om det finns en bas fér V' som bestar av
egenvektorer till 7. Ekvivalent: det finns en bas B i vilken matrisen [T]5 fér T &r
diagonal.

Operatorn T' ségs vara ortogonalt diagonaliserbar om det finns en ortonormal bas
for V' som bestar av egenvektorer till T'. Ekvivalent: det finns en ON-bas C' i vilken
matrisen [T]% for T ér diagonal.

Vi boérjar med att bestdmma egenviardena. Det karakteristiska polynomet &r

<+ 10 o,
x(t)=det(A—tl)=det | =2 3—t 0 | =(2—1t)det (_2 3 —t)
0 0 2-t

via expansion i sista raden. Alltsa ar
xt) =2 —t)t* =3t +2) = —(t —2)%(t — 1).

Egenvéirdena ar alltsa A = 1 med algebraisk multiplicitet 1 och A = 2 med algebraisk
multiplicitet 2.

Eftersom A\ = 1 har algebraisk multiplicitet 1 sa dr den geometriska multipliciteten
dim F; = 1. (Den ér alltid &tminstone 1, och den kan inte vara storre d4n den
algebraiska multipliciteten, s& den maste vara exakt 1.)

For A = 2 loser vi (A —2[)z =0:

-2 10 -2 10
A-2I=|-2 1 0|~ 0 00
0 00 0 00

Detta ger xo = 2x1, medan x3 ar fri. Alltsa ges egenrummet for A = 2 av
E5 = span{(1,2,0),(0,0,1)}.

Eftersom
dim E; +dim Fy =142 =3 = dimR3,

finns det enligt kurssats en bas for R? bestdende av egenvektorer. Alltsa #r 7' diago-
naliserbar.

Daremot ar T inte ortogonalt diagonaliserbar: en reell operator &r ortogonalt diago-
naliserbar om och endast om dess matris i en ON-bas ar ortogonalt diagonaliserbar,
och enligt den reella spektralsatsen ar en reell matris ortogonalt diagonaliserbar om
och endast om den ar symmetrisk. Standardbasen dr en ON-bas, och matrisen A i
fradgan ar inte symmetrisk — alltsd dr 7" inte ortogonalt diagonaliserbar.

(Man kan ocksé hitta egenvektorerna till A = 1 uttryckligen och resonera utifran
dem.)

Svar: T ar diagonaliserbar, men inte ortogonalt diagonaliserbar.



(a) En singularvirdesuppdelning av A € M« (R) ar en faktorisering
A=UXV",

dér
e U € M;,xm(R) ar ortogonal,
e V€ M,x,(R) ar ortogonal,
o 3 € My, xn(R) ar diagonal i den meningen att alla eventuellt nollskilda element
ligger pa huvuddiagonalen,
o diagonalposterna i 3 ar singuldrvirdena till A, alltsd icke-negativa reella tal,

ordnade sa att
o1 2>092>--2>0.

Vidare géller o1,...,0, > 0, dir r ar rangen av A, och resten av singularvirdena
ar 0.

(b) Vi borjar med att berdkna

11
1 10 21
A*A:( ) 10:( )
1 01 0 1 1 2

Det karakteristiska polynomet ar

det(A*A—tI)—det<2It 2;) (22— 1= (t=3)(t—1).

Alltsé &r egenvérdena 3 och 1, sa singularviardena ar
o1 =3, o9 =1,

vilket ger oss matrisen X:

V3
s=|0
0

o = O

Pa det vanliga séttet kan vi se att vi till egenvirdet 3 kan ta egenvektorn (1, 1), och
till egenvérdet 1 egenvektorn (1, —1). Efter normering far vi

vy ) (1,-1).

1 1
=t =

Vi satter alltsa

Nu berdknar vi motsvarande kolonner i U:

SRS SR I Gt IR S CANE Y
1(’11\/501\/51 Ve 1)
och

L, 1(1)11 1(1)
U9y = — AV = _— [ —
2"2201\@_1 vzl



For att U ska vara ortogonal, kompletterar vi med en tredje enhetsvektor ortogonal
mot bade uy och wue, till exempel

1
uz = —(1,—-1,—1
3 3( )
Da kan vi ta

2 9 L

V6 V3

v-|Lr oL L

—lve V2 V3

1 1 1

NG V2 V3

s
s

1
V3
1
-5, ==|o0
1

Operatorn T ar sjilvadjungerad om 7' = T, dér T* ar den adjungerade avbildningen
till T'. Det vill séga om

(T'(z),y) = (x, T(y))
for alla z,y € V.

Lat A € C vara ett egenvérde till T' och lat v # 0 vara en motsvarande egenvektor.
D3 géller, per definition,
T(v) = Av.

Vi betraktar talet (T'(v),v). A ena sidan far vi, eftersom inre produkten &r linjar i
férsta argumentet,
(T'(v),v) = (Adv,v) = Mv,v).

A andra sidan, eftersom 7T &r sjilvadjungerad, géller
(T(v),v) = (v, T(v)) = (v, ) = A{v,v),

eftersom inre produkten &r konjugatlinjér i andra argumentet.

Alltsa géller
Mo, v) = X{v,v).

Eftersom v # 0 ar (v,v) > 0, och det foljer att
A=A

dvs. \ ar reellt.

Antag att
T(u) = Au, T(v) = po,

dér A # p ar de motsvarande egenvirdena. Av del (b) vet vi att A och p &r reella tal.
Nu beraknar vi (T'(u),v) pa tva satt. Enligt egenvirdesekvationen for u géller det att

(T(w),v) = (A, v) = Au, v).
Eftersom T &r sjalvadjungerad ger egenvardesekvationen for v att

(T'(u),v) = (u, T(v)) = (u, pv) = [ {u, v) = pfu, v),



eftersom p &r reellt.

Alltsa ser vi att
)‘<U7U> = u(u,v} — ()‘ - [L)(U,U> = 0.

Eftersom A # p maste
(u,vy = 0.

Alltsa ar u och v ortogonala.



