MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i

STOCKHOLMS UNIVERSITET Linjar algebra, MM5012
Avd. Matematik 7.5 hp
Examinator: Olof Sisask 24 augusti 2026

Motivera alla 16sningar noggrant. Obevisade deluppgifter kan anviandas. Tillatna
hjdlpmedel &r skrivdon. Max antal podng pa tentan ar 30, och 15 poéng ger betyg atminstone E.
Inga tillgodordkningar fran kontrollskrivningar kan goras pa denna tenta.

Paminnelse.
o P, (F) star for F-vektorrummet av polynom av grad hogst n med koefficienter i kroppen F.

o M, xn(F) star for F-vektorrummet av m x n-matriser med element i kroppen F.

Uppgifter.

1. (a) Avgoér om funktionen 7" : P3(R) — R som ges av (1p)

ar en linjar avbildning eller inte.

(b) Lat T': V — W vara en linjar avbildning mellan tva vektorrum. Ange definitionerna (1p)
av nollrummet N(T) och bildrummet R(T).

(¢) Lat U, V, W vara vektorrum med ordnade baser B, C respektive D, ochlat S: U — V  (1p)
och T': V' — W vara linjira avbildningar. Formulera en sats som relaterar matriserna
(i de respektive baserna) for avbildningarna S, T' och sammansattningen 7 o S.

2. Lat V C R3 vara delrummet till R? som ges av (5p)
V = {(x1,29,23) €ER3 : 2y + 19 + 23 = 0}.
Definiera en linjir avbildning 7' : V — R? genom
T(x1, 2, 23) = (21 — 22, T2 — T3).

Bestdm nollrummet N(T'), visa att T &r en isomorfi (dvs. &r bijektiv), samt berdkna
T-1(2,5).

3. (a) Lat T': V — V vara en linjar operator pa ett dndligtdimensionellt vektorrum V' éver (1p)
en kropp F. Definiera vad det innebér att 1" ar diagonaliserbar.

(b) Betrakta operatorn T : Po(R) — P2(R) som ges av (4p)

T (p(z)) = zp'(z) + p(1).

Bestim matrisen [T]% relativt basen E = (1, x,22) for Po(R). Bestdm sedan samtliga
egenvirden for 1" och en bas for varje motsvarande egenrum, och avgoér om T’ ar
diagonaliserbar.

Var god vénd!



4. Betrakta R? med inre produkten

(,y) = 2191 + 222y + 23Y3.
Definiera T : R? — R3 via
T(a,b) = (a,a+ b,b)
lat U = R(T') vara bildrummet till T, och lat v = (1,2, 6).

(a) Bestdm en bas for U™.
(b) Finn (ag,bo) € R? sddan att v — T'(ag, by) € U~.

(c) Berikna det minsta avstandet mellan v och U enligt normen som definieras av den
angivna inre produkten (dvs. berdkna min,ey [|[v — ul]).

5. (a) Lat A € My, xn(C). Ange definitionerna av att A ar sjalvadjungerad respektive unitar.

(b) Berikna en singularvardesuppdelning av matrisen

6. (a) Formulera den reella spektralsatsen for matriser i M, xn (R).

(b) Lat A € M,,»x,(R) vara en symmetrisk matris och anta att varje egenvérde A till A
ar icke-negativt, dvs. A > 0. Visa att det finns en symmetrisk matris B € M;,x,(R),
ocksa med icke-negativa egenvirden, sidan att B2 = A. (Med andra ord: A har en
'positiv kvadratrot’ B som ockséa dr symmetrisk.)

(c) Hitta en matris B som i den forra delen, for

10 6
A= (6 10)‘

Réttningen av tentan bor vara fardig inom 3 veckor efter tentamensskrivning. Dérefter kan en
kopia av tentan fas fran studentexpeditionen:

https://www.math.su.se/tentadterlamning

(2p)



