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1. (a) Ja, T &r linjar. For p,q € P3(R) och a € R géller

Tp+q)=@+q)1)—(p+q)(-1)
= (p(1) — p(=1)) + (q(1) — q(-1))
=T(p)+T(q)

och
T(ap) = (ap)(1) — (ap)(—1) = a-p(1) —a-p(—1) = a(p(1l) — p(-1)) = aT'(p).

Alltsa uppfyller T' definitionen for linjaritet.

(b) Nollrummet och bildrummet till 7' definieras som
NT)={veV:T(v)=0w}
respektive
R(T)={T(w):veV}={we W :det finns v € V sadan att T'(v) = w}.
(c) For de angivna baserna ges matrisen for sammansattningen av

[T o S)5 = [T)E [S)5-

Matrisen fér sammanséittningen relativt de angivna baserna ges alltsa av produkten av
matriserna for de individuella avbildningarna (relativt sina respektive baser), i den angivna
ordningen.

En vektor (z1,z2,23) € V ligger i N(T') om och endast om
1 —29=00ch z9—23=0 <— T1 = T9 = X3.

Att vektorn ligger i V' betyder att 1 + x2 + x3 = 0, vilket betyder att ovan géller om och
endast om 1 = xo = x3 = 0. Darmed é&r

N(T) =1{(0,0,0)}.

Fran kurssats medfor detta att 1" ar injektiv, eftersom 1" ar en linjar avbildning.

Vidare ar dim V = 2, vilket kan ses pa ett par olika sitt. Genom att identifiera V' som
nollrummet N(S) av den linjira avbildningen S : R® — R som ges av S(x1, 29, 73) =
x1 + x2 + x3, som uppenbarligen har bildrum R(S) = R, sa ser vi fran dimensionssatsen
att dim V' = 2. Alternativt kan vi se att

V =span{(1,0,-1),(0,1,-1)},

och att de tva angivna vektorerna ar linjart oberoende.



3.

Alltsa ar T en injektiv linjar avbildning mellan tva vektorrum av samma (dndliga) dimen-
sion, och ar darfor enligt kurssats dven surjektiv.

Alltsé ar T bijektiv och ddrmed en isomorfi.

For att berikna T—1(2,5) soker vi (21,22, 73) € R® med

T+ 29+ 23 =0, T — T9 = 2, To — x3 = O.

Om vi l6ser detta ekvationssystem pa sedvanligt sitt (Gausseliminering) far vi att

T71(2,5) = (3,1, —4).

Svar: N(T) = {(0,0,0)}, och T~1(2,5) = (3,1, —4).

(a)

(b)

Operatorn T sédgs vara diagonaliserbar om det finns en bas for V som bestar av
egenvektorer till 7. Ekvivalent: det finns en bas B for V sidan att matrisen [T]3 &r

diagonal.

Vi berdknar T':s verkan pa vektorerna i basen F:
T(1)=1, T(x)=1+z,  T(z*) =1+2z%

Genom att sétta koordinatvektorerna (relativt E) f6r dessa polynom som kolonner
far vi
111
TE=1(0 1 0
0 0 2
Matrisen ar 6vertriangular, s dess egenvarden ar elementen pa diagonalen, dvs. A =1
med algebraisk multiplicitet 2, och A = 2 med algebraisk multiplicitet 1.

Nu bestdmmer vi en bas for respektive egenrum. For A = 1 16ser vi

a 01 1 a 0
(1) o] =10 0 o] [6]=]o0
c 0 0 1 c 0

Detta ger ¢ = 0 och sedan b = 0, medan a &r fri. Det motsvarande egenrummet ar
darfor
E; = span{1}.

For A = 2 loser vi pa motsvarande sétt

a -1 1 1 a 0
(mE-21)b|=|0 -1 of[b]=]o0
c 0 0 o/ \c 0

Detta ger b = 0 och ¢ = a, sé egenrummet Es ges av
Ey = span{1 + z%}.
Ur egenrummen kan man alltsd sammanlagt vélja hogst tva linjart oberoende egenvek-

torer, och eftersom detta ar mindre dn dim(P2(R)) = 3 sa &r T inte diagonaliserbar.

Svar: Matrisen r [T]& = (é é é) Egenvardena ar 1 och 2, med egenrum F; =

span{1} respektive Eo = span{1 + x?}. Operatorn T #r inte diagonaliserbar.



4. (a) Viboérjar med att titta pa avbildningen under T av standardbasvektorerna till R?: 1t
up =T(1,0) = (1,1,0), ug =T(0,1) = (0,1,1).

Da dr U = span{u, us}. En vektor z = (21, 22, 23) ligger i U+ om och endast om den
ar ortogonal mot bade uq och ue, det vill sdga om

(zyu1) =21 +229=0 och (z,u) =229+ 23 =0.
Detta ar ekvivalent med z1 = 23 = —229, s
Ut =span{(2,-1,2)}.

En bas for UL ér saledes {(2,—1,2)}.

(b) For a,b e R ar
w:=v—T(a,b)=(1—a,2—a—>b,6-0).

Villkoret w € UL ar ekvivalent med att w &r ortogonal mot u; och ue, eftersom dessa
spanner upp U. Detta ger ekvationerna

0= (w,uy)

yup)=(1—a)+2(2—a—0b)=5—3a— 20,
= (w,u2) = 2(

2—a—"b)+(6—0) =10 — 2a — 3b.

Vi ska alltsa 1osa
3a + 2b =5, 2a + 3b = 10,

vilket ger a = —1 och b = 4. Déarfoér kan vi ta
(a0, bo) = (—1,4).
En kontroll ger
v—T(-1,4) = (1,2,6) — (—1,3,4) = (2,-1,2) ¢ U*.

(c) Eftersom T(—1,4) € U ochv—T(—1,4) € U+ &r T(—1,4) den ortogonala projektionen
av v pa U. Det minsta avstandet &r darfor

in|lv—ul| = |jv—T(~1,4
minfjo —uf| = [lv = T(~1,4)]

H(27 _17 2)”
V22 H2(-1)2 4 22
V10.

Notera att normen héir kommer ifran den i uppgiften angivna inre produkten.

Svar: En bas for U+ ér {(2,—1,2)}, vi kan ta (ag,bg) = (—1,4) och det minsta avstandet

ar v/10.

5. (a) Lat A* = A7 beteckna adjungatet till A. Matrisen A ar sjdlvadjungerad om
A=A,

och den ar unitdr om

A*A = AA* = I,.



(b) Vi borjar med att berdkna

L (31 2
AA_(12—1>

Det karakteristiska polynomet ar

14 3
3 6/

N = W

—_
I
/N

-1

det(A*A —tI) = (14— t)(6 —t) — 9
=2 — 20t + 75
= (t—15)(t —5).

Alltsa ar singuldrvirdena

o1=V15, o2 =5,

och vi tar
V15 0
Y= 0 5
0 0

Till egenvérdet 15 for A* A kan vi vilja den normerade egenvektorn

1 (3
Ul—\/T—Ola

och till egenvardet 5 kan vi vilja

_ 1
vz—\/ﬁ 3/

Vektorerna vy, vo utgér en ON-bas for R?, sa vi sitter

1 3 1
- 0L,

De forsta tva kolonnerna i U bestdms av u; = U%Avi. Vi far
1 A 1 3 1 150 1 %
Ul = — _— = — = — s
VIS VIO T svE | | VB |

1 1 1 1 0 1 (Y
Ug = —A—— =——|-5 -1
V5 /10 \ -3 52 5 2\ 4

For att f4 en ON-bas for R3 kompletterar vi med

-

B



6.

Svar: En singularviardesuppdelning av A ges av A = UXV™*, dér

2 1

P R L R )
Vv R 3 ; _
o0 T 0 0 10\l -3
B

(a) Den reella spektralsatsen siger att en matris A € M,,«,,(R) &r ortogonalt diagonaliser-

bar om och endast om den dr symmetrisk. M.a.o, for en reell matris A giller A = AT
om och endast om det finns en ortogonal matris () och en reell diagonalmatris D

sadana att
A=QDQ".

Kolonnerna i @ utgér da en ON-bas for R™ bestaende av egenvektorer till A, och
diagonalelementen i D ar de motsvarande reella egenvardena.

(b) Enligt den reella spektralsatsen finns det en ortogonal matris @ och en diagonalmatris

Al

An

sadana att

A=QDQ".

Per antagandet i uppgiften ar \; > 0 for varje ¢. Satt

VAL
DV/2 = och B=QDY?Q".

VAn
Eftersom D'/2 &r diagonal har vi
BT — (QDI/QQT)T _ QD1/2QT _ B,

sa B ar symmetrisk. Vidare ar kolonnerna i () egenvektorer till B med egenvérden
VAL - v/ A, som alla ér icke-negativa. Slutligen, eftersom QT Q = I, far vi

BZ — QDl/QQTQDl/QQT — QDQT — A
Matrisen B har alltsa alla de 6nskade egenskaperna.

10 6
A= (6 10)

har egenvardet 16 med en normerad egenvektor %(1, 1) och egenvérdet 4 med en

normerad egenvektor %(17 —1). Vi kan darfor ta

1 (1 1 2 (40
Q_\@<1 _1> och D12—<0 2).

(c) Matrisen



Konstruktionen fran del (b) ger

B / (31
B_QDI 2QT—<1 3>

2
> (3 1\ (10 6)
(b)) = (5 h) =

Dessutom ér B symmetrisk och har de icke-negativa egenvirdena 4 och 2.

Som kontroll galler



