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1. Beräkna

∫
Γ

xdx + ydy + zdz där Γ är kurvan (t cos t, t sin t, t) fr̊an (π, 0,−π) till (0, 0, 0).

(5p)

Kurvan har tangenten (cos t− t sin t, sin t+ t cos t, 1). Insättningen av parametriseringen och
tangentenn och förenklingar ger∫

Γ

xdx+ ydy + zdz =

∫ 0

−π

2tdt = −π2.

2. För vilka reella p konvergerar integralen

∫∫∫
x2+y2+z2≤1

dxdydz

(1− x2 − y2 − z2)p
? (5p)

Varaibelbyte med rymdpolärkoordinater ger∫∫∫
x2+y2+z2≤1

dxdydz

(1− x2 − y2 − z2)p

=

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

sin θdθ

∫ 1

0

r2dr

(1− r2)p

=4π

∫ 1

0

r2dr

(1− r2)p
= {t = r2} =

∫ 1

0

t1/2(1− t)−pdt

Men ∫ 1

0

r2dr

(1− r2)p
=

∫ 1

0

t1/2(1− t)−pdt ≤
∫ 1

0

dt

(1− t)p
=


[
(1−t)1−p

p−1

]1
0
, p ̸= 1

− [ln(1− t)]
1
0 , annas

S̊aledes konvergerar integralen d̊a p < 1.

3. Beräkna ytintegralen

∫∫
Y

F ·N dS där Y är klotytan x2 + y2 + z2 = 1, N är den ut̊atriktade

enhetsnormalen till Y och F = (xz2, x2, x2y8). (5p)

L̊at V beteckna mängden x2 + y2 + z2 ≤ 1 . D̊ar är∫∫
Y

F ·N dS =

∫∫∫
V

divFdx dy dz =

∫∫∫
V

z2dx dy dz =
4π

15
.

4. (a) (Teoriuppgift) Definiera begreppet av b̊agvis sammanhängande mängd D i C. (1p)

Se kompendiet för analytiska funktioner.

(b) (Teoriuppgift) Definiera begreppet av enkelt sammanhängande mängd D i C. (1p)

Se kompendiet för analytiska funktioner.

(c) Är mängden {z ∈ C : 0 < |z| < 1} enkelt sammanhängande? (1p)

Nej.

(d) L̊at γ vara enhetscirkeln och p ∈ C men inte p̊a γ. Bestäm

∫
γ

dz

z − p
. (2p)

Integralen är 0 om |p| > 1 och 2πi om |p| < 1 , enligt satsen.

5. L̊at

∞∑
n=0

anz
n vara en potensserie med positiv konvergensradie ρ. Sätt f(z) =

∞∑
n=0

anz
n för

|z| < ρ. L̊at p(z) och q(z) vara polynom som inte har reella nollställen och z ∈ C och x ∈ R.
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(a) (Teoriuppgift) Visa att potensserien

∞∑
n=0

nanz
n−1 har konvergensradie ρ. (2p)

Se kompendiet.

(b) (Teoriuppgift) Vad är konvergensradie för potensserien

∞∑
n=0

p(n)

q(n)
anz

n ? (1p)

Konvergensradien är ρ eftersom

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣
p(n+1)
q(n+1)an+1

p(n)
q(n)an

∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣
p(n+1)
q(n+1)

p(n)
q(n)

∣∣∣∣∣∣ lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣
där

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣
p(n+1)
q(n+1

p(n)
q(n)

∣∣∣∣∣∣ = 1

(Tänk och räkna p̊adet!)

(c) Visa att potensserien

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
uppfyller differentialekvationen

y′′(x) = y(x), y(0) = 1, y′(0) = 0.

Termvis derivering visar att potensserien uppfyller differentialekvationen. Termvis de-
rivering är möjlig p̊a grund av att serien har konvergensradien ρ = ∞. (2p)

6. (a) (Teoriuppgift) Definiera begreppet analytisk funktion. (2p)

Se kompendiet.

(b) (Teoriuppgift) L̊at f : D ⊂ C vara s̊adan att f = F ′ för n̊agon analytisk funktion
F : D ⊂ C. L̊at Γ vara en styckvis C1 kurva i D fr̊an punkten a till punkten b. Visa att∫

Γ

f(z)dz = F (b)− F (a)

och

∫
Γ

f(z)dz = 0 om a = b. Är denna utsaga samma som Cauchys sats? (1p)

Se kompendiet för beviset. Det är inte samma som Cauchys sats.

(c) (Teoriuppgift) Resonera om det kan finnas en analytisk funktion g definierad p̊a C\{0}
s̊adana att g′(z) = 1/z. (2p)

Svaret är nej. Annars skulle vi f̊a enligt (b)

∫
Γ

(1/z)dz = 0 där Γ är enhetscirkeln.

Men

∫
Γ

(1/z)dz = 2πi med hjälp av parametrisering. S̊a det kan inte finnas g som är

analytisk
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