Losningar till tentamen Matematik IT, Analys B, 21 februari 2025

Problem 1. Hitta potentialer och berdkna, med hjalp av dem, foljande inte-
graler:

(3,0)
a) / (322 — 2zy + y*)dx — (22 — 2zy + 3y?)dy;
(72771)

(a,b,c)
b) / xdx + ydy — zdz.
(1,1,1)

3p

Lésning. a) For att hitta potentialen U till filtet (322 —2zy +y?, — (22 — 22y +
3y?)) maste man losa ekvationssystemet

{Ué =322 — 2xy + o2
_ 2 2
U, = —(2* = 22y + 3y°).

Integration av forsta ekvationen ger U = 2® — 22y + y2x + ®(y). Insitning av
detta utryck i den andra ekvationen ger

U, = —2? 420y + @' = —2? 4 22y — 3y? & P = —3y% & & = —y> + konst.

Sammanlagt kan U = 23 — 22y + y?2 — 3> anviindas som filtets potential.
Analysens huvudsats ger oss

/(3’0) Fdr = U(3,0)~U(=2,-1) = 27—((—2)° ~(=2)*(-1)+(-2)(-1)?~(~1)?) = 27—(~5) = 32.
(

—2,-1)

b) Pa ett liknande sétt behover vi 16sa ekvationssystemet

= —Z.

Kan man litt gissa att U = 3(z% + y? — 22) uppfyller alla tre ekvationer i
systemet och &r foljaktligen potential av filtet F' = (x,y, —z). Pa grund av det
galler

(a,b,c) 1
/ Fdr =Ul(a,b,¢) —U(1,1,1) = = (a® + b* — 2 - 1).
(1,1,1) 2

2) Avgor om foljande pastaende dr sanna eller ej. Motivera ditt svar med ett
skiss pa bevis eller motexempel.

a) Om vektorfiltet F' = (P, Q) uppfyller villkoret % = %—1; i ett omrade
sa har F' en potential i 2.

b) Om ett omrade 2 C R? #r enkelt sammanhingande sa géller det att varje
sluten enkel (utan sjalvsnitt) kurva v C 2 &r randen till nagot delomrade som
helt och hallet ligger i Q.



2p
Svar. Pastaendet a) ar felaktigt och b) &r sant, se avsnitt 9.4 i boken.

Problem 2. Beriikna kurvintegralen direkt och med hjilp av Greens formel
/ —22ydx + zy’dy
r

dér T ar cirkeln 22 4 y? = R? passerat moturs.
4p

Lésning. 1 vart fall giller att vektorfiltet ges av F = (P, Q) = (—22y, 2y?).
Med hjalp av Greens formel far man

/ Fdr = // <8Q — ap) dedy = // (2% + y*)dzdy
T z2+y2<R2 ox 8y z2+y2<R2

R 4 4
2
// r? . rdrdd = 27r/ r3dr = 27 & = Ui .
0<r<R,0<0<2n 0 4 2

Om vi vill berdkna integralen direkt ska vi parametrisera cirkeln som z =
Rcos ¢, y = Rsin¢. Man far

27
/ —z2yda+ay’dy = / (—R? cos? ¢-Rsin ¢ R(— sin ¢)+R cos ¢-R? sin? ¢- R cos ¢)do
r 0

2w 4 2 4 2m 4
— R [ 2eo ot odo— - [ sin(a)do = - [ (1-cosao)io = T
0 2 0 4 0 2

2) Formulera Gauss sats.
1p
Svar. Se avsnitt 10.2 i boken.

Problem 3. Berikna ytintegralen [, F-NdS dir Y ar sfiaren 2?4y +2% = R?,
N &r normalen till Y som pekar bort fran origo och

F(z,y,2) = (a°,4%, 2°).

(Tips. Rymdpoldra koordinater ges av x = rsinfcos¢;y = rsinfsing;z =
rcos och drdydz = r? sin fdrdfde.)

Losning. Med hjilp av Gauss’ sats fas

/ / F-NdS = / / / div(F)dzdydz = 3 / / / (2*+y?+22)dvdydz
I2+y2+22:R2 I2+y2+Z2SR2 $2+y2+32§R2
R T 27 R T R5
= 3/ / / r? - r? sin Odrdfdo = 67r/ ridr - / sin 6df = 12w —.
o Jo Jo 0 0 5



Problem 4. Med hjalp av Stokes’ sats berdkna kurvintegralen

/F~dr
r

dir F = (2293,1, 2) och T ir cirkeln 22 + y? = R?, z = 0 passerad motus.
4p
Losning. Med hjélp av Stokes’ sats fas

/ F~dr:// rot(F) - NdS.
a:2+y2:R2 m2+y2§R2

Hir anvinder vi cirkelskivan 22 4+ 32 < R?,z = 0 som ytan vars rand ar I.
Vidare
i Jj k
rot(F)=| 0, 9, 0.| =(0,0,—-32%y%)
223 1 2

och normalen ges av N = (0,0,1). Sammanlagt géller

/ Fdr = // —32%y2dady = —3 // r*sin? ¢ cos? grdrdg
z2+y?=R? z2+y2<R 0<r<R,0<¢<27

R 27 6 27 6 2m 6
R° 1 R° 1 R
= —3/ r5dr-/ sin ¢ cos? pdg = _7_7/ sin?(2¢)d¢ = ——-7/ (1—cos(d¢))dp = — ——.
0 0 2 4/ 2 8Jy 8
2) Formulera Stokes’ sats.
Lp
Svar. Se avsnitt 10.3 i boken.
Problem 5. Berakna for alla positiva heltal n
1+2
———dz
/}/n 24 + 72,2
dér ~y, &r den positivt orienterade cirkeln |z| = n.
5p

Lésning. a) 24 +7222 = 22(2 — i) (2 +7i) sa den ér noll vid z = 0 och z = .

For n =1,2,3 ar bara 0 inom -y,

1+2 1 1+z2

2 2 22 22
ze+m ™1+ %

har for |z| < 7 potensserie

1 e Z2n 1 > e z2n 22n+1
ﬁ(l +2) Z Pl e 0 Z (772(n+1) T 7T2(n+1))
n=0 n=1



sa forn=1,2,3

1+2 11 11 &K 222 z2n—1 2
LdZZ — 5+t —=-+ E + dz = —1,
., 24+ w222 o \m222 w2z ‘ 2(n+1) T 2(ntl) T
n n n—
. 2n 1 2n—1 . .
eftersom potensserien Y | ( S5y + m) ar analytisk.

Foér n > 3 sa har vi att +mi ocksa ar inom cirklen v,. Om o4,0_ &r sma
cirklar (t.ex. radie 1) runt 7 respektive —mi sa dr enligt Cauchys integralformel

/ 142 ds — Omi 147 :—l—m'
oy 24+ 222 —m2(2mi) w2
/ 142 ds — i 1—mi :l—ﬂ'i
o 2+ w222 —m2(—2mi) 2
Alltsa for n > 3 har vi
/ Z4l++71'§2'2 dz = %Z + 17r2 = 1 7r2m =0

n

Problem 6. Ange konvergensradien och berdkna summan fér potensserien

5o
(n+1)!

n=0
4p
Lo6sning. Med a,, = o HL), sa har vi
n 2 1
ani1| _ 2n+1) —0, dan — oo
an, n(n+2)

Det ger att konvergensradien &ar oandlig dvs att serien konvergerar for alla z.

oo oo n

n2" n __ 2n > n
L i Tl ™ TPl

d X 20 d 1 X (22)nH 2 (22)"
A Y U S W 2 A 21
Zdz;(n—i—l)!z Zdz2zz(n—|—1 dz2z Z :

n=0

d (e* 1 1 1
=z— —1- =) =(1-=")e**+ =
“dz (22 22) ( 22)6 + 2z

2) Definiera likformig konvergens fér en funktonssserie.

Lp
Losning. Se definition 7.1 i kompendiet.

Lycka till!



