Losningsforslag for tentamensskrivningen den 25 maj 2025

d d
(1) (a) Berdkna / Liyy dér v ar y = 2z fran punkten (1,2) till punkten (2,4).
Y
.

(3p)

(b) Vi séger att ett vektorfalt (P(z,y), Q(z,y)) ar ett exakt vektorfalt om %1; =99 Ay

vektorfiltet F' = < pa Q = {(z,y) : 1 < 2? + y* < 9} exakt?

72 + y2 72 + y2)
Konservativt? (3p)

Lésningsforslag:

(a) Med parametriseringen r(t) = (x
tangentvektorn r'(¢t) = (2'(t),y'(¢)) =
F(¢,2t) -r'(t) = 5/3. Sa

(t),y(t)) = (t,2t) far vi F(¢,2t) = (1/3,2/3) och
(1,2). Da blir integranden

/wdm+ydy_/25dt_5
, z+y S 33

(b) Vektorfaltet ar exakt eftersom %—y %ﬁjl) %g. Men det ar inte konservativt

271'1
/F~dr:/ —dt =,
ol 0 2

déir 7 &r cirkeln 22 +y? = 4 som kan parametriseras med (2 cost,2sint) och dirav F-r’ = 5-
Kommentar: Det finns ingen definition om exakt vetorfalt i boken.

eftersom

(2) (a) (Teoriuppgift) Ange definitionen for nollméngd i planet. (2p)
(b) (Teoriuppgift) Visa att grafen av en kontinuerlig funktion av en variabel
y = (), a <z <butgdr en nollméngd. (4p)

Lésningsforslag: Se boken.

(3) (a) Lat vy vara en sluten kurva i bilden nedan och F(z,y, z) = (y, z, z).

Kan integralen / F - dr berdknas med Stokes sats? Berdkna denna integral.
v

z
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(b) Lt f(z,y,2) = (2+2)Iny /"
till (1,1,2) och dérifran rata linjen till (1,0, 0).

(3p)
Berdkna / V f-dr dér v ar rata linjen fran (0,1, 0)
v

C.O

y+o

(3p)
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Lésningsforslag:

(a) Stokes sats kan anvindas eftersom alla villkor ar uppfyllda (kolla noggrannt).
Vi berdkna rot av vektorfiltet
rotF =V XxF=Vx (y,z,2) = (—-1,—-1,-1)

och parametrisering av ytan

&(r,0) = (0,7 cosf,sinf), for0<r<1, 0<0< g
vilket ger normalen
0B 0%
o X9 ~ 00

Det pekar i samma riktning som z-riktningen men den ska peka mot andra hall enligt
bilden sa normalen ska vara
o® 0P
o6 < ar — (0.0

Alltsa

1 pm/2
/F -dr = {enligt Stokes} = // rotF - NdS = / / (-1,-1,-1) - (—r,0,0)dOdr = Ul
vy S 0 JO 4

Kommentar: Normalen kan fas direkt i xyz-koordinaterna. Men ovanstaende utrdkningen
ar motiverad av fragan fran ett par studenter: hur bestdmmer vi normalens riktningen
i fall vi parametrisera ytan direkt. Vi kan ocksa rakna direkt med parametriseringen av
kurvan.

(b) Notera att f &ar en potential till gradf och f &r véldefinierad inom omradet (argu-

mentera varfor!). Sa / gradf - dr ar viagoberoende och

v
/gradf~dr =
.

(a) (Teoriuppgift) Definiera begreppet likformigt konvergent funktionsserie. (2p)
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> w

(r+2)In (x+2)In zgln

(1,0,0) (0,1,0)

(b) Konvergerar serien Zx” punktvis pa intervallet (—1,1)? Konvergerar serien lik-
n=0

formigt pa intervallet (—1,1)? Ange ett intervall pa vilket serien &ar likformigt kon-

vergent. (4p)

Lésningsforslag:
(a) Se kompendiet.

(b) Serien konvergerar punktvis mot = for alla # € (—1,1). Men den &r inte likformigt
konvergent. For att se detta observera att |z™| > 1 for alla n pa (—1,1) och om serien
konvergerar likformigt méaset den gar mot 1/(1 — ). Tag nu e = 1 i definitionen for
likformig konvergens. Da kan vi finna ett N > 0 sadant att

" —

<1 f6rallaze(—1,1) omn > N.
—x

2



Vilj nagot n > N. Da
1
1—-=z

+|z"| <1+1=2f6rallaxz e (-1,1),

1 n
<|— —=x
—|11—-x

vilket betyder att ﬁ ar begrdnsad pa (—1, 1), vilket &r falskt. D4 &r serien inte likformigt
konvergent.
Serien ar likformigt konvergent pa [—p, p] med 0 < p < 1. (Forsok bevisa detta).

(a) (Teoriuppgift) Definiera begreppet analytisk funktion. (2p)
(b) Visa att f(z) = (24 1)% — 3% inte #r analytisk i ndgon punkt. (4p)
Lésningsforslag:

(a) Se kompendiet.

(b) Lat z = = + iy, dir z,y € R. Da
f(2)=22z+3)+1= (2> + )z +3) + 1) +i(—(z* +v*)y).

u(w,y) v(z,y)
Observera att u och v dr Cl-funktioner. Vi anviinder Cauchy-Riemanns ekvationer (CR)
for att avgora f ar analytisk. I vart fall blir Cauchy-Riemanns ekvationer
2¢(z +3) + (2 +y°) = —(2° + %) — 2%, 2y(z + 3) = 2uy
=
22(2z + 3) + 22 + 4y* = 0, 6y = 0.
CR é&r uppfyllda bara iz = y = 0 eller z = —3/2,y = 0. Da kan f inte vara anaytisk i
nagon punkt.



