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1 Eftersom
∂Q

∂x
=

∂P

∂y
=

−4xy

(x2 + y2)2

är integralen oberoende av vägen om man undviker origo - den enda singulära punkten. Vi
kan försöka hitta en potential U(x, y){

∂U
∂x = 2x

x2+y2

∂U
∂y = 2y

x2+y2

⇒ U(x, y) = ln(x2 + y2) + C,

där konstanten C kan sättas lika med noll.

Integralen längst γ kan beräknas med hjälp av insättningsformeln:∫
γ

. . . = U(2, 2)− U(2, 0) = ln(22 + 22)− ln 22 = ln 2.

2 (a) Det räcker att utveckla funktionen 1
z2−1 = − 1

1−z2 = −
(
1 + z2 + z4 + . . .+ z2n + . . .

)
.

Potensserien för f blir

f(z) = −z3 − z5 − . . .− z2n+1 − . . . .

Konvergensradien kan bestämmas p̊a tv̊a olika sätt:

i. Funktionen f är analytisk för z ̸= ±1. Avst̊andet fr̊an origo till den närmaste
singuläriteten är 1, vilket innebär att konvergensradien är lika med 1.

ii. Den geometriska serien ovan 1 + z2 + z4 + . . . + z2n + . . . konvergerar för |z2| < 1
och divergerar för |z2| > 1. Konvergensradien är lika med 1.

För att bestämma derivator använder vi att koefficienterna i Taylorsutvecklingen ges av

f (n)(0)

n!
.

För n = 0, 1, 2 f̊ar vi
f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0.

Alla högre derivator kan bestämmas

f ′′′(0)

3!
= −1 ⇒ f ′′′(0) = −3!

f2n

2n!
= 0 ⇒ f (2n)(0) = 0, n = 2, 3, 4, . . .

f2n+1(0)

(2n+ 1)!
= −1 ⇒ f2n+1(0) = −(2n+ 1)!, n = 2, 3, . . .

(b) Serien konvergerar likformigt i varje cirkel av radien strickt mindre än 1, till exempel
inom cirkeln |z| < 0.99.

3 (a) Se boken.

(b) Se boken.



(c) Vi kompletterar ytan Y med botten Y1

Y1 =
{
(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1, z = 0

}
.

Flödesintegralen genom botten är enkelt att beräkna:

F⃗ (x, y, 0) = (xy2, x2y, 0), N⃗(x, y, 0) = (0, 0,−1)

⇒ F⃗ · N⃗ = 0 ⇒
∫ ∫

Y1

F⃗ · N⃗dS = 0.

Genom att använda Gauß sats för halvellipsoiden K f̊ar vi∫ ∫
Y

F⃗ · N⃗dS +

∫ ∫
Y1

F⃗ · N⃗dS︸ ︷︷ ︸
=0

=

∫ ∫ ∫
K

div F⃗ dV.

Det återst̊ar att beräkna volymintegralen∫ ∫ ∫
K

div F⃗ dV =

∫ ∫ ∫
K

(y2 + x2 − 1)dV

=

∫ 1/2

0

(∫ ∫
x2+y2≤1−4z2

(x2 + y2 − 1)dxdy
)
dz

= 2π

∫ 1/2

0

(∫ √
1−4z2

0

(r2 − 1)rdr
)
dz

=
π

2

∫ 1/2

0

(r4 − 2r2)
∣∣∣√1−4z2

r=0
dz

=
π

2

∫ 1/2

0

(1− 8z2 + 16z4 − 2 + 8z2)dz

= −π

5
.

Flödet är negativt eftersom produktionen inom omr̊adet är negativ.

4 Vi kollar nämnaren och löser ekvationen

z3 − 8z2 + 15z − 26 = 0

Alla rationella lösningar m̊aste vara heltal och dela 26 = 2 × 13. Möjliga nollställena är:
±1,±2,±13,±26. Inspektionen ger oss att z1 = 2 är en lösning. Vi delar polynomet med
z − 2

z3 − 8z2 + 15z − 26 = (z − 2)(z2 − 6z + 13).

Lösningarna till den kvadratiska ekvationen z2 − 6z + 13 = 0 är

z2,3 =
6±

√
26− 4× 13

2
= 3± 2i.

Av alla singulära punkter, bara punkten z1 = 2 ligger inom cirkeln av radie 3. Integralen är
lika med residyn i punkten z1 = 2∫

C

z + 2

z3 − 8z2 + 25z − 26
dz = 2πi

z + 2

z2 − 6z + 13
|z=2 = 2πi

4

4− 24 + 13
=

8πi

5
.

1. 5

(a) P̊ast̊aendet är falkst: funktionen f(z) = |z|2 är kontinuerlig men inte analytisk i |z| < 1.

(b) P̊ast̊aendet är sant eftersom alla analytiska funktioner är deriverbara och därför kontin-
uerliga.


