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Inga hjalpmedel tillatna. Motivering kravs i varje uppgift.

Minst 15 poédng, varav minst 5 fran teorifragorna, garanterar godkédnt betyg. Forutsatt att du far minst 5
podng fran teoridelen, garanterar minst 15 poang betyget E, 18 betyget D, 21 betyget C, 24 betyget B och
27 betyget A.

1. [4p] Anviand Greens sats for att berdkna kurvintegralen
/ ydx + 22 dy,
g

dér  ér den negativt orienterade ellipsen {(z,y) : 4a® +y* =1} .
Facit:

/ydx+x2dy:7r.
. 2




2.

(a) [1p] (Teoriuppgift) Ange definitionen fér konservativt félt i det 5ppna omradet Q C R3.
(b) Lat F vara vektorfiltet

F(z,y,2) = (yz + 2ay, 2z + 2%, ay)".

i. [2p] Undersck huruvida filtet F &r konservativt eller inte i R, och bestém i s4 fall
en potentialfunktion till F.

ii. [2p] Berékna kurvintegralen f7 F - dr dir v kan parametriseras som

v(t) = (e, e, V2T, telo,1].

Facit:
(a) Kolla kurslitteratur.

(b) i. Det &r inte konservativt.
ii.

/F-dr:\/i(e—l).
;




3.

(a) [1p] (Teoriuppgift) Formulera Stokes sats for ett vektorfilt F(z,y,2) i R3.

(b) Lat ytan Y vara
Y:{(a:,y,z):z:5—a:2—y2, 1<z<4}

orienterad med normalfiltet n = —(2z,2y,1)/(1/1 + 422 + 4y?). Lar F vara vektorfiltet

F(‘Taya Z) = (3y7 —Iz, yzz)T'

i. [2p] Skissa ytan Y och visa att den orienterade randen av Y bestar av tva en-
kla slutna kurvor C7,Cs som inte skir varandra (C; N Cy = (). Ange positiva
parametriseringar, relativt orienterade ytan Y, av kurvorna C och Cj .

I://Y (rot F) - ndS.

Tips: Om ni behéver det, far ni anvinda utan bevis att f027r cos? tdt = .

ii. [3p] Berikna

Facit:

(a) Kolla kurslitteratur.
(b) i. Randen av ytan bestar av tva cirklar, som vi kallar C, Cy. Dessa beskrivs som

Vi maste orienterar dem relativt ytan Y, som har normalvektorn n. Fér den 6vre
cirkeln véljer vi parametrisering

7 (t) = (cost,sint,4), 0<t<2m.
For den nedre cirkeln maste orienteringen vara medurs:
v2(t) = (2cost, —2sint, 1), 0<t<2nm.

ii. I =9m.



4. Lat I C R vara ett intervall.

(a) [1p] (Teoriuppgift) Definiera begreppet likformigt konvergent funktionsfoljd av reell-
varda funktioner pa I.

(b) [3p] (Teoriuppgift) Visa att om en foljd { f, },, av reellvirda funktioner pa I konvergerar
likformigt mot f, och varje f, ar kontinuerlig pa I, da maste f ocksa vara kontinuerlig.

(c) [1p] Lat f,(z) = e™™*. Konvergerar foljden {f,}, likformigt pa [0, 1]?
(d) [1p] Lat >, 509gn(z) vara en serie av funktioner som konvergerar likformigt mot en
funktion s pa I. Visa att {g,},, konvergerar likformigt mot 0 pa I.

Facit:

(a) Kolla kurslitteratur.
(b) Kolla kurslitteratur.

(c) Nej. Punktviss konvergerar foljden av kontinuerliga funktioner { f,(z)}, mot
1 omxz=0
f(“‘)_{o om0<az<l,
dad n — 400, som inte ar kontinuerlig. Det ger att {f,(x)} kan inte konvergerar likfor-

migt.
(d) Om vi lat, for varje n € N, sp(x) = > p_ gr(2), och s(x) dess likférmigt gransvirdet da
n — 400, har vi
gn(x) = sp(x) — s(x) + s(z) — sp—1(z).
for varje x € 1.
Det medfor

0 < sup [gn(z)| < sup|[sp(x) — s(z)| + sup |sp—1(z) — s(z)].
zel zel zel

Resultaten foljer av definitionen av likformig konvergens.



5. (a) [2p] (Teoriuppgift) Ange definitionen for nollmdngd och kvadrerbar mangd i planet.
(b) [2p] Lat ¢ : [0,1] — R som uppfyller att

qp  PE) —e@)l

0<mi<za<l  |T1 — Z2|

Visa direkt fran definitionen av nollméngd att méngden

S = {(ac,y) eR?:y=y(z), z€ [0, 1]}
ar en nollmangd i planet.
Facit:

(a) Kolla kurslitteratur.
(b) Lat ett godtyckligt e > 0. Givet N € N som uppfyller att N > %, definierar vi

J .
== =0,...,N.
xj N’ .7 9 b
Definiera rektanglar
M M
By = lapayn] % |o(o) = g 0(e) + g | G=0n N1
och vissa att
N-1 N-1
|Rj| <&, och SC U R;.
j=0 §=0



6.

(a) [1p] (Teoriuppgift) Formulera Cauchy-Riemanns ekvationer och definiera begreppet

analytisk funktion med hjilp av dem.

(b) [1p] (Teoriuppgift) Formulera Cauchy integralformel som bevisas i kursen.

(c¢) [3p] Betrakta kurvan i planet I' i figuren nedan.

Anvind Cauchys integralformeln fran kursen for

.

att berdkna (n0)
cos(m
s

Motivera ditt svar.

Facit:

(a) Kolla kurslitteratur.
(b) Kolla kurslitteratur.

(¢) Dela upp kurvan i tre olika kurvor I' = T'; 4+ I's 4+ I's, sddan att 1 &r en inre puntk
till I'y men 0 ligger utanfoér, medan 1 ligger utanfor I's och I's och 0 ligger inuti dessa
tva kurvor. Vi gor det sadant att varje kurva begridnsa en enkel sammmanhingande

omradet.

'y

P

0 1

I's

Notera att I'y NI’y = I'; NI's genonlopps tre ganger. Tva ganger med moturs orientering
som delméngd av I's, och en med medurs orientering. Sa géller att

/F £(Q)d¢ = é /F @

Vi kan nu anvinda Cauchy integralformel fran 6.(b) for att visa att

cos(m¢) .. i
e iy = o



