MATEMATISKA INSTITUTIONEN Algebra och kombinatorik VT 2024
STOCKHOLMS UNIVERSITET Tentamen 22 maj 2024

Avd. Matematik

Examinator: Samuel Lundkvist

Lésningar

1. a) Vilj tva element 7,0 i G, som inte har nigra fixpunkter, och inte
kommuterar och rikna pa cykelform ut 7o, om och 71
Tag t ex m:= (12) och o := (23). D& &r mo = (123), om = (132)
och 771 = 7.

b) Det finns tvé banor, dér den ena bestar av alla par (a, b) dér a # b.
Detta eftersom det finns en permutation i G som tar ett par (a,b)
dér a # b till vilket annat par (c,d) dér ¢ # d som helst. Den
andra banan bestér av alla par (a,a) dir de tva koordinaterna &r
lika—det finns ju en permutation som tar ett sant par till vilket
som helst annat sddant par, och en permutation tar ett sddant
par till ett annat sddant par.

c) Enligt en sats i boken bestar konjugatklassen

{97179, g€ G}

av alla permutationer med samma cykelstruktur, d v s alla trans-
positioner. Sa fragan &r ekvivalent med att bestdmma antalet
transpositioner i G. En transposition (ab) = (ba) &r bestdmd av
méngden {a, b}, s& svaret ar (;) =21.

d) Observera forst att U(Z) = {—1,1}, som &r en grupp med op-
erationen multiplikation av heltal. Enligt en kidnd sats, eller
definitionen, &r produkten av jimna permutationer jimn: pro-
dukten av en udda och en jamn en udda permutation; och pro-
dukten av tvi udda permutationer udda. Detta séiger precis att
f(mo) = f(n)f(o)...och alltsd &r f en grupphomomorfi. Det dr
klart att f ar surjektiv: det séger ju bara att det finns bade udda
och jamna permutationer.

2.

—b
var. Villkoret a? + b? # 0 utesluter endast (a,b) = (0,0)(kollas litt

. b .
a) Det finns 9 matriser av formen ( “ a) eftersom a, b kan ta 3 virden



genom provning!), d v s nollmatrisen. Allts& |G| = 8. Nu behdover
vi bara kolla gruppaxiomen(utom associativiteten, som vi inte ehéver
kolla, och som f 6 foljer av att matrismultiplikation &r associativ, &ven
over andra kroppar dn R.) Forst visar vi att produkten av tva matriser
i G tillhoér G. Produkten

a b c d\ _ [ ac—0bd ad + be
—b a)\—-d ¢/ \—bc—ad —bd-+ ac.
ar ju verkligen av ratt form, och villkoret att elementen i matrisen inte

dr noll ar ocksa uppfyllt. Vidare innehalls enhetsmatrisen <(1) (1)) i

G, och inversen till (_ab 2) ar ﬁ <Z _ab>. (Det uttrycket hittar

man t ex via Gausselimination.)

b) |G| = 8.
c) Riakna potenser p& nagra slumpvis element i G. Att G ar cyklisk

innebér ju att det ska finnas ett element vars potenser ger hela G.

Tag t ex g = (_11 D, och kolla att ¢ = <_11 :1), och att

-1
gt = (g%)? = (? 0 > # Id. Eftersom Lagranges sats siger att
ordningen av ett element delar gruppens ordning, dr de mojliga
ordningarna fér g 1,2,4,8. Vi visade precis att ordningen inte ar
1,2,4 sa d& maste den vara 8, och gruppen ar cyklisk med g som
generator. Delgrupper kommer att vara

{id}, {id, g"},{id, ¢*, ¢*, ¢°}. G.

(Det finns en allmén beskrivning av delgrupper till cykliska grup-
per, men man kan ocksa bara tdnka sa hir: Lat H vara en del-
grupp, och titta pa ett element ¢*, 0 < k < 8 i H, med minimalt
k. Om k =1sg4 dr g : s potenser < g > hela G, om k = 2 far vi
den andra gruppen i listan, om k=3 sa ir ¢° = (¢®)> = g i H sa
H=G,osv.)

3. Lat A = {R,G, B} och AS alla striingar med 6 element ur A. Pa AS
verkar rotationsgruppen R = {e,r, 7%, ...,7°} med en verkan som ges

aAvV T - T1X2X3X4T5L6 — TL1IX2T3T4T5, etc.

a) Gaigenom gruppelementen i R: De enda element som sta biliserar
stringen &r e, 72,74, och de utgor alltsa stabilisatorn.



b) Fixpunkter till 72 &r de stringar UVW XY Z som inte #ndras
om vi skjuter alla farger framét tva steg(cykliskt). Alltsd méste
U=W =Y och V =X = Z, och dessa tva farger kan viljas
fritt. Alltsa &r svaret 3-3 =9

¢) Det finns 35 striingar och vi riknar nu ut fixpunkterna till de olika
elementen i G. Elementet e fixerar alla 3%, elementen r, r° fixerar
3 element (enfirgade stringar), elementen 72, r* fixerar 9 element,
och r3 fixerar 27 stringar. Burnsides sats ger da att

3%+2.32+2.34+33

antalet banor = 5

4. Hur manga ord kan man bilda med alla bokstidverna i ordet GRUP-
PHOMOMORFI om orden GRUP,MOM och FI inte far férekomma
som delord i ordet? (GURPPHOMMOORIF ér alltsd ok men inte
GRUPPHOMMOORIF...)  (5p) Kardinaliteten av den méngd X av
ord man kan bilda av alla bokstéverna i ordet GRUPPHOMOMORFI

ges av multinomialkoefficienten

14!

Kardinaliteten av den méingd A av ord man kan bilda av alla bok-
staverna i ordet GRUPPHOMOMOREFI som innehéller GRUP (som
da betraktas som en enda bokstav)ges av multinomialkoefficienten

11!
s

Kardinaliteten av den méngd B av ord man kan bilda av alla bok-
stiverna i ordet GRUPPHOMOMOREFT som innehaller MOM ges av
multinomialkoefficienten
12!
112202011

Kardinaliteten av den méngd C av ord man kan bilda av alla bok-
staverna i ordet GRUPPHOMOMORFI som innehaller MOM ges av

13!
1121112111312111°
Vidare
|AN Bl =9!/2!



IANC| = 101/(312!)
IC'N B| = 111/(21212))
IANBNC| =82l

Svaret kan nu fas med bokens formel for inklusion och exklusion.

a)

En RSA-kod dr baserad pa talet n = 65. Den offentliga nyckeln
dr e=11, budskapet 2. Vad ar det krypterade meddelandet? Vad
dr den privata nyckeln d?

Budskapet 2 krypteras till 2! (mod65). Riknar man pa potenser,
ser man efter ett tag att 26 = 64 = —1(mod65) och alltsd #r
211 = 2% = 33(mod65). Den privata nyckeln fas genom att man
16ser ekvationen 11d = 1(modp(65). Det sker via en diofantisk
ekvation och svaret &r d = 35.

0001111
En linedr kod har paritetscheckmatrisen [0 1 1 0 0 1 1
101 0101

Hur ménga kodord finns det?

Man kollar att de tre raderna i matrisen ar linedrt oberoende.
Loser man motsvarande ekvationssystem far man alltsd 7—3 =4
parametrar, vilket ger 2* = 16 kodord. Man kan ocksi kinna
igen matrisen som den som hor till en Hammingkod beskriven i
laroboken.

Berdkna paritetscheckmatrisen H ganger meddelandet 0001011.
Resultatet &r (101) som man kdnner igen som den femte kolon-
nvektorn i H. Alltsd &r det korrekta meddelandet (under anta-
gande av hogst ett fel) 0001111.

Polynomet p(x) := 2% + x + 1 € Zy[z] &r irreducibelt om det inte
dr produkten av tva linedra polynom, eftersom det har grad 2.
Detta i sin tur ar ekvivalent med att polynomet inte har nagra
nollstéllen i Zy, vilket &r ldtt att verifiera ar fallet.

Definiera en relation = mellan polynom i Zs[x] pé foljande sitt:

r(z) = s(x) <= p(z)|(r(z) - s(z)).

Att detta dr en ekvivalensrelation foljer av att vi packar upp vad
de olika villkoren pa en ekvivalensrelation betyder i detta fall. Vi
visar tva av dem:



r(z) =r(x) <= p@)|(r(z) —r(z)) =0,

(r(x) = s(z) <= s(z) =r(x))

eftersom p(z)|(r(z) — s(x)) <= p(@)|(s(z) —r(z) = —(r(z) -
s(z)), o s v.

Lat s(x) vara ett polynom och r(x) resten av g(x) vid division med
p(x). Da giller att s(x) — r(z) = k(x)p(x), d v s att s(z) = r(z).
Det finns fyra mdjliga polynom av grad mindre dn 2 i Zgz] :
0,1,z,z + 1, och alltsa precis fyra ekvivalensklasser.

Titta pé resterna i foregéende uppgift: 1-1=1,och z-(z+1) =
22+ = (r2+x+1+1). Sa for dessa tre nollskilda rester finns det
ett t(x) som i pro lemstéllningen. Ta nu ett godtyckligt polynom
s(z) s a s(x) # 0(Det star fel i uppgiften, det &r detta villkor
som avses!!). Delas det med p(x) fas s(z) = k(z)p(z) + r(x).
Polynomets rest r(z) &r en av de tre resterna ovan och det finns
alltsd ett t(z) sd att p(x)|t(z) -r(z) =1 <= 1 =1t(zx) r(x)+
[(x)p(x). Det foljer att

t(x)s(x) = t(x)k(x)p(x) + t(z)r(z) = 1+ (E(z)k(z) + 1(x))p(2),

vilket séiger att t(z)s(x) —1 &r en multipel av p(x) eller t(z)s(z) =
1.



