Losningsskiss tenta 2026-01-13, Algebra och kombinatorik.

(1) (a) Eftersom 30 = 2 -3 -5 har vi att antalet invertebara element ges av
#(30) = d(2) - #(3) - ¢(5) =1-2-4 =8 dér ¢ ar Eulers phi-funktion.

(b) Ordet FALAFELFEST innehaller tre stycken F, tva stycken A, E och

L samt ett S och ett T. Utan restriktioner ges antalet ord darmed av
multinomialkoefficienten (, 21 12 .1)- Om vi ser [FEST] som en symbol
har vi kvar tva A, F och L samt ett E. Det ar darfor (2 ) g L 1) ord som

innehaller ordet FEST. Antalet ord som inte innehaller ordet FEST

ar darfor
11 8
3,2,2,2,1,1 2,2,2,1,1)°

(c¢) Grafen nedan adr sammanhéngade med sex hérn och har inte kroma-
tiskt tal 2 eftersom hornen 1,2 och 4 alla maste ha olika férger i en
farglaggning. Hornet 4 har valens 4 eftersom det har fyra grannar.
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(2) (a) Fran sats i kursen vet vi att matrisen blir en checkmatris fér en kod
som rattar atminstone ett fel om alla kolonner ar nollskilda och unika.
Genom att jamfora kolonn 2 och 7 ser vi darfor att a = 1. Kalla den
erhalla matrisen for H. Vi har da att
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vilket inte ar en kolonn i H och vi darmed inte kan ratta. Vi ser sedan
att
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ar den forsta kolonnen av H och darmed kan rattas till 1010011.
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(b) Vi har att n =119 = 17 -7 och ¢(n) = 16 - 6 = 96. Dekrypteringsny-
ckeln d kan nu hittas som inversen till e = 29 i Zgg. Denna finner vi
genom att stélla upp den diofantiska ekvationen

29d + 96k = 1,
vilket vi kan 16sa med hjalp av Euklides algoritm. Den ger att

96=29-349

20=9-3+2

9=2-4+1.
Genom att ga igenom den baklanges far vi att 1 = 13- 96 — 43 - 29.
Alltsa finner vi att d = —43 = 53 i Zgg. Det dekrypterade meddelatet
ar darmed
b = 4% = 219§ Zyy.

Eftersom 2 ar inverterbar i Zq19 ger Eulers sats oss att 29(
(mod 119). Vi kan da forenkla meddelandet till

2106 =29 . 210 =210 =27.2% =128 .8=9-8="72 (mod 119).
Meddelandet ar darmed 72.

119) _ 296 — 1

(3) (a) Ett polynom i Z;[z]| av grad fyra &r ett uttryck pa formen
a4x4 + a3x3 + a2x2 + a1x + ag

dar alla a; € Z7 och a4 # 0. Det finns alltsa 7 val var for ag, a1, as och
az samt 6 val for a4, vilket ger att det finns 6 - 74 polynom i Z;[z] av
grad fyra. For att finna hur manga av dem som uppfyllar att f(1) # 0
och f(2) # 0 anvénder vi oss av principen av inklusion och exklusion.
Enligt faktorsatsen &r f(1) = 0 ekvivalent med att f(z) = (z—1)-g(x)
for nagot polynom g(z). Eftersom f har grad 4 har da g grad 3 och
antalet sadana polynom g ir, pa samma sitt som ovan, givet av 6- 73.
Det finns alltsa 6 - 72 polynom f i Z[z] av grad fyra som uppfyllar att
f(1) = 0. Pa samma sitt finns det lika manga, alltsa 6 - 7° stycken,
som uppfyller att f(2) = 0.

De polynom f av grad fyra som uppfyller att f(1) = f(2) = 0 kan
nu enligt faktorsatsen skrivas som f(z) = (zr — 1) - (x — 2) - h(x)
dar h(z) &r ett polynom av grad 2. Eftersom h(z) maste ha formen
h(x) = byx® + byx + by dir by # 0 finns det darfor 6 - 72 mojligheter
for vad h kan vara och darmed lika manga polynom f av grad 4 som
uppfyller att f(1) = f(2) = 0.

Principen av inklusion och exklusion ger oss darmed att antalet poly-
nom i Zs[x] av grad fyra som uppfyller att f(1) # 0 och f(2) # 0
ar

6-7—2-6-7°4+6-7=6-7-(T"—14+1)=6*-7%
(b) Vi anvénder oss av Euklides algoritm. Polynomdivision ger forst att
P tr+1=(2*+2) -+ (2z+1).

Eftersom (2z+1)-(2x+2) = 42?4+ 62 +2 = 22 +2 i Z3[x] ir 22+ 1 den
sista icke-forsvinnande resten och darmed en stoérsta gemensam delare
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till f(x) och g(x). For att fa den monisk multipliserar vi med 27! = 2
i Zs och far 2- (2o 4+ 1) = o + 2. Den moniska storsta gemensamma
delaren ar alltsa z + 2.

(4) Betrakta permutationerna o = (73 5)(24 1)(6 8) och = (1532)(48) i
Ss.
(a) Vi har att

v=a'B2=(537)(142)(68)(13)(52) = (175)(234)(68).

Eftersom 3-cylker ar jamna ar v udda.

(b) Vi vet att sgn(c?) = sgn(c)? = 1, sa o2 ar jamn. Men vi vet fran (a)
att om o uppfyller ekvationen, da méaste o2 vara udda. Alltsa finns
ingen permutation o som uppfyller ekvationen.

(c) Méngden bestar av alla permutationer i Sg som &r konjugerade till
B. Enligt sats ar detta detsamma som alla permutationer med samma
cykeltyp som 3. Eftersom 3 har cykeltyp [4'2!12] finns det enligt kind
formel

8! 87
41.21.21 16 2
permutationer med denna cykeltyp i Sg.

(5) Betrakta méangden G = {(a,b,c) | a,b,c € (Z3\ {0})}.

(a) Vi vet att (Zs \ {0}) = U; ar de inverterbara elementen i Zs och &r
darmed en grupp under multiplikation. Att G ar sluten och associa-
tiv foljer da direkt fran samma egenskaper i Us. Identiteten i G &r
(1,1,1) och inversen av (a, b, c) ar (a1, b7t ¢71), vilket finns eftersom
alla element har inverser i Us. Darmed &ar G en grupp. Ordningen pa
G &r |Us]® = 23 = 8.

(b) Enligt Lagrange maste storleken pa en delgrupp till G dela storleken
pa G, vilket ar 8. De mdgjliga storlekarna pa delgrupper ar déarfor 1, 2, 4
och 8. Delgrupper av alla dessa storlekar finns ocksa, och som exempel

kanvita {(1,1,1)}, {(1,1,1), (2,1, D}, {(1,1,1),(2,1,1),(1,2,1),(2,2,1)}

och G.

(6) Tank pa parlorna som utplaserade i hérnen av en regelbunden attahérning
och lat G vara gruppen av symmetrier av en sadan attahorning. Om X ar
méangden av alla sadanna utplaseringar av parlorna vill vi veta hur manga
banor som G har pa X. Dessa banor rdknar vi med hjalp av Burnsides
lemma.

For g = id som identitetselementet ar ges dess fixpunktméangd av hela

X. Sa g
F =|X|=
Fl=1x1=(, ) )

eftersom det finns 8 parlor totalt och positionen pa kulorna i samma farg
spelar ingen roll.



For g = r, en rotation med en attondels varv, géller att |F(g)| = 0.
Detta eftersom att det finns ett udda antal svarta parlor, men eftersom det
finns 8 antal parlor totalt sa tacker en parla upp ett jamt antal platser vid
repeterad anviandning av rotationen. Samma argument ger att |F'(g)| =0
dven for g = 2,73, ..., 7", de resterande rotationerna.

For g = sy, en spegling i en linje som gar genom motsatta sidor, har vi
att |F'(g)| = 0 eftersom det maste vara lika manga svarta péarlor pa vardera
sida av speglingslinjen, men eftersom det finns ett udda antal svarta parlor
ar det ej mojligt. Det finns 4 av dessa speglingar.

Slutligen, for g = s9, en spegling i en linje som gar genom tva motsatta
horn, da ar |F(g)| # 0. For att fa lika manga svarta och vita péarlor pa
vardera sida av speglingslinjen behover vi ha att det ar en svart och en
vit pérla pa linjen, samt en parla av varje farg pa vardera sida av linjen.
Om man har plaserat ut var parlorna pa ena sidan av linjen ar, da ar det
bestdmt var de pa andra sidan ligger. Detta ger att |F(g)] = 23! = 12
dar 2 kommer fran att vélja vilken pérla pa linjen som &r svart och vilken
som ar vit, medan 3! kommer fran att orda parlorna pa ena sidan av linjen.
Det finns 4 av dessa tyen av speglingar.

Enligt Burnsides lemma finns det darmed
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olika halsband som kan skapas.



