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Examinator: A. Sola

Inga hjialpmedel tillatna. Motivering krivs i varje uppgift. Minst 15 podng krivs for godkint.
Bonuspoéng fran kontrollskrivningar kan anvindas for att tillgodoridkna deluppgifter fran Upp-
gift 1 enligt foljande. Du far sjilv vilja vilka deluppgifter du vill tillgodorikna: ange i fére-
kommande fall dessa.

24-30 p 3 deluppgifter
16-23 p 2 deluppgifter
8-15p 1 deluppgift

1. (a) Hur méanga inverterbara element finns det i ringen Z2g?  (1p)
(b) Lat M vara méangden av 2 x 2-matriser med reella element och determinant lika med 0. Utrusta
M med sedvanlig matrismultiplikation. Definierar detta en grupp? (1p)
(c) Finns det en graf som har fem horn, fem kanter och kromatiskt tal lika med 37  (1p)

Loésningsforslag: (a) Antalet inverterbara element i Z,, ges av Eulers ¢-funktion. Vi pdminner oss att
d(mn) = ¢(m)p(n) for m,n relativt prima. Detta ger

0(28) = p(2%-T) = $(4)$(T) = 2-6 = 12.

(b) Om M wore en grupp med matrismultiplikation skulle det finnas ett entydigt identitetselement.

8 (1) har egenskapen att AB = A samt BA = A
medfor att B har ettor pd diagonalen, samt en nolla i nedre vdnster hérn. Men dd gdller det B # 0
vilket betyder att B ¢ M. Sdledes dar M ej en grupp.

(c¢) Det existerar sidana grafer. Tag en triangel, vilj ett av dess horn och forbind tvd hin med detta.
Da fas en graf med fem hérn och fem kanter samt med kromatiskt tal lika med 3 eftersom en triangel
krdver tre farger vid fargldggning.

Vi noterar dock att exempelvis matrisen A =

2. (a) Visa att relationen ® = y3 mod 12 definierar en ekvivalensrelation pa Z.  (3p)
(b) Hur méanga ekvivalensklasser finns det? Ange en representant for varje ekvivalensklass.  (2p)
Loésningsforslag:

(a) Vi verifierar villkoren pd en ekvivalensrelation en efter en. Till exempel ger definitionen av rela-
tionen ovan genast att x ~ x eftersom x> = 3, och om x ~ y sd géller dven y ~ x pd grund av de
grundliggande egenskaperna hos moduldr aritmetik.



(b) Vi beriknar x> modulo 12 for samtliga x € {0,1,...,11}. Detta ger

w

T T
0 0
1 1
2 8
3 3
4 4
5 5 .
6 0
T T
8 8
9 9
10 4
11 11

Vi har alltsd representanter 0,1,2,3,4,5,7,9,11 for de nio ekvivalensklasserna.

. (a) Ge definitionerna av (i) cykeltypen samt (ii) tecknet for en permutation.  (2p). (b) Skriv permu-
tationerna o, B € Sg som ges av

C¥_12345678 5_12345678
“\3 21 8 7 6 4 5 “\2 1 3 4 7 8 5 6
pd cykelform.  (2p)
(c) Ange typen for o samt for a5. Ange tecknet for B.  (2p)
Lo6sningsforslag:

(a) Se kursboken for definitionerna av cykeltyp och tecken.

(b) Vi ser att under o har vi 1 — 3 — 1 sd att a innehdller transpositionen (13). Permutationen
fixerar vidare 2. Vi har vidare 4 — 8 — 5 — 7 — 4 wilket ger oss cykeln (4857). Slutligen fizeras 6.
Tillsammans ger detta oss

a = (13)(4857).

Pa liknande satt erhaller vi att

B = (12)(57)(68).
(c) Vi ser fran (b) att a har cykeltyp [122'4]. Vi har vidare o = (123)(5486) vilket ger cykeltypen
(113141, Slutligen ser vi att B kan skrivas som en produkt av tre transpositioner, vilket ger sgn() = —1.
. (a) Bestdm antalet polynom i Zs[x] av grad 4 som uppfyller villkoren f(0) =0 och f(3) #0. (3p)
(b) Ar polynomet z* + 1 irreducibelt i Zs[x]?  (3p)
Losningsforslag:
(a) Vi observerar att villkoret om grad 4 gér att f(x) = asx* + azz® + az2? + a1x + ag mdste ha
aq € {1,2,3,4}. Vidare medfor f(0) = 0 att ag = 0. Det finns alltsd totalt 4-5-5-5-1 = 500 polynom
av grad 4 som har f(0) = 0.
Att f(3) = 0 ar enligt faktorsatsen ekvivalent med att f(xz) = (x — 3)g(x) ddr g har grad 3 och
konstantterm 0. Det finns enligt samma resonemang som ovan 4-5-5-1 =100 sddana polynom.
Alltsa finns det 500 — 100 = 400 polynom i Zs[x] som har grad 4 och uppfyller f(0) =0 och f(3) # 0.

(b) Sitt p(x) = x* + 1. Vi har p(0) = 1, p(1) = 2, p(2) = 2 samt p(3) = 2 i Zs. Enligt en kind sats

fran kursen saknar p ddrmed linjdra faktorer. Detta ger vid handen att p antingen dr irreducibelt eller

kan skrivas som en produkt av tvd andragradspolynom. I Zs[z] har vi z* +1 = 2* — 4 och det senare

polynomet kan skrivas (x2 + 2)(x? — 2) vilket i sin tur dr lika med (2% +2)(z? +3) i Zs[x]. Alltsa géller
a4+ 1= (22 +2)(2* +3)

ZZ5[$}



5. (a) Betrakta gruppen D3 som ges av symmetrier pd en liksidig triangel med gruppoperationen samman-
sattning. Beskriv samtliga gruppelement och bestim gruppens ordning.  (2p).

(b) Ar D3 en abelsk grupp? (1p)

(b) Vilka ordningar ar majliga for en delgrupp till D3 ? Visa att det for var och en av dessa mdajligheter
faktiskt finns en delgrupp med denna ordning.  (2p)

Losningsforslag:

(a) Symmetrierna till en liksidig triangel ges av rotationer och speglingar, nirmare bestamt rotation
med 120, 240 och 360 grader och spegling @ tre linjer som gar genom ett horn ¢ triangeln och mittpunkten
pd den motstiende sidan.

Om r betecknar en rotation med 120 grader har vir® = id. Lat s beteckna spegling genom en av linjerna.
Vi inser att de tvd dterstaende speglingarna nu kan skrivas som sammansdttningar av r och s, ndarmare
bestimt ger {id,r,r%, s, sr,sr?} en lista dver samtliga gruppelement.

Gruppens ordning dr 6.
(b) Lagranges sats ger genast att de mdjliga ordningarna for en delgrupp till D3 dr 1,2,3 och 6. Den
triviala delgruppen har ordning 1 och D3 har ordning 6. Delgruppen som ges av rotationer har ordning
3 enligt ovan. Eftersom en spegling dr sin egna invers ger oss {id, s} ett exempel av en delgrupp av
ording 2.
6. (a) Vad menas med en checkmatris hirande till en linjir kod i (Z2)%?  (Ip)
(b) Utgor
C = {(00000), (00101), (11010), (11111))} C (Zy)®
en linjdr kod? Ange i sidana fall motsvarande checkmatris.  (3p)
(¢) Berdkna minimiavstindet for C. Kommer C att kunna rdtta 1 felaktig bit?  (Ip)
Losningsforslag:
(a) Se kursboken for en definition av linjar kod.

(b) Mingden C utgdr en delgrupp till (Z3)® och dr dirmed en linjir kod. Vi observerar att kodorden i
C uppfyller 1 = x9 = x4 och x3 = x5. En checkmatris ges till exempel av

O = O
= o o
O~ =

1 0
0 0
0 1

(¢) Vi har 6(00000,00101) = §(11010,11111) = 2. Koden kan ej ritta en felaktig bit eftersom till
exempel §(11110,11111) = 1 och §(11110,11010) = 1 vilket betyder att 11110 har tvd ndrmaste grannar.



