MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i

STOCKHOLMS UNIVERSITET Matematik IT Algebra och kombinatorik
Avd. Matematik 14 augusti 2026

Examinator: A. Sola

Inga hjialpmedel tillatna. Motivering krivs i varje uppgift. Minst 15 podng krivs for godkint.
Bonuspoéng fran kontrollskrivningar kan anvindas for att tillgodoridkna deluppgifter fran Upp-
gift 1 enligt foljande. Du far sjilv vilja vilka deluppgifter du vill tillgodorikna: ange i fére-
kommande fall dessa.

24-30 p 3 deluppgifter
16-23 p 2 deluppgifter
8-15p 1 deluppgift

1. (a) Hur méanga inverterbara element finns det i ringen Zgy?  (1p)
(b) Ange tva grupper av ordning 4 som inte dr isomorfa som grupper. (1p)
(c) Finns det en graf som har fyra horn, sex kanter och kromatiskt tal lika med 3?7  (1p)
Losningsforslag: (a) Antalet inverterbara element i Z,, ges av Eulers ¢-funktion. Vi paminner oss att

om p dr ett primtal och k € N sd géller ¢(p*) = p* — p*~1. Detta ger

©(64) = p(2°) = 64 — 32 = 32.

(b) Lat G = Z4 med addition modulo 4 och lit Gy = Vi, Kleins 4-grupp.

(¢) Det existerar i sjilva verket precis en graf upp till isomorfi som har fyra hérn och sex kanter: den
kompletta grafen Ky4. Denna har emellertid kromatiskt tal lika med 4, vilket ger att svaret pa fragan dr
nej.

2. (a) Ge definition av tecknet for en permutation. Ge definitionen av den alternerande gruppen av ordning
n. (2p)

(b) Skriv permutationerna «, 5 € Ss som ges av
o — 123 45 6 7 8 5 1
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pé cykelform.  (2p)
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(c) Berikna tecknet for o och 8. Tillhor o och 8 den alternerande gruppen Ag?  (2p)
Loésningsforslag:

(a) Tecknet fér en permutation o ges av (—1)N dir N Gr antalet transpositioner i nagon framstdillning
av o som produkt av transpositioner. Den alternerande gruppen A, bestir av de permutationer i den
symmetriska gruppen Sy, som dr jimna.

(b) Vi ser att « fizerar 1 och att 2 — 3 — 4 sd att « innehdller cykeln (234). Permutationen o
transponerar vidare 5 och 8 samt 6 och 7. Detta ger oss

a = (234)(58)(67).
Pa liknande sdtt ser vi att B innehdller transpositionerna (12) och (34) samt 4-cykeln (5768)

B = (12)(34)(5768).



(¢) For att berdkna tecknet hos « skriver vi om tre-cykeln (234) = (23)(34) och far nu o = (23)(34)(58)(67)
vilket ger att o dr en jimn permutation. Vi har vidare att

(5768) = (58)(56)(57)

vilket ger vid handen att B dr en udda permutation. Ddrmed tillhér o den alternerande gruppen As
medan B ej dr element i As.

. (a) Lat p vara ett primtal. Visa att villkoret f(0) — g(0) = O definierar en ekvivalensrelation pa
polynomringen Z,[z]. (2p)

(b) Hur ménga ekvivalensklasser finns det?  (1p)

(c) Visa att méngden av ekvivalensklasser kan ges strukturen av en kropp.  (2p)

Losningsforslag:

(a) Villkoret f(0) — g(0) =0 dr ekvivalent med att konstanttermerna i polynomen f och g dr lika. Vi
identifierar alltsd polynom som har samma konstanttermer, vilka dr element i Z,,. Att relationen dr en
ekvivalensrelation féljer nu fran aritmetik i Z,,.

(b) Det finns enligt ovan precis p ekvivalensklasser.

(¢) Detta foljer av det kdnda faktumet att Z, dr en kropp.

. (a) Bestdm antalet polynom i Zs[z] av grad 4 som uppfyller villkoren f(2) # 0 och f(3) #0. (3p)
(b) Fér vilka a € Zs #r polynomet a® + 2x + a irreducibelt i Zs[x]?  (3p)
Losningsforslag:

(a) Lat f(x) = asz* + a3z® + asx® + a1z + ag. Att polynomet har grad 4 medfir att ay € {1,2,3,4}.
Det finns totalt 2500 sddana polynom. Om f(2) = 0 fas enligt faktorsatsen att f(x) = (v — 2)(bza® +
box? + by + bg) diir bz # 0. Det finns 4 - 5% sadana polynom. Pd samma sditt erhdller vi att det finns
453 polynom i Zs|x] med f(3) = 0.

Om f(2) = f(3) = 0 har vi f(z) = (x — 2)(z — 3)(c22? + c17 + co) med ca # 0. Det finns 4 - 5% sdadana
polynom.

Enligt principen om inklusion/exklusion ges det totala antalet polynom med f(2) # 0 och f(3) #0 av

4.5% —4.5% —4.5%+4.52=4.5%. (52— 2-5+1) = 100 - 16 = 1600.

(b) Det givna polynomet har grad 3. Enligt en kind sats dr polynomet f = x3 + 2z + a irreducibelt
precis nar det saknar en rot i Zs. Vi underséker for varje a € {0,1,2,3,4} huruvida rotter foreligger.

Fallet a = 0 dr trivialt déa vi kan skriva 3 + 2o = x(2? + 2). Polynomet dr da ej irreducibelt.

Vi sdtter a = 1 och berdknar f(0) =1, f(1) =142+1=4, f(2)=8+4+1=3, f(3)=27T+6+1=4
samt f(4) = 64 + 8 + 1 = 3. Polynomet saknar rot och dr ddrmed irreducibelt.

Nira =2 harvi f(1) =14+2+2=0. Dirmed har f en rot och dr ej irreducibelt.

Lat a = 3 och observera att f(2) =8+ 4+ 3 = 0: dterigen har f en rot och dr ej irreducibelt.
Slutligen sdtter vi a = 4 och anvdinder rikningarna for a = 1 for att dra slutsatsen att f(0) = 4,
f(1)=2, f(2) =1, f(38) =2 samt f(4) = 1. Polynomet saknar rotter och dr dirmed irreducibelt.

. (a) Betrakta gruppen D, som ges av symmetrier pd en kvadrat med gruppoperationen sammanséttning.
Beskriv samtliga gruppelement och bestdm gruppens ordning.  (2p).

(b) Ar Dy en abelsk grupp?  (1p)

(¢) Innehéaller Dy nagon delgrupp av ordning 27 Innehéaller Dy nagon delgrupp av ordning 47  (2p)
Losningsforslag:

(a) Symmetrierna till en kvadrat ges av rotationer och speglingar, ndrmare bestamt rotation med 90,
180 och 270 grader och spegling i kvadratens sidor samt i kvadratens diagonaler.



Om r betecknar en rotation med 90 grader har vi r* = id. Lat s beteckna spegling genom en av linjerna.
Vi inser att de tre dterstiende speglingarna nu kan skrivas som sammansdttningar av r och s, ndrmare
bestimt ger {id,r,r%,r3 s, sr,sr? sr3} en lista dver samtliga gruppelement.

Gruppens ordning dr 8.

(b) Gruppen Ds dr ej abelsk dd exempelvis rs # sr.

2

(¢) Delgruppen {id,r,r%,73} av rotationer har ordning 4. Eftersom s*> = id utgor {id, s} en delgrupp

av ordning 2
. (a) Vad menas med en checkmatris hérande till en linjir kod i (Z2)%?  (1p)

(b) Hur definieras minimiavstandet for en linjéir kod? Finns det en linjéir kod i (Z2)® som har minimi-
avstand 57 (2p)

(c) Utgor
C' = {(00000), (10101), (11010), (11110), (11111))} C (Z2)°
en linjar kod?  (2p)
Lo6sningsforslag:
(a) Se kursboken for en definition av checkmatris.

(b) Se kursboken for definition av minimiavstindet. Koden C' = {(00000), (11111)} har som synes
minimiavstand 5.

(c) En linjir kod dr en delgrupp till (Zs)® och har sdledes jdmn ordning enligt Lagranges sats. Eftersom
C innehdller fem element dr C sdledes ej en delgrupp.



