MT3001 — Sannolikhetsteori I — tentamen

Datum Fredag 21 februari, 2025

Examinator Daniel Ahlberg

Hjalpmendel Formelblad, normalférdelningstabell och minirdknare. Samtliga
hjalpmedel delas ut vid tentan.

Bed6mning Tentamen &r indelad i en basdel och en betygsdel, vilka bestar
av 20 respektive 40 poiang. Vid godként resultat pa basdelen rattas dven
betygsdelen, som bestdmmer betyget. Foljande granser géller for att uppna
de olika betygsstegen:

/A B C D E
Basdel | 14 14 14 14 14
Betygsdel | 32 24 16 8 0

Uppgifter pa basdelen kan ge upp till fem poang var, och uppgifter pa betygs-
delen kan ge upp till tio podng var. Valmotiverade och fullstdndiga l6sningar
krévs for full poang. Partiella 16sningar kan ocksa ge poéng.

Basdel

Uppgift 1. 1 foljande flervalsfragor finns ett ratt svar per fraga. Ange vilket.
Motivering kravs ej i denna uppgift.

(a) Lat (X,Y) vara en tvadimensionell stokastisk variabel med téthetsfunktion
fxy(z,y) =x+y for x € [0,1] och y € [0,1]. Vilket av foljande géller?
(i) E[X] <E[Y],
(i) E[X] = E[Y],
(ifi) E[X] > E[Y].
(b) Let (X,Y) vara en tvadimensionell slumpvariabel dar bade X och Y ar
heltalsvarda. Vilket av foljande ar alltid sant:
(i) Om X och Y &r oberoende, sa ar px y(2,2) = px(2)py (2).
(ii) Om px,y(2,2) = px(2)py(2), sa &r X och Y oberoende.
(iii) Om X och Y é&r oberoende, sa ar px y(2,2) = px(2) + py(2).
(iv) Om pxy(2,2) = px(2) + py(2), sa &r X och Y oberoende.

Uppgift 2. Lat X vara en kontinuerlig slumpvariabel med tathetsfunktion
given av fx(x) =1— |z] for —1 <2 <1, och fx(z) = 0 annars.

(a) Bestdm sannolikheten for att X > 1/2.

(b) Bestdm véantevérde och varians for X.

Uppgift 3. Utav tva miljoner Trisslotter ar 429 000 vinstlotter. Du koper
100 lotter. Uppskatta sannolikheten att du far minst 30 vinstlotter.



Uppgift 4. Studera nedanstaende R-kod. Tva utav variablerna A, B, C och
D aterges i Fig. 1 och Fig. 2. Avgor vilken variabel som genererat respektive
histogram, samt motivera ditt svar.

set.seed(3)

A <- runif(n = 10, min = 0, max = 8)

B <- rnorm(n = 1000, mean = 4, sd = 2)

C <- rexp(n = 100, rate = 1)

D <- rbinom(n = 10000, size = 8, prob = 0.85)
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Uppgift 5. Vid tillverkning av en viss sorts keramiska plattor uppstar fargfel
pa en andel 0.05 av plattorna och bubblor i glasyren hos en andel 0.08. Andelen
plattor som uppvisar bade fargfel och bubblor i glasyren ar 0.03.

(a) Bestdm sannolikheten att en slumpvis vald platta har minst en av de
angivna defekterna.

(b) Avgor om defekterna ‘fargfel’ och ‘bubblor i glasyren’ uppstar oberoende
eller ej.

(c) Bestdm sannolikheten att en slumpvis vald platta har precis en av de
angivna defekterna.

Uppgift 6. En vanlig kortlek innehéller 52 kort fordelade pa fyra farger. I
var farg finns kort i valorerna 2, 3, ..., 10, knekt, dam, kung, ess. I spelet Poker
sa delas fem kort (kallad en hand) ut till vardera spelare.

(a) Var ar sannolikheten att en spelare erhaller en hand med samtliga kort
i samma férg?

(b) Vad &r sannolikheten att en spelare erhaller en kak, dvs tre kort av en
valor och tva av en annan?



Uppgift 7. En viss sjukdom antas finnas hos 1% av alla individer i en popu-
lation. 20% av sjukdomsfallen &r av den elakartade sorten, och kraver behan-
dling. Ett diagnostiskt test, vilket resulterar i ett positivt eller negativt svar,
har utvecklats for att detektera sjukdomen. Testets sensitivitet (sannolikhet
att en sjuk individ far ett positivt svar) ar 99.5% och dess specificitet (sanno-
likheten att en frisk person far ett negativt svar) ar 97%. Testet kan dock ej
diskriminera mellan elakartade och godartade fall, och dess sensitivitet ar den
samma i bada fallen. Bestam sannolikheten for att en pa mafa vald person
som testas positivt behover behandling mot sjukdommen.

Uppgift 8. Adam och Berit far i uppdrag att uppskatta vikten pa tre
foremal A, B och C. Till sitt forfogande har de en vag for vilken det ar
kant att maétfelet foljer en normalférdelning med véntevirde p = 0 och stan-
dardavvikelse o = 1.5 gram. De far lov att goéra 30 métningar var, och Adam
maéter helt enkelt var foremal tio ganger vardera. Berit bestdmmer sig daremot
fér att viaga foremalen tva och tva, och vager A+ B, A+ C och B + C tio
ganger vardera.

(a) Adam skattar vikten pa foremal A med medelvirdet av sina tio vigningar
av A. Beteckna medelviirdet med X och bestam fordelningen for X.

(b) Lat Y 4B, Y ac och Y e ange stickprovsmedelvirdena for Berits méitningar
av A+ B, A+ C och B+ C. Berit viljer att skatta vikten pa foremal
Amed Z = %(YAB + Y ac — Vo). Bestdm fordelningen for Z.

(¢) Avgdr vem av Adam och Berit som erhaller battre precision for vikten
av A med sin matmetod.



