MT3001 — Sannolikhetsteori I — tentamen

Datum Torsdag 4 december, 2025

Examinator Daniel Ahlberg

Hjalpmendel Formelblad, normalférdelningstabell och minirdknare. Samtliga
hjalpmedel delas ut vid tentan.

Bed6mning Tentamen &r indelad i en basdel och en betygsdel, vilka bestar
av 20 respektive 40 poiang. Vid godként resultat pa basdelen rattas dven
betygsdelen, som bestdmmer betyget. Foljande granser géller for att uppna
de olika betygsstegen:

/A B C D E
Basdel | 14 14 14 14 14
Betygsdel | 32 24 16 8 O

Uppgifter pa basdelen kan ge upp till fem poéang var, och uppgifter pa betygs-
delen kan ge upp till tio podang var. Valmotiverade och fullstdndiga l6sningar
kravs for full podng. Partiella 16sningar kan ocksa ge poéng.

Basdel

Uppgift 1. Lat A, B,C vara parvis disjunkta héndelser, dar P(A) = 0.2,
P(B) = 0.35 och P(AU BU C) = 0.9.

(a) Berdkna sannolikheten P(C').

(b) Antag vidare att D &r en héndelse sadan att D C AU B U C, samt
P(DNA)=0.1, (DN B) =0.15 och DNC = (). Bestam P(D).

Uppgift 2. Lat X och Y vara oberoende och likformigt férdelade slump-
variabler pa intervallet [0,1]. Lat m = min{X,Y} samt M = max{X,Y}.

(a) Bestdm fordelningsfunktionen for m respektive M.

(b) Berédkna sannolikheten P(m < 0.5 < M).

Uppgift 3. Lat X;, Xs,... vara en foljd av oberoende och likaférdelade
slumpvariabler med véntevarde 10 och varians 4. Definiera stickprovsmedelvérdet
for de n forsta observationerna som X, = % el Xk

(a) Formulera centrala gransvéirdessatsen i termer av X,.

(b) Beriikna approximativt sannolikheten P(X 109 < 9.5).



Uppgift 4. Studera nedanstaende R-kod. Ange vilket histogram som vari-
abeln sample ger upphov till, samt motivera ditt svar.

1 <- rpois(10000, 1)
2 <- rpois (10000, 2)
3 <- rpois (10000, 4)
4 <- rpois (10000, 8)

get_sample <- function(integer){
if (integer == 2){return(X_1 + X_2)}
if (integer == 3){return(X_2 + X_3)}
else {return(X_3 + X_4)}

}

sample <- get_sample(3)
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Betygsdel

Uppgift 5. Inom en viss branch finns tva utbildningsprogram A och B. En
rekryterare ar av uppfattningen att andelen hogpresterande studenter &r hogre
inom program B &n inom program A. En nyligen utférd undersokning visar i
sjalva verket att 80% av studenterna ar hogpresterande inom bada program-
men. Dock kommer 60% av alla nyexaminerade studenter fran program B.

(a) Betrakta en nyexaminerad student utvald pa mafa. Bestdm sanno-
likheten att hen ar hogpresterande.

(b) Givet att den valda studenten ar hogpresterande, bestdm den betingade
sannolikheten att hen kommer fran program A.

(c) Diskutera huruvida rekryterarens uppfattning &ar felaktig, och vad det i
sa fall skulle kunna bero pa.



Uppgift 6. Lat A ange den region i planet som innesluts av kvadraten
med horn i punkterna (1,0), (0,1), (—1,0) samt (0,—1). Lat (X,Y) vara
en slumpvektor vars fordelning ar likformigt fordelad pa A.

(a) Bestdm den simultana téthetsfunktionen for (X,Y).
(b) Bestdm véantevérde och varians for X.

(c) Bestdm kovariansen mellan X och Y.

Uppgift 7. En vanlig kortlek bestar av 52 kort fordelade pa fyra farger och
13 valorer. (Samma 13 valorer aterkommer i var och en av de fyra fargerna.)
Drag fem kort fran en vélblandad kortlek.

(a) Berdkna sannolikheten att du far precis ett par, dvs tva kort i samma
valor och Ovriga kort av andra valorer.

(b) Bestédm sannolikheten att du far “dubbelpar eller battre”, dvs tva olika
valorer med minst tva kort i vardera valor.

(c) Givet att du far dubbelpar eller béttre, rékna ut den betingade sanno-
likheten for att du far tre kort i samma valor.

Uppgift 8. Lat Xq, X, ... vara oberoende och likaférdelade slumpvariabler
med vintevirde p och varians o2. For n > 1 1at

1 " Xk—,u
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(a) Avgor vilka av foljande pastaenden som dr sanna. Motivera ditt svar.

(i) For stora n, oavsett fordelning pa X}, variablerna, sa kommer
Zy, vara approximativt normalférdelad.

(ii) Da Xy variablerna foljer en symmetrisk férdelning sa kommer
Z, vara exakt normalférdelad da n ar stort.

(b) Givet heltal n och m, betrakta tva histogram dér det ena &r gener-
erat fran m oberoende observationer fordelade som Z,, och det an-
dra ar genererat fran m oberoende observationer fran en standard nor-
malférdelning. P& vilket sétt paverkar n och m likheten mellan de tva
histogrammen?



