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Tillatna hjdlpmedel: Minirdknare och formelsamling delas ut vid tentamens-

tillfallet. Tabell 6ver F-kvantiler aterfinns nedan. Det géller dven att
25(1)~ 3.8

X0.05 -©

Resonemang skall vara tydliga och latta att folja. Varje korrekt och fullstéandigt

16st uppgift ger 10 poéng. Foljande grénser géller for betygen A-E:

A B C D E
45 40 35 30 25

Uppgift 1

Den statistikintresserade elitmotionaren Lasse ar en fore detta tiokampare
med foljande 16prekord pa 6 olika 16pstrackor:

Stréacka ¢ | Distans d; Loptid T;
1 100 m 11.8 s
2 200 m 25.3 s
3 400 m 53.1s
4 800 m | 2 min 03 s
5 1500 m | 3 min 58 s
6 5000 m | 14 min 10 s

For att undersoka hur hans l6prekord paverkas av distans sa logaritmerar
Lasse forst 16pstrackorna (z; = log(d;)) och l6ptiderna (y; = log(7;)), med
d; angiven i meter och T; i sekunder. Darefter ansdtter han den enkla linjara
regressionsmodellen
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for de logaritmerade l6ptiderna, dar y; antas vara en observation av den
stokastiska variabeln Y;. Vidare ar €1, ..., g oberoende och normalférdelade
feltermer med vintevirde 0 och varians 02, medan z = 39| x;/6 &r medel-
viardet av alla x;. Med ett statistikprogram raknar Lasse ut att

I = 6.4017,

6y = 26.7008,
SO (2 — )2 = 9.9995,
S0 (zi— )y = 10.9916.

a) Berédkna minsta kvadratskattningarna av interceptet & och av lutningspa-
rametern [ i regressionsmodellen (1). (3 p)

b) Ange kovariansmatrisen Var(a, ) for de tva skattningarna i a), uttryckt
i feltermsvariansen o2. (2 p)

c¢) Fran en variansanalystabell med variationskillorna Regression och Resi-
dual far Lasse fram att Kvs(Residual) = 0.004757. Anvénd detta for att
skatta o2, (2p)

d) Lasses forvantade 16ptid pa en engelsk mile (1609 m) &ar ¢t = exp(u(xo)),
diar zp = log(1609) = 7.3834. Berédkna ett 95% konfidensintervall for ¢.
(Ledning: Bérja med att rdkna ut Var[i(xzo)] och ett 95% konfidensinter-
vall for pu(xp), med hjilp av resultaten fran a)-c). Du har da nytta av att

t0.025(4) = v/ Fo.05(1,4).) (3 p)

Uppgift 2

En balansvag med tva skalar A och B méter differensen i vikt mellan det som
placerats i skal A och skal B, plus ett systematiskt fel a;, och ett slumpfel,
som antas normalfordelat med véntevirde 0 och varians o2. Dessutom &r
slumpfelen oberoende mellan méatningar. For att uppskatta vikterna (1 och

B2 av tva objekt 1 och 2, sa genomfordes foljande fyra métningar (enhet:
kg):

Matning ¢ | Objekt i skal A | Objekt i skal B | Vagens utslag y;
1 1 och 2 Inga 5.2
2 Inga 1 och 2 -4.8
3 1 2 -0.6
4 2 1 0.8

Har anger alltsa ett positivt (negativt) virde pa y; att skal A (B) véger 6ver
jamfort med den andra skalen i respektive métning,.

a) De fyra viktmétningarna kan formuleras som en multipel linjir regres-
sionsmodell Y = A + ¢, med responsvektor Y = (Y1,Ys, Y3, Yy)T, dér
y; ar en observation av Y;, designmatris A, regressionsparametrar 0 =
(o, B1, B2)T, och feltermsvektor € = (e1,e2,€3,£4)7 . Ange designmatrisen. (2 p)
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b) Beridkna minsta-kvadratskattningarna av «, 31 och Ss. (3p)
c) Beriikna variansen for skattningen av 31 i b), uttryckt i o2. (2 p)

d) Rékna ut ett 95% konfidensintervall for vikten 31 av objekt 1. (Ledning:
For att rakna ut medelfelet, borja med att bestdmma residualer, dér du utan
bevis kan anviénda att minsta kvadrat-skattningen av p = A0 ér 1 = AQ =
(5.15, —4.85,—0.55,0.85)T. Berikna direfter en vintevirdesriktig skattning
av feltermernas varians o2.) (2 p)

e) Om o hade varit kiéind, vilken hade den simultana konfidensgraden for
det 95% konfidensintervallet for 31 och motsvarande 95% konfidensintervall
for vikten B2 av objekt 2 varit? (Ledning: Uppgiften kriver inga langa
utrdkningar, och inga nya konfidensintervall behéver riknas ut.) (1p)

Uppgift 3

En forskargrupp undersokte hur ett foretags storlek och bransch paverkade
de anstélldas tillfredsstéllelse eller trivsel med sitt arbete. Man delade in
foretagen i tre kategorier efter storlek (1=liten, 2=mellanstor, 3=stor) och
aven i 5 kategorier efter bransch. For alla 3 x 5 = 15 kombinationer av stor-
lek och bransch valde man slumpméssigt ut 2 foretag. Sedan intervjuades
slumpmaéssigt en person fran var och en av alla 3 x 5 x 2 = 30 utvalda
foretag. Lat Yjj, beteckna trivseln hos den person som intervjuades fran
foretag k = 1,2, bland de som tillhor storlekskategorin ¢ fran branschkate-
gorin j. Forskarna ansatte en tvasidig variansanalys typ I, dvs

}/l]k:ﬂ_‘_az_"ﬁj +7ij+€ijk’>i:17273>j:1727374357 k:1727 (2)

dér p anger de anstélldas genomsnittliga trivsel bland de undersokta foretagen,
«; effekten av storlek i, 3; effekten av bransch j, samt 7;; samspelet mellan
storlek ¢ och bransch j. Slutligen ar alla e;;, ~ N(0,0?) oberoende och
normalfordelade feltermer.

a) Modellen i (2) innehaller fér manga regressionsparametrar p, {a;}3 4,
{Bj}?zl och {v;;;1=1,2,3,7=1,...,5}. Ange hur manga fritt varierande
regressionsparametrar modellen bor ha, och vilka linjara parameterrestrik-
tioner man kan infora for att astadkomma detta. (3 p)

b) En variansanalys gav foljande resultat:

Variationskéilla | Kvs

Storlek 22.60
Bransch 31.40
Samspel 24.80
Inom celler 30.75
Total 109.55

Testa pa nivan 5% om det finns ett signifikant samspel mellan storlek och
bransch vad géller de anstalldas tillfredsstéllelse. (3 p)
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c) Testa pa nivan 5% om foretagets storlek har en signifikant inverkan pa
de anstélldas trivsel. Lat din analys bero av svaret i b), dvs lat varia-
tionskallan samspel bidra till att skatta feltermernas varians, om den inte
ar signifikant. (4 p)

Uppgift 4

Lat {Y;} vara en stationdr AR(2)-process, det vill sdga X; =Y, — E(Y;) =
Y, — 1 ges av
Xt =1 Xe—1 + 92 Xy2 + 4, (3)

med oberoende feltermer e; ~ N(0,02), medan ¢; och ¢ ir de tva autoreg-
ressionsparametrarna.

a) For vilka virden pa ¢1 och ¢ ar processen stationdr? (Ledning: Svaret
kommer att involvera rotter till en viss andragradsekvation.) (2 p)
b) Lat pp = Corr(Y:, Yiix) = Corr(Xy, Xetx), £ = 0,1,2,... beteckna au-
tokorrelationsfunktionen. Visa att

p1 = ¢1/(1—¢2),
p2 = G2+ 071/(1— ).

(Ledning: Borja med att utnyttja (3) for att ge uttryck for v3 = Cov(Xy, Xp41)
och 72 = Cov(X}, X¢42) som innefattar 79 = Var(X;). Uttryck darefter py
med hjélp av v, och vg.) (5p)
c) Utnyttja 4a) for att visa att |p2| < 1 alltid géller for en stationdr
AR(2)-process. Ge vidare exempel pa en stationdr AR(2)-process med

|p1| > 1. (3p)
Uppgift 5
Lat

m

E:ZBjxji—kai:,BTmi—i—si, i=1,..., N, (4)

j=1
vara traningsdata for en multipel linjar regressionsmodell utan intercept med
m forklarande variabler, som antar virdena x; = (14, ..., Zm)’ for obser-
vation 4, och effektparametrar 8 = (81,...,Bn)". Vidare antas feltermerna

g; ~ N(0,0?) vara oberoende och normalférdelade. Man vill underséka
modellens prediktionsformaga med korsvalideringskriteriet

1 X AT
V= > (Vi = Bz, (5)
=1

dar B(,i) ar minsta kvadrat-skattningen av 3 da alla N — 1 observationer i

traningsdata utom i tagits med. Aven om CV endast involverar traningsdata
(4), sa kan det ses som en skattning av det genomsnittliga kvadratiska
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prediktionsfelet for ett nytt testdataset med samma varden pa de férklarande
variablerna som i (4).

a) Notera att Y; — B{,i)azi ar ett prediktionsfel, da Y; predikteras med hjalp
av de andra observationerna i tréaningsdata (4). Anvénd (4) for att uttrycka
detta prediktionsfel med hjélp av feltermen &; for observation i, x; och
skattningsfelet B(,i) — 3 av effektparametrarna da observation i ej tagits
med. (2 p)

b) Skattningsfelet i a) har véntevirde (0, ... ,0)T och p x p kovariansmatris
C; = Var(B(_;)). Ange ett uttryck for £(CV) som innehaller o2, samt x;

T
och C; for i =1,...,N. (Ledning: Utnyttja a), rdkneregel for Var(ﬁ(_i)a:i)
samt att e; och ,3(_1-) ar oberoende stokastiska variabler. Du behover inte
ange ett uttryck for C;.) (3 p)

c) Observera att de m forklarande variablerna inte ar centrerade och ange
dérefter designmatrisen X for modellen. Lat 3 vara minsta kvadrat-skattning-
en av 3 baserat pa alla N observationer. Uttryck sedan C' = Var(,@) med
hjélp av 0% och X. (2 p)
d) Om N é&r stor kan vi vidare anta att C; =~ C. Uttnyttja detta, och
resultaten i b) och c), fér att visa att

E(CV) ~ o*(1+ 2. (6)

N
(Ledning: Nar du ersatt C; med C, far du efter forenkling ett uttryck
som innehaller element fran hattmatrisen H = X (X7 X)"' X7 for regres-
sionsmodellen. Du far utan bevis anta att summan av diagonalelementen i
hattmatrisen ar m.) (2 p)

e) Ge en tolkning av den andra termen o?m/N i hogerledet av (6). (Ledning:
Bérja med att visa att den andra termen i hogerledet i (6) férsvinner nér
3 ar kand och alltsa B(_i) kan erséttas med 8 i (5). Uppgiften kréver inga
langa réakningar.) (1p)
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fi=1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
fo=1] 1614 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 236.8 238.9 240.5 241.9
2 185 190 192 192 193 193 194 194 194 194
3 10.1 9.6 9.3 9.1 9.0 8.9 8.9 8.8 8.8 8.8
4 7.7 6.9 6.6 6.4 6.3 6.2 6.1 6.0 6.0 6.0
) 6.6 5.8 5.4 5.2 5.1 5.0 4.9 4.8 4.8 4.7
6 6.0 5.1 4.8 4.5 4.4 4.3 4.2 4.1 4.1 4.1
7 5.6 4.7 4.3 4.1 4.0 3.9 3.8 3.7 3.7 3.6
8 5.3 4.5 4.1 3.8 3.7 3.6 3.5 3.4 3.4 3.3
9 5.1 4.3 3.9 3.6 3.5 3.4 3.3 3.2 3.2 3.1
10 5.0 4.1 3.7 3.5 3.3 3.2 3.1 3.1 3.0 3.0
11 4.8 4.0 3.6 3.4 3.2 3.1 3.0 2.9 2.9 2.9
12 4.7 3.9 3.5 3.3 3.1 3.0 2.9 2.8 2.8 2.8
13 4.7 3.8 3.4 3.2 3.0 2.9 2.8 2.8 2.7 2.7
14 4.6 3.7 3.3 3.1 3.0 2.8 2.8 2.7 2.6 2.6
15 4.5 3.7 3.3 3.1 2.9 2.8 2.7 2.6 2.6 2.5
16 4.5 3.6 3.2 3.0 2.9 2.7 2.7 2.6 2.5 2.5
17 4.5 3.6 3.2 3.0 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 24
18 4.4 3.6 3.2 2.9 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 2.4
19 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 2.5 24 24
20 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 24 2.4 2.3
21 4.3 3.5 3.1 2.8 2.7 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3
22 4.3 3.4 3.0 2.8 2.7 2.5 2.5 24 2.3 2.3
23 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3 2.3
24 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 24 24 2.3 2.3
25 4.2 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
26 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 24 2.3 2.3 2.2
27 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
28 4.2 3.3 2.9 2.7 2.6 24 24 2.3 2.2 2.2
29 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2
30 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2

Table 1: F-kvantiler Fy o5(f1, f2) avrundade till en decimals noggrannhet




